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Пусть в плоскости комплексного переменного z = x+iy расположена ре­

шетка контуров, период которой равен teiv, t > О, О< v < л . Решетка обте­

кается установившимся потенциальным потоком несжимаемой невязкой 

жидкости, комплексный потенциал его обозначим w(z). Значение ком­

плексной скорости w'(z) на бесконечности слева от решетки обозначим 

через v1e-iai, - л/2 < а 1 < тт/2 , справа от решетки - через v2e- ia 2 , 

- тс/2 < а2 < л/2 . Поток, обтекающий решетку, имеет период teiv , то есть 

w'(z + teiv) = w'(z) . 

Обозначим через L z контур решетки, проходящий через точку z = О . 

Введем плоскость комплексного переменного ~ = peiy (р >О) . Пусть z = 

z(~) - функция, отображающая конформно внешность решетки контуров 

на бесконечнолистную риманову поверхность внуrри системы концентри­

ческих окружностей, имеющих уравнение 1~1=1, когда бесконечно уда­

ленным точкам слева и справа от решетки отвечают точки соответственно 

~ = -q и ~ = q, О < q < 1 . Эта функция отображает конформно круг 1~1 < 1 с 

разрезом по отрезку, соединяющему точки ~ = -q, ~ = q, на область , огра­

ниченную контуром решетки и двумя конгруэнтными линиями, причем 

разность комплексных координат соответственных точек линии, лежащей 

выше контура, и линии, расположенной ниже контура, равна teiv [1] (с. 

132). В дальнейшем будем рассматривать ветвь z(~), которая окружность 

!~! = 1 переводит в контур L z . Обозначим 

w[z(~)] = W(~) (1) 

и будем рассматривать W(~) как комплексный потенциал некоторого тече­

ния в области 1~1 :::; 1. 
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Результаты решения прямой задачи изложены в книге [1] (с. 123-139) 

(см. также [2] с. 291-297). Рассмотрим обратную задачу. Пусть s есть ду­

говая координата точки контура Lz, отсчитываемая от точки А разветвле­

ния потока в направлении, при котором область течения остается слева, 1 -

периметр контура Lz, s = s8 - дуговая координата точки В схода потока 

на Lz . Требуется определить форму контура Lz решетки, если на нем за­

дано распределение величины скорости в виде v = v(s), О s s s \, 
v(O) =О, v(I) ==О, v(s 8 ) ==О . Функцию v(s) считаем удовлетворяющей усло­

вию Гельдера, кроме того, примем, что существуют конечные односто­

ронние производные, удовлетворяющие условиям v'(O) = -v'(I),;: О, 

v'(s 8 +О)== -v'(s8 - О),;: О. Остальные величины, относящиеся к потоку 

вокруг решетки и к самой решетке, определяются в процессе решения за­

дачи. 

Решению обратной задачи посвящено большое число работ, обзор их 

имеется в статье [4]. 

Ниже рассматривается приближенное решение обратной задачи, кото­

рое может быть получено значительно проще в том случае, когда заданное 

на искомом контуре решетки распределение скорости близко к распреде­

лению скорости на известном контуре некоторой решетки в том смысле, 

что разности скоростей в соответствующих точках указанных контуров 

являются малыми величинами, и величинами второго порядка относи­

тельно этих малых можно пренебречь. В дальнейшем величины, относя­

щиеся к искомой измененной решетке, будем обозначать теми же буквами, 

как соответствующие величины известной решетки, снабжая их верхней 

волнистой чертой - . 

Для простоты примем, что Т = 1, 58 == s8 . Пусть распределение скорости 

вдоль искомого контура Lz измененной решетки задано в виде 

v(s) == v(s) + ef(s), о s s s 1, (2) 

где v(s) -:- известное распределение скорости вдоль контура Lz исходной 

известной решетки, удовлетворяющее условиям, указанным выше при по-
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становке обратной задачи; f(s) - фуm<ция, имеющая конечные односто­

ронние производные в точках О, s8 , 1 и удовлетворяющая соотношениям 

f(O) = f(l) =О, f(sв) =О, f'(O) = -f'(I), f'(s 8 +О)= -f'(s8 - О). Здесь Е -

малая положительная величина, причем величинами порядка е2 можно 

пренебречь. Примем, что v(s), f(s) имеют производные в интервалах 

(O,s8 ), (s 8 ,l). Будем считать, что все функции и величины, относящиеся к 

исходной решетке, известны. 

Зная функцию v = v(s), вычислим значения потенциала скорости на 

контуре Lz: 
s 1 

<p=<p(s)= Jv(s)ds, O:S:s:S:s8 , <p=<p(s)= Jv(s)ds, s8 :5s:51. (3) 
о 

Обозначим 

sв 1 

<р 8 = J v(s)ds, ч>н = J \'(s)ds. (4) 
о sв 

Тогда циркуляция скорости по контуру Lz будет равна Г = q>8 - ч>н. Всюду 

в дальнейшем будем считать Г ::/:О, если не оговорено противное. 

В силу ( 1) имеем 

(5) 

где <р 1 (у,Г,q,ул,Ув) есть потенциал скорости на окружности ~=е;1 . При 

известных числах у = у. (у) это соотношение определяет зависимость 

v=v(s). 

Функция ln w~(z) = х (~) (z = z(~)) аналитична в круге 1~1<1, ее гра­

ничные значения выражаются формулой 

х ( eiy) = ln v(s(y)J- iri[s(y)], (6) 

где тi(s) - угол, образованный с действительной осью вектором скорости 

на контуре Lz . 

В силу (2) Лv(s)=v(s)-v(s)=Ef(s)=o(e) есть малая порядка Е. Тогда 

из формул (3), (4) видно, что 

205 



s 

Л<p(s)=cp(s)-<p(s)= Jлv(s)ds, Ossss8 , 

о 

1 ~ 

Л<р(s)= fлv(s)ds, s8 SsS/, Л<р8 =<i>8 -<р8 = fлv(s)ds, 
' о 

1 

Л<рн = <Рн - <рн = f Лv(s)ds, ЛГ = Г - Г = Л<р8 - Л<рн 

также являются малыми порядка Е . Всюду в дальнейшем величины по­

рядка о(е 2 ) будем отбрасывать . Будем считать, что Лq = q-q, Лt = t-t, 
Лv = v-v, Луд =Уд -Уд , Лу8 = Ув -у8 являются малыми порядка Е. 
Из формулы 

(7) 

аналогичной (5), определяется зависимость s = s(y) на (О, s в) . Соотно-

шение 

s(y)=s(y),y8 -2nSySy8 ,y8 -2nSy$y8 , (8) 

определяет функцию у=у(у), причем y(y8 -2n)=y5-27t, у(уд)=Уд· 

у(у 8 ) = Ув . Пусть 

Щу)={ (У-Уд)/(ув-Уд).Уд SySyg, 

(У-Уд)/(Ув-27t-уд).Ув-2nSу5.уд. 

Обозначим 

_с -{ 'Уд +СУ-8 -rд)Щу),Ул sysyв, 
у. у)- Уд +(у8 -2n-У'д)Щу),у8 -2п5.уsуА' 

Тогда 

Лу.(у) = у.(у)-у =Луд (1- Щу)) + ЛувЩу) . 

Соотношение (7) с учетом (5) запишем так: 

<PCs)- <p(s) = Q>1 (y(y),r,q, :Уд, r8) - (j)1 (y.(y),r, q, :Уд, r8 ) + 

+ <р1(у.(у),f,q,ул.У'э)-Ц>1(У,Г,q,у д.Ув)' 

(9) 

(1 О) 

s = s( у), у в - 2 7t S у S у в . В пределах принятой точности можно положить 

<р1 (y(y),f,q, 'Уд. Уэ)- <p1(?.Cy),f,q, ?;;.. , :Уэ> = 

= ~ [</11 (у,Г,q , Уд, УвЖ:УСу)- у.(у)). 
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С учетом ( 11) из ( l О) находим 

_() _ ( )- Лq>(s)-[ср1(У•(у),i\q,ул,'Ув)-q>1(У,Г,q,уд,Ув)] 
у у -у. у - д • 

~(/)1 (у,Г,q, У А• Ув) 

(12) 

ау 

s=s(y), Ув-27t~У~Ув· 

Разность в квадратных скобках в числителе этой формулы (приращение 

функции qi1 ) заменим с принятой точностью полным дифференциалом 

функции qi 1 (y,Г,q, Уд. у 8 ), то есть суммой 

&pt Лу.(у) + 8;1 ЛГ + &р1 Лq + &р 1 Луд+ д<р1 ЛУв· 
ду оГ дq дуА дув 

Тогда с учетом формулы (9) получим 

Ч>1(у.(у),f,q,у,д;.Ув)-q>1(У,Г,q,уд,Ув)= ~ ЛГ+ ~1 Лq+ 

+[&р1 + &р 1 (1-Щу))]ЛУд +[&р1 + дq> 1 Щу)]ЛУв· (13) 
ду А ду дуВ ду 

Приняв во внимание соотношения (5) и (7), отсюда получим при у= Ув и 

у= Ув - 27t соответственно 

+ &р11 ·Лу А + &р11 ·ЛУв· 
ду А 1у=rв -211 ду В У=Ув -211 

Здесь, как и в формуле (13), <р 1 означает q>1 (у,Г,q, у А, у 8 ), кроме того, уч-

тено, что &р 1 /ду обращается в нуль в точках Ув, у 8 -2тт. Теперь форму:1у 

(12) с учетом (13)-(15) запишем в виде 

у(у)- у.(у) = [ЛЩу) + U 1 (y)Лq + U д (у)ЛУ д + Uв(У)ЛУвV~1 , (16) 

здесь при у А ~у~ Ув 
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ЛU(у) = Л<р(s)- Л<р8 .!Е!_ + [дq>i j · .!Е!_ _ дЦ>~ ]ЛГ, s = s(y), 
Ц>в дГ У;Ув <J>в дГ 

U1(Y) = ~1 11 ,.э2_ _ ~1 ' U А (у)= дч>11 . _.P.L _ дq>I - дq>l (1-Щу))' 
oq у;ув <~>в oq дул у;rв <~>в ду А ду 

Uв(У) = ~<J>1 ll . .э2_ _ дq>1 - дч>1 Щу)' 
су в у;у 8 Ц>в дув ду 

при Ув -2тт.'5.у'5.уд 

ЛU(у) = Лq>(s)- Лq>н ..P.L + [дq>1 
J · _.P.L _ д<р~ ]лг, s = s(y), 

<j)н дГ УЧ!! -2:t <j>н дГ 

U1 (у)= 8:1 I . _.P.L _ дq>1, Uв(У) = дq>11 . .!Е!_ _ д<р1 - д<р1 Щу), 
q у;у 8 - 2" <j>н дq дуВlу;у 8 -271 Ц>н дув ду 

u А (у)= дЦ>1 I . .!Е!_ _ дq>! - дq>I (1-Щу)) ' 
дуА l уеув-2тt ч>н дул ду 

причем <р1 означает q> 1 (у,Г, q, уд . Ув) . 

Формула (16) позволяет найти функцию у(у), когда известны числа 

Лq, Лу А, Лу в . Продифференцировав соотношения ( 5), (7) и вычтя полу­

ченные выражения, найдем 

±[s'(-)-s'( )]= v(s)-v(s)дq>1 +-1-{(-( )--.( ))д2ч>1 + д2Ц>1 ЛГ+ 
у у v(s)v(s) ду v(s) у у у у fJy 2 дудГ 

а2 Г а2 а2 
] Г а2 а2 

] } +---..!lлq+l~+~(J-Щy)) Лу +l~+~Щу) Лу (17) 
дудq дуду А Оу2 А ОуОуВ ду2 В • 

s = s(y) , у= у(у), ч> 1 = q>1 (у, Г, q, у А, Ув) . Эта формула вместе с (16) позво­

ляет определить производную s'(y). 

Замечая, что в силу (7) s(y(y)) = s(y), с принятой точностью имеем 

v[s(y.(y))] = 1_v[s(y(y))]-v[s(y.(y))]=
1 

_ v'(s)s'(y)[_( )- -.( )] . 
v[s(Y(y))] v(s) v(s) у у у у 

Кроме того, с той же точностью 
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_ ( Лv(s)) Лv(s) 
ln v(s) = ln v(s) + ln 1 + -- = ln v(s) +--, s = s(y), 

v(s) v(s) 
(18) 

поэтому 

ln v[s(y. ))] = ln v(s) + Лv(s) - v'(s)s'(y) [У(у)- у.(у)]. 
v(s) v(s) 

Последнюю формулу, принимая во внимание (16), запишем в виде 

lnv[s(y.))] = ln v(s) + Лv(s) - v'(s)~y)[ЛU(y) + U1 (y)Лq + 
v(s) v(s)-1 

ду 

+ u А (у)Лу А + u в(у)Лув]. s = s(y), <1'1 = <1>1(у,Г,q, у А• Ув)· (19) 
Функция (6) для измененной решетки запишется так: 

x(eiy) = ln v[s(y)]- iТj[s(y)], 

где Тj(s) - угол, образованный с действительной осью вектором скорости 

на контуре Lz . Поэтому (см., например, [6], с. 58, 59) 

у- ·-
-(!') 1 JB l -(-(-)) elY + ~ d- ·-
Х .., = - n v s у - .--- у - щ0 27t - 2 е•У - i: • r 11 - 11 .., 

Yii - -
;;[s('Yo)J = _!_ J ln v[s(y)]ctg у - Уо dy + Тiо , (20) 

27trв-211 2 

где Тj 0 - произвольная действительная постоянная. 

Учитывая, что функция х(~) в точке ~ = -q принимает значение 

lnv1 -ia1, получим 

1 - '(- ) 1 Ув l -[-(-))ei'f -qd_ nv1 -1 а 1 -т~0 =- J nv s у --=--= у. 
2тt У!! -2n е1у + q 

(21) 

В интеграле последней формулы сделаем замену у = у. (у) , получим 

1 Ув eir.(y) q 
Inv1 -i(a, -1;0)=- J lnv[s(y.(y))] ·- < > - _ y;(y)dy, (22) 

27t е1 У· У + q 
у 8 -211 

причем в силу (9) 

у.(у) =у+ Лу.(у) =у+ Лу л (1-Щу)) + Лу8Щу), (23) 

у;(у) = 1-Лу АQ'(у)+ Лу8Q'(у). (24) 
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Обозначим Лv 1 =v1 -v 1 ,Ла 1 =Ci1 -a 1 ,Лri 0 =Тio-'llo· По аналогии с 

формулой (18) имеем lnv1 = lnv 1 +Лv 1 /v 1 • Поэтому из формул (22) и ана­

логичной (21) для исходного контура получим 

Лv 1 Ув { eiy,(y) - q 
-1 -i(Ла 1 -ЛУ)0)=- J lnV[s(y.(y))] ·-<> _y;(y)-

v1 27t Ув -21'< е'У· У + q 

eiy q} 
-lnv[s(y))-.- dy. 

е1у + q 

С принятой точностью, с учетом (23 ), имеем 

(25) 

eiy, (у) - q eiy - q 2eiy i2eiy 
·- <) =-.--Лq . 2 + 2 [ЛУд(1-Щу))+Лу8Щу)]. 

е1у, У +q е'У +q (е'У +q) (е1у +q) 

Принимая во внимание последнюю формулу, а также соотношения ( 19), 

(24), формулу (25) запишем так : 

(26) 

Аналогично, учитывая, что функция Х:С~) в точке ~ = q принимает значе­
ние ln v2 - ia2, придем к формуле 

(27) 

Х12 (у)= V д (y)S1 (y,q) + S2 (y,q)qi(l - O(y))ln v(s), 

Х1з(У) = Vв(Y>Si (y,q) + S2(y,q)qIO(y)ln v(s), 

eiy - q 2eiy Лv(s) 
S1(y,q)=-.-,S2(r,q)= . 2 ,ЛVo(Y)=--+So(Y)ЛU(y), 

е'У + q (е'У + q) v(s) 

V1 (у)= So(Y) U 1(y), V А (у)= S0(y) U А (у)- O'(y)ln v(s), 

210 



Vв(У) = S0 (y)Uв(Y) + Q'(y)lnv(s), 

S0(y) = -[v'(s)s'(y)y[ v(s) ~ q>1 (у , Г,q,у А• Ув >] 
ЛХ20 (у) = ЛV0 (y)S 1 (y,-q), Х21 (у) = V1(y)S1 (y,-q) + S2 (y,-q}ln v(s), 

Х22 (у) = V А (y)S1 (y,-q)- S2 (y,-q)qi(l - O(y))ln v(s), 

Х23 (у) = V8 (y)S1 (y,-q)- S2 (y,-q)qiЩy)ln v(s), s = s(y). 

Используя результаты работ [1] (с . 123-139), (5) (с. 170-172) с учетом 

обозначений, принятых в работе [7] (с . 97, 98), получим уравнение 

T(v 1 ,v 2 ,a.,q,yл,Yв)•[l- :~ exp(- i(a.2 -а. 1 ))]( qexp(-i Ул ;Ув)+ 

+ 2cos Ув ;Ул + ~exp(i Ул ;rв >)- 4cos Ув ;Ул =О, 

где а= а.2 - а. 1 • Обозначая Ла = Ла. 2 - Ла 1 = Ci - а., это уравнение для из­

мененной решетки запишем в виде 

Вычтя почленно из последнего соотношения предыдущее и заменив по­

лученную в левой части разность полным дифференциалом функции 

T(v 1, v2 ,а.,q,у д.Ув), придем к уравнению 

от от от от от от 
-Лv1 +-Лv2 +-(Ла.2 - ла,) +-Лq +-~ -Лу л +-Лув =О, 
Ov1 Ov2 да дq ау А дуВ 

которое в силу равенств 

дТ 10Т от IОТ 
дv 1 = iv

1 
да. ' дv2 = - iv

2 
да. 

можно представить в виде 
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v1 дТ [Лvi - i(Ла 1 - л11 0 )]-v2 дТ [Лv 2 -i(Ла2 - л110 )] + 
дv1 Vl дv2 V2 

дТ дТ дТ 
+-Лq+-ЛуА +-Лув=О . 
дq дуА дуВ 

Подставим сюда выражения (26), (27) и пол)"iим соотношение 

[
v1 дТ (а 11 - а 21 ) + дТ]лq + [v1 дТ (а 12 - а 22 ) + дТ ]луд + 

дv1 дq дv1 д'( А 

+[v1 дТ (а,3-а23)+ дТ]ЛУв=У1 дТ (Лd20-Лd10) , 
дv1 д'fв дv1 

(28) 

здесь, как и выше, Т означает T(v1, v2 , a,q, уд , у 8 ). 

Соотношения (14), (15), (28) представляют собой систему уравнений для 

определения Лq, Лу А, Лу в. После того, как определены Лq, Лу л, Лу в , по 

формулам (26), (27) найдем Лv 1 , Ла 1 - Л11 0 , Лv 2 , Ла 2 - Л11 0 , а затем 

v1, 0:1 - Тiо, v2, ёi 2 - Тiо . Тогда период измененной решетки выразится 

формулой 

teiv = fei<ri o +л110J /[v1e-i(a1 -'io) - v2e-i(ii2 -'io >], 

здесь величина 110 считается известной, Л110 = o(i::) может быть выбрана 

произвольно (если значение 11о заранее не вычислено, то величину 

Тiо = Т\о + Л110 нужно выбрать так, чтобы teiv - teiv = o(i::) ). 

По формулам (9), (16) найдем у.(у), у(у), по формуле (17) - производ­

ную s'(y). В интеграле формулы (20) сделаем замену у =у.(у) и примем, 

что Уо = у-.(у0 ) . Тогда получим 

Тj[s(y.(yo))]- ·ri[s(Yo)] = Л110 + 

+_!__ Yj {lnV[s(y.(y))]y;(y)ctg y.(y)-r.(Yo)/ctgY-Yo -
27t Ув -211 2 2 

- ln v[s(y)]}ctg у-уа dy. 
2 

Используя последнюю формулу и принимая во внимание соотношения 

(19), (23), (24), нетрудно проверить, что при у= у.(у) 
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X(eiY )- X(eiy) = ln v(s(Y)} - i(Тj(S(y)]- fl(S(y)]) = О(Е). 
v(s(y)] 

Из формулы ( 1) следует, что z'(~) = W'(~)/w'(z(~)). Оrсюда, учитывая, что 

на окружности ~ = eiy 

д ( Г ) W'( iry iy ау <j>1 у, ,q,уА,Ув = е ie , 

для измененной решетки получим 

- у -iy() 
z(e1Y)= f е-х(е J_q>l(Y,i'\q,yA,Yв)dy · 

У§-211 иу 

Пусть у= у.(у), эту же замену сделаем в интеrрале последней формулы. 

Замечая, что в пределах принятой точности 

ехр(-Х( eiy )) = exp(-x(eiY)j (1- X(eiy) + X(eiy )), 

получим 

z(eiy.(y) )- z(eiy) = I e-x(ei-r) {[x.ceiy )- X:(eiy.(y)) %Ц>1(у,Г,q, 'У А. Ув) + 

Ув-211 

+ ~ q>.(Y.(y),r,q, :Уд, 'Уз)-~ t:1>1 (у,Г,q, УА• Ув)}dу. Ув - 27t ~У~ Ув. 
Эта формула опредеnяет комплексные координаты искомого контура Lz . 
Обзор работ, посвященных решению рассмотренной задачи и аналогич­

ных обратных краевых задач, имеется в статье [4). 

Расчет распределения скорости при малых деформациях профилей ре­

шеток выполнен Степановым Г.Ю. [5] (с. 177-182). Решение этой задачи в 

случае изолированного профиля впервые дано Лаврентьевым М.А. [3] (с. 

393~398). 
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