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Рассматривается стационарное потенциальное течение слоя идеаль­

ной несжимаемой весомой жидкости над неровным полигональным дном 

в форме наклонной ступени (рис. 1). 

Вводится декартова система координат (Х, У), причем ее начало ле­

жит в основании ступени. Задается h - глубина невозмущенного уровня 
свободной поверхности слева на бесконечности, Vo - скорость набегаю­

щего потока, {3rr - угол наклона ступени к оси Ох, g -· ускорение силы 

тяжести. Сила тяжести действует в направлении, противоположном 

направлению оси Оу. 
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Рис. 1. Физическа.я область течения 

Основным параметром, характеризующим течение тяжелой жидкос­

ти, является число Фруда Fr = Vo/-J9Fi,. Скорость V. = ./9h называ­
ется критической. Если Fr < 1, то течение является докритическим, 

если Fr > 1 - сверхкритическим. 
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Исследуются безволновые режимы обтекания ступени для случая, 

когда докритическое течение слева переходит в сверхкритическое спра­

ва. 

Исходная задача сводится к краевой задаче отыскания аналитичес­

кой в канонической области Dt функции 

7Г dz 
x(t) = ln(2hdt) . 

В качестве канонической области выбирается полоса ширины 7Г /2 в 

параметрической плоскости t . Путем выделения у искомой функции 

асимптотики поведения на бесконечности выводим замыкающее задачу 

условие нахождения неизвестного параметра d, определяющего высоту 

ступени в параметрической плоскости. Затем краевая задача отыска­

ния аналитической в области Dt функции x(t) сводится к решению сис­
темы нелинейных интегральных уравнений . После дискретизации по­

лученная система решается методом Ньютона. Подробный вывод при­

веден в [1]. 

При Н > О задача об обтекании ступени может трактоваться как за­
дача о водосливе с широким порогом. Если обозначить через Q расход 
жидкости через водослив , то Fr = Q/./9fi!. Таким образом , при фикси­

рованных g и h число Фруда прямо пропорционально расходу жидкости 

Q. В гидравлике для определения расхода через водослив используют 

так называемое условие максимума расхода (УМР), согласно которо­

му на пороге водослива с течением времени сам собой устанавливается 

безволновой режим обтекания с максимальным расходом (см. [2)). Ис­

пользуем УМР для приближенного определения связи между Fr и H/h . 
Известно, что для любых течений над ступенью, у которых свобод­

ная поверхность имеет горизонтальные асимптоты слева и справа на 

бесконечности, справедливы формулы [3]: 

Fr2 

Fr2 + 2 = (L - H/h)2 + 2L, 

Fr 
Fr(oo) = (L - Н/h)з/2 · 
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Здесь L = y(oo)/h, у(оо) - ордината. свободной поверхности справа на 

бесконечности, Fr(oo) - число Фруда справа на бесконечности . 

Будем считать , что уравнение (1) в неявном виде задает зависимость 

Fr = Fr(L) при фиксированных H/h. Продифференцировав (1) по L, 
найдем 

2F F 
, _ 2FrFr~(L - H/h) - 2(L - H/h)Fr2 

r rL - (L - H/h)4 + 2. 

Подставив в эту формулу Fr~ = О, получим 

Fт2 

(L - Н/h)з = Fr2(00) = 1. (3) 

Из этого соотношения вытекает, что 

L = H/h + Fr213
, (4) 

а искомая связь между Fт и H/h следует из (1): 

H/h = 1 + Fr2/2 - ~Fr213 . (5) 

Соотношение ( 5) является приближенным, и цель, преследуемая дан­

ной работой, состоит в возможном уточнении зависимости между Fr и 

H/h . 
Безволновой режим обтекания в случае, когда докритическое тече­

ние слева переходит в сверхкритическое справа, возможен лишь при 

определенном соотношении между высотой ступени и числом Фруда. 

Если воспользоваться гидравлическим условием максимума расхода, 

то это соотношение задается формулой ( 4) , причем согласно УМР функ­

ция H/h = H/h(Fr) не зависит от угла на.клона ступени . 

На рис . 2 показаны полученные графики зависимости H/h от Fт для 

различных углов наклона ступени . Штриховой линией нанесена зави­

симость (4). Как видно из рис. 2, все кривые практически сливаются 

между собой . Таким образом, исходя из рис . 2, можно сделать вывод 

при определении расхода , что УМР является приближенно верным . 
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Рис. 2. 

Однако количественные расхождения между вычисленными значе­

ниями . и значениями, полученными по УМР, все же имеют место . На­

глядно эти расхождения видны на графиках рис . 3, где показаны зави­

симости между безразмерной высотой свободной поверхности L справа 

на бесконечности от безразмерной высоты ступени Н / h при различных 

углах наклона ступени {3. 

Результат, полученный с помощью УМР, нанесен пунктиром. Как 

видно из графика, УМР дает завышенное значение L, причем макси­

мальное расхождение наблюдается при Н / h ~ 0.15. Однако для всех 

/3 зависимости между L и Н / h оказываются очень близкими. Эта бли­

зость наводит на мысль, что результаты, полученные с помощью УМР, 

могут быть уточнены. В самом деле, согласно УМР поток справа на 

бесконечности всегда оказывается критическим, то есть Fr(oo) = 1. 

Однако полученные численные данные показывают, что это не так. 

Число Fr(oo) всегда больше единицы и когда Fr на бесконечности 
слева стремится к нулю, приближается к некоторому предельному зна-

68 



чению, которое мало зависит от угла наклона ступени /3, изменяясь от 
Fr(oo) = 1.1794 при (3 = 0.2 до Fr(oo) = 1.1913 при (3 = 0.5. На рис . 4 

показаны графики зависимостей Fr ( оо) от Fr для различных углов 
наклона ступени /3 . 
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Рис. 3. 

Как видно из рис . 4 , построенные функции слабо зависят от угла 

наклона ступени /3. Пусть 

Fr(oo) = f(Fr) = a1(l - Fr)Fr2 + а2(1 - Fr2
) + 1, 

где функция f(Fr) обладает свойствами /(О) =О, /(1) = 1 при лю­
бых а1 , а2 . С помощью метода наименьших квадратов были найдены 

значения а1 = 0.1982 и а2 = 0.1871. Функция f(Fr) для этих значений 

показана на рис. 4 пунктирной линией. Как видно из этого рисунка, 

найденная функция хорошо аппроксимирует вычисленные точки. Та­

ким образом , для любых наклонов ступени в диапазоне 0.2 < /3 ~ 0.5 

мы полуЧили универсальную приближенную аналитическую зависи­

мость между Fr и Fr(oo) . 

Из формул (1) , (2) найдем, что 

H/h - ~(F 2 - Fr2/з(Fr2(00) + 2)) 
- 1 + 2 r Fr2/3(oo) ' 

L = ~(Fr2 + 2 - Fr213Fr413(oo)). 
2 
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Параметрическая зависимость между Н / h и L отмечена на рис. 3 крес­

тиками. Как видно из рисунка, она дает значительно более точный 

результат, чем УМР . 
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Рис. 4. 
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