
О нелинеilноil зада'Че ... 

О НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧЕ 
РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН В ОТКРЫТЫХ 
ВОЛНОВОДАХ С ЗАПОЛНЕНИЕМ СРЕДЫ 

ПО ЗАКОНУ КЕРРА 1 

С.И. Куприянова (Пенза) 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим задачу о собственных волнах цилиндрическо­

го диэлектрического волновода . Пусть все трехмерное простран­

ство R3 заполнено изотропной средой без источников с t: 1 = const. 
В эту среду помещен цилиндрический диэлектрический волновод 

неоднородного заполнения с образующей, параллельной оси Oz. 
Обозначим внутреннюю область поперечного сечения с границей 

С через S2 , внешнюю - через 51 . Пусть €2 внутри цилиндра 
определяется по закону Керра 

t:2 = ч + a11El 2 , 

где а 1 и€ 1 - вещественные положительные константы . Требу­

ется отыскать поверхностные волны, распространяющиеся вдоль 

образующей волновода то есть его собственные волны . 

Задача 1. Рассмотрим сначала случай , когда Е={О; Е..,; О} , 

Н={Нр ; О; Hz} . 
Электромагнитное поле Е,Н удовлетворяет системе уравне­

ний Максвелла 

rotH = -i(J)t:E, 

rotE = i(J) µН, 

а также условию непрерывности касательных составляющих на 

границе раздела двух сред и условиям на бесконечности . 

Перейдем к цилиндрической системе координат (р, '{), z). То­
гда уравнения Максвелла примут вид 

~ дЕz _ дЕ.., _ i(J)µH 
р д'{) дz - Р• 

(1) 

1 Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант 01-01-00053 
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дЕр _ дЕ, _. Н 
дz др - iwµ <Р> (2) 

1 д 1 дЕр . 
рдр(рЕ<Р)-р д<р =iwµH,, (3) 

~ дН, - дН<Р = -ir.ucE ' 
р д<р дz р 

(4) 

дНр - дН, = -iwF:E ' 
дz др <Р 

(5) 

lд 1дНр . 
рдр(рН<Р)- р д<р = -iwE.Ez . (6) 

С учетом того, что Е={О;Е<Р;О}, Н={Нр;О;Н,}. уравнения 
(1) - - (6) можно переписать в виде 

дЕ,п . Н - -" = ir.uµ 
дz р 

~ дд (рЕ<Р) = iwµH. 
р р 

~ан. = 0 
р дt.р 

дНр - дН, = -iw<.E 
дz др <Р 

- ~ дНр =О 
р д<р 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

Из (9) и (11) находим, что Н, = Н,(р, z) и Нр = Нр(р, z) 1:1е 
зависят от <р. Из (7) и (8) имеем 

1 дЕ<Р 1 1 д 
Нр = --. --

8 
,Н, = -. ---

8 
(рЕ'Р). 

iwµ z iwµ р р 

Тогда {10) после подстановки Нр, Н, дает 

153 



О нелинеilноil задаче ... 

Будем искать гармонически зависящее от z-координаты реше­

ние задачи Е'Р(р, z) == и(р )ei-yz. Тогда 

1 
(-(ри)')' + (w 2t:µ - 1 2 )u =О. 
р 

(12) 

В области 51 , учитывая: что t: = t: 1 , получаем для: веществен­

ных 1 

( ~(ри)')' + k~u =О, 
р 

11 1 / 1 ~2 
и +-и - -и+ k1 и= о, 

р р2 

здесь 

k~ := (;)2€1µ - ,2. 
В области S2 , подставляя в (12) t: = t2 = €/ +а1/Е/2 , получим 

для вещественных / : 

где 

1 ~ 
(-(ри)')' + kju + aju/ 2u =О, 
р 

Иначе, 

11 1 / 1 ~2 1 12 и +-и - 2и + k1 и +а и и= О. р р 

Если и(р)-вещественная функция, то 

1 1 ~ 
и"+ -и' - 2и + kju + аи3 = О. 

р р 

Из условий сопряжения [E'P]P=R =О, [H,]p=R =О следует, что 

[u]p=R =О, [(u)']p=R =О. 

В рассматриваемом случае / - спектральный параметр. 

Задача 2. Рассмотрим теперь случай, когда Е={О: О ; Е,}, 

Н={Нр ; Н"'; О} . 
Уравнения (1)-(6) принимают вид 

1 дЕ, . 
р д<р = zwµHp (13) 
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(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

Из (15) и (16) находим, что Нр = Нр(р, ip) и Н"' = Hip(p, ip) не 
зависят от z. Дa.riee, из (13) и (14) следует, что 

Н _ 1 1 дЕ, Н _ 1 дЕ, 
р - ir.,; µ р д~р , "' - - ir.,; µ др 

и из (17) -

1 д дЕ, 1 д2 Е, 2 
--д (р-д ) + 2-д 2 +r.,; µt:E, =О. 
р р р р tp 

Решение задачи будем искать в виде Е,(р, ip) = einч>v(p), где 
n - вещественное число . В области S1 , где Е: = t: 1 , 

" 1 ' ( 2 n2) v + -v + kl - 2 v = о . 
р р 

Здесь Ч = r.,; 2t: 1µ, а n - спектральный параметр. В области S2, 

1 n 2 

v" + -v' + (kJ - 2 )v + av3 = О, 
р р 

если v(p) - вещественная функция . Здесь k} = r.,; 2 E:jµ , а= r.,; 2a1µ . 

Из условий сопряжения [E,]p=R = О, [Hipjp=R = О следует, что 
[v]p=R = О, [v']p=R =О . 

Легко видеть, оба случая сводятся к уравнениям 

у' п2 
у"+ - - -у+ к2 у + ау3 = О , 

р р2 
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где у = и, к = k, n = 1 для первой задачи и у = v, к = k 
для второй задачи . Линейное уравнение является уравнением 

Бесселя . Если принять во внимание условия излучения, то его 
решение 

(18) 

где С1 - константа и Н~1 ) - функция Ханкеля. Если действитель­
ная часть к равна О, то 

(19) 

где Кп действительная функция Макдональда. Следует учесть , 

что Kn(lкlp) -> О экспоненциально при р -> оо, и выполняются 
условия излучепия. 

2. Нелинейное интегральное уравнение 

Рассмотрим нелинейное уравнение 

n2 
(ри')' + (k 2p- -)и+ ари3 =О 

р 

и линейное уравнение 

то есть 

Функция 

n2 
pи"+u'+(k2p- -)и=О, 

р 

Lи =О, 
d2 d n 2 

L := р- + - + (k 2 р - - ). 
dp2 dp р 

(20) 

(21) 

G(p, Ро) := ; ~~~~~~ (Jп(kp)N~ (kR) - J~(kR)Nп(kp)) , Ро < р ~ R 

представляет собой функцию Грина для граничной задачи 

LG = -Б(р - Ро), 

Glp=O = G'lp=R = О; n > О (О < Ро < R). 

В дальнейшем нам попадобится также вторая формула Грина 

1R (vLu - uLv)dp = 1R (v(pu')' - u(pv')')dp = 
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= R(u'(R)v(R) - v'(R)u(R)) 

Уравнение (20) перепишем в виде 

Lu+aB(u) = O,B(u) = ри3 . 

Используя (22), получим (v := G) 

(22) 

(23) 

lR (GLu - uLG)dp = R(u'(R- O)G(R, ро) - G'(R, Po)u(R- О))= 

= Ru'(R- O)G(R,po) 

или 

lR(GLu - uLG)dp =-а lR GB(u)dp + и(р0 ). 
Таким образом, мы пришли к уравнению 

R 

и(ро) =а 1 G(p,po)pu3 (p)dp+Ru'(R-O)G(R , p0 ), ро < R . (24) 

и условиям сопряжения 

u(R +О)= а lR G(p, R)pu3 (p)dp + Ru'(R + O)G(R, R) (25) 

(так как u(R-O)=u(R+O),u'(R-O)=u'(R+O)). 
Пусть 

f := Ru'(R + O)G(R, Ро), 

N(p, Ро) := G(p, ро)р, 

1 ln(kpo) 
G(R, Ро) := kR J~(kR). 

Рассмотрим в пространстве C[O,R] интегральное уравнение 

и(ро) = lR N(p , Ро)и3 (ро) dp + f(po) . (26) 

Будем предполагать, что f Е С[О, R] , а ядро N(p, р0 ) непрерывно 
в квадрате О ::; р, ро ::; R. Линейный интегральный оператор 

N1.1.1 = lR N(p,po)(J.)(po)dp. (27) 
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ограничен в C[O,R], вполне непрерывен и 

llNI\ = тах 1R \N(p, po)I dp . (28) 

Поскольку нелинейный оператор и3(р) ограничен и непрерывен 
в C[O,R], то нелинейный оператор 

F(u) = 1R N(p, Ро)и3 (р) dp + f(po) (29) 

яв:1яется вполне непрерывным оператором на каждом ограни­

ченном в C[O,R] множестве . 
В последующих рассуждениях нам понадобится следующее 

вспомогательное числовое кубическое уравнение: 

l!Nllr3 + 11!/1 = r, (30) 

где 1\Nll определяется формулой (28), а 11!/1 = maxlf(po)I . 
Справедливо следующее утверждение (см. [1], стр.415) . 

Теорема 1. Если выполн.яетс.н неравенство 

2 1 
о~ 11111 < 3 JЗiiNП ' (31) 

то уравнение (30) имеет два неотрицательнЬtх корн.н r. и r• , 
r. < r* . При этом, если llJll =О, то r . =О и r* = ~- Далее , y\INll . 

при О < 11!/1 < ~ ./3~\Nll 

1 
r. < -JЗiТNП-=31=1 N=ll 

и при 1\!/1 = -3
2 --Ь, решения сливаются : 

y3llNll 

• 1 
r. = r = JЗiТNП . 

(32) 

Докажем теперь с помощью принципа Шаудера, что при ка­

ждом f Е Sp·(O) С С[О , R] , где р = -32 --Ь, , существует решение 
уЗ\\N\\ 
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и(р) интегрального уравнения (26) в шаре S* = S,. (О). Посколь­
ку уже установлено, что оператор F(u) вполне непрерывен, оста­
лось проверить , что он переводит шар s· в себя . 

Пусть и Е S*, тогда из (29), (27), (28) следует, что 

llF(u)ll S 11Nllllиll3 +11111 S llNll(r*)3 +11111 = r• · 

Это значит, что F s• с S*, и, следовательно, при каждом j , удо­
влетворяющим условию с 11111 =< ~з ---Ь,, уравнение (26) имеет 

- yЗllNll 

по крайней мере одно решение, причем llJll S r•. 
Покажем теперь, что если выполнено условие (31), то уравне­

ние (26) имеет единственное решение в шаре S. = S, •. Действи­
тельно, если и Е S., то 

llF(и)ll S 11Nllllи3 ll + llJll S llNllr~ + llJll = r •. 
По теореме Шаудера уравнение (26) имеет хотя бы одно решение, 
если f Е Sp(O). Далее, при u 1 , и2 Е S. имеем 

Если f(po) удовлетворяет условию (31), то выполняется нера­
венство (32), откуда следует 3Nr; < 1. 

Следовательно, при ограничении (31) F отображает S. в себя 
и является на S* сжимающим оператором, а потому уравнение 
(26) имеет при ограничении (31) единственное решение в S •. 

Теперь можно сформулировать следующий важный результат 

(см . [2] , стр . 633). 

Теорема 2. Если существует такое А > О, пе завис.ящее от 
а , -что 

aSA, 

А·-~ 1 
.- 3 lllllJ3llNoll ' 

R 

llNoll = max j lpG(p, pa)I dрб 
PoE{O,Rj 

о 
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то уравнение {23) имеет единственное решение, являющееся не­

nрерывноil. функцией. 

Последовательность nрибли:ж;енных решениil. 

1
R из 

ио =о, ип+l =а о G(p,po)Pl + ьи; dp + f, 

уравнени..я {23} равномерно сходится к его то-чному решению и. 

3. Дисперсионное уравнение и решение типа 
солитона 

Пусть 

k1 = Jµ'..1)2(12 - €1), k1 = Jµ'..1J2(E'J -12) . 

Из уравнений (25) и (19) следует, что 

C1K1(\k\R)- C1K;(lk\R)\klRG(R, R) =а 1R G(p, R)pu3(p)dp 

то есть 

где 

Теорема 3. Существуют Е"1 , E'j (E"J > € 1 ), а > О и соб­
ствеиное значение {о , удовлетворяющее условию UJ

2E" 1µ < 1б < 
1..1J 2 Е'1 µ, такие, что первая задача имеет нетривиальное решение 
типа солитона. 

Для доказательства теоремы достаточно проверить , имеет ли 

уравнение g(1) - aF(1) =О корень на отрезке (€1,E'J] · 
Из определения функции g(1) (33) и свойств цилиндрических 

функций следует, что 

к;(lklR) = -\k\RKo(\klR) - I<1(lk\R) , 
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и , следовательно , 

где 

' 
00 

(k1R/2)2m Ck1R 00 
(k1R/2)2m m 1 

/\.o(k1R) = - f (m!)2 ln -2- + f (m!)2 ~ i ' 
(34) 

К (k R) = ~ (k1R/'2)
2
m+i l Ck1R _ 

1 1 ~ m!(m + 1)! n 2 
m=O 

1 00 (k1R/2) 2m+l m 1 m+l 1 1 
-2 f m!(m + 1)! (~ i + ~ i) + k1R' (35) 

С= О, 57721566490 ... - постоянная Эйлера, 

Далее , принимая во внимание свойства цилиндрических 
функций, получаем 

где 

оо (k R)2m 
Jo(k1R) = f (-l)m 22~(m!)2 ' 

k R 00 (k R)2m 

J1(k1R) = ~ fo(-l)m 22mТ:!(m+ 1)!. 

Если 1 2 ___. r:1µw 2 , то, в соответствии с (34) и (35) , 

K1(k1R) ___. оо, 

k1R * Ko(k1R) ~О, 

G(R, R) = const. 
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Таким образом, g(r) ___. -оо , если r 2 ___. c:1 µ1.1J 2 при условии 

что означает 

l+G(R, R)<O , 

1 
J1(RJµ1.1J 2 (ч-c:1) О + < . 

-.jµ1.1J 2(c:1 - с:1) 

Если r 2 
___. c: 1µ1.1J 2, то 

1 + G(R, R) ___. 2, 

K1(k1R) = const , 

Ko(k1R) = const . 

Легко видеть , что Ко и К 1 -- положительные функции на 

всей области определения, тогда g(c:1µ1.1J 2 )-aF(E:JJи..; 2 ) равно 
некоторому положительному числу . Учитывая, что функция 

g(r)- aF(r) непрерывна на рассматриваемом отрезке , приходим 

к выводу, что функция имеет корень, принадлежащий [с: 1 ; с:1] · 
Теорема доказана . 
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