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Теорема 2. Разделяющая линия O'(S1 , S2 ) диаграммъ' Во­

роного множ:ества н+k(c1 )uн-k(c2) совпадает с Гk(с1,с2) . 
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О ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ УОЛША, 

ПРИНАДЛЕЖАЩИХ ПРОСТРАНСТВАМ 

LP, 1 < р < 2 

1. Введение. Преобразование Фурье - Уолша было вве­

дено Н. Дж. Файном (1] в 1950 г. Оно обладает свойствами, 

аналогичными свойствам классического преобразования Фу­

рье, которые наиболее полно изложены в книге Е. Титчмарша 

(2]. Например, для преобразования Фурье - Уолша F(f) = j 
функции f Е L2(1R+) , где IR+ =[О, +оо), справедливы формула 

обращения F(F(J)) = J и равенство Планшереля llfll2 = 111112, 
где llfllp - LР-норма функции f на IR+ . Если же f Е LP(IR+), 

1 ~ р ~ 2, то j Е Lq(IR+) и llfllq ~ llfllp , где 1/р + 1/q = 
= 1 (см . [З] , гл. 9). Последнее неравенство часто называется 

неравенством Хаусдорфа - Юнга, поскольку они доказали по­

добное неравенство для рядов Фурье. Н. Я. Виленкин [4] обоб­

щил понятие преобразования Фурье на функции, заданные на 

нуль-мерной локально компактной абелевой группе. М. С . Бес­

палов (см . [5], [6]) , пользуясь определением Н . Я . Виленкина 

мультипликативного преобразования Фурье, доказал для это­

го преобразования несколько теорем, аналогичных результатам 

для классического преобразования Фурье. Частично результа­

ты из [5] , [б] изложены в гл . 6 книги [7] . 
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В данной работе приводятся достаточные условия на функ­

цию, при которых ее преобразование Фурье - Уолша принад­

лежит пространству LP(JR+), 1 < р < 2. 

2. Основные определения и вспомогательные ре­

зультаты. Для числа х Е 1R+ и натурального п положим 

Xn = [2nx] (mod 2), х_ n = [21·- nx] (mod 2) , (2.1) 

где [а] обозначает целую часть числа а, а числа Хп и X-n по 

определению равны О или 1. 

Отметим , что x_n (xn) является п-м двоичны:-.1 разрядом 

целой (дробной) части числах Е IR+. При этом двоично-рацио­

нальным числам х Е IR+ сопоставляются конечные двоичные 

разложения. 

Поскольку X-n =О для п ~ п(х), то для (х , у) Е ~+ х JR -:­

определено целое неотрицательное число 

00 

t(x , y) = l:(XnY-n + X-nYтt) · 
n=l 

Ядро Уолша определяется для (х, у) Е IR+ х !R+ равенством 

-ф(х,у) = (-l)t(x,y)_ (2.2) 

Преобразование Фурье - Уолша F(J) = J функции f Е LP(!R+) 

задается равенством 

f (x) = r ·ф(х, y)f(y) dy . 
jIR+ 

(2.3) 

Если же f Е LP(lR.+), 1 < р ~ 2, то J определяется как предел 
по норме пространства Lq(IR+), 1/р+ l/q = 1, последователь­

ности функций 

fo 2

" f(у)ф(х , у) dy, п Е Z+. 
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Для преобразований Фурье - 'Уолша справедливы следую­

щие теоремы . 

Теорема А. Если f Е .V(ll~+), 1 ~ р ~ 2, то существует 

j Е U(IR+), 1/р+ l/q = 1, nри'Ч.ем 11.fl/q ~ l!fl/p· 
Доказательство этой теоремы дано, например, в ([З], с. 427) 

и в ([8], с . 35 ). 

Теорема В. Если 

f lf(x) /qxq- 2 dx < оо, 2 < q < оо, 
./к+ 

то существует J Е LQ (lR+) . 

Эта теорема является частным случаем теоремы, доказан­

ной М. С. Беспаловым для мультипликативных преобразова­

ний Фурье (см. [5] или [6]) -

На IR+ введем операцию двоич:ного сложения ЕВ, положив 

х ЕВ у= z для (х, у) Е lR+ х lR+, где число z в двоичной систе­

ме счисления имеет двоичные разряды Zn = Хп + Yn (mod 2), 

п Е Z \О, а ."Сп, Yn вычисляются по правилу (2.1). Отметим, 

что 
00 ос 

""" 2-n """ 2n- 1 Z = ~ Zn + ~ Z-n, 

n=l n=l 

причем случай Zn = 1 для п ~ n(z) не исключается. Ядро 

'Уолша (2.2) удовлетворяет равенству 

'l/J(x ЕВ у, t) = 1/J(x, t)ф(у, t), (2.4) 

если t, х, у Е IR+, х ЕВ у двоично-иррационально. 

Лемма 2.1. Для п Е Z, а > О и х > О определена функция 
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при-чем предел существует и в пространстве L(JR+), следова­

телъно, W~°') Е L(JR+). 

Для а = 1 утверждение этой леммы известно (см . [ЗJ , 

с. 434), а для а> О она доказана в нашей работе [9]. 

Определим двоичную свертку функций 

.f*g(x)= f f(y)g(xffiy)dy, f,gEL(1R+), xEJR ... . 
jR+ 

Известно, что J * g Е L(R+), (! * g}(x) = f(x)g(x) для всех 
~: Е IR+. Двоичная свертка определена и в случае .f Е V(JR+ 

+), 1 ::::; р ::::; оо, g Е L(JR+), причем f * g Е LP(JR+), 

(.f * g)(x) = f(x)g(x) почти всюду на 1R+ при 1::::; р ~ 2. 

Определение 2.1. Если а > О и .f,g Е LP(~+), 1 ~ 

~ р ~ оо, при-чем · lim 11! * W~°') - gllP = О, то функцию 
n->+oo 

g = I{ct) (!) назовем силън·ым двои-чн.ым интегралом ( СДИ) 

порядка а функции f в простра:нстве LP(JR+). 

Для а = 1, р = 1 это определение введено Х. Й. Вагне­

ром [10]. 

Лемма 2.2. Пустъ J , g Е LP(JR+), 1 ::::; р::::; 2, а функция 

g .является СДИ порядка а > О функц·ии f в пространстве 

V(JR+) . Тогда g(x) = ](х)х-°' по-чти всюду иа lR+. 

Отметим, что в случае р = 1 заключение леммы можно 

уточнить. В этом случае g(x) = f(x)x-°' для х > О, причем 
g(O) = О. Это доказано Х.Й. Вагнером [10] в случае р = 1, 

а = 1 (см. также [3], с . 435), а в случае р = 1, а > О -

автором f9J. 

Доказательство теоремы 3.2 (см. п . 3) опирается, в частно­

сти, на следующую теорему. 
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Теорема С. Ес.л:и. функция f принадлежит пространству 
LP(JR+), 1 < р ~ 2, то справедливо нера8енство 

где постоянная Вр не зависит от фун.кv,ии f . 
Эта теорема является частным случаем теоремы, которая 

сформулирована, но не доказана в работах М. С . Беспалова 

(см. (5], теорема 4) или ([6], теорема 3). Поэтому для полно­

ты изложения мы даем другое доказательство этой теоремы. 

Предлагаемый нами метод доказательства теоремы С отличен 

от метода, упомянутого в работах [5] и [6] для доказательства 
более общей теоремы, относящейся к мультипликативным пре­

образованиям Фурье. 

Ниже мы будем пользоваться для ядра Уолша (2.2) обозна­

чением 'Ф(х, у) = 1/Jy(x) . Доказательство теоремы С опирается 

на следующие леммы . 

Лемма 2.3. Система функций 

ортонормирована на Dn = [О, 2n) при любом фиксированном 

nEZ . 

Утверждение этой леммы хорошо известно (см., например, 

[8], гл. 1, предложение 5.1) . 

Через fп(k), п Е Z+, обозначим коэффициенты Фурье 
функции fn(x) = J(x)Xn"(x), х Е IR+, по ортонормирован­

ной системе (2.5), т. е. положим 

fп(k) = 2-n/ 2 
{ fп(t)'Фk2-n (t) dt, k Е Z+. (2.6) 
Jnн 
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Лемма 2.4. Справедливъ~ равенства 

где m Е Z+ , n Е Z+ , х Е 1R+ . 

Утверждение этой леммы известно (см., например, [8], гл. 2, 

лемма 1.1) . 

Лемма 2.5. Для любой функv,ии f Е V(Dn), 1 ( р < оо, 
подпоследователъностъ 'tастнъ~х сумм { S2,.,. (.f)} ~=О ее ряда 

Фуръе по системе (2.5) сходится к f по-чти всюду на Dn 

и в метрике пространства LP(Dп) . Более того, справедли­

во неравенство 

где справа стоит интегралънъ~il модулъ непреръ~вности функ­

ции f в метрике пространства 

V(Dп) : wp(f, б) = sup f
2

n-u [f(x +и) - f(x)/ dx, б Е Dп­
О~и~6 Jo 

Лемма 2.6. Если f Е V(Dn), 1 < р ( 2, п Е Z+ , то дл.я. 

коэффиv,иентов Фурье (2.6) функv,ии fn справедливо неравен-

ство 

00 

Jfп(O)/P + L Jfп(k)/PkP- 2 ( Ap2(p/2-l)n!IJl/j,P(Dn) ' 
k=l 

где постоянная Ар зависит только от р. 

3. Основные результаты. В формулируемых ниже тео­

ремах 3.1 и 3.2 преобразование Фурье - Уолша определяется 

формулой (2.3), в которой интеграл считается несобственным 

с особой точкой +оо. 
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Теорема 3.1. Пустъ фун:кv,ия f(x) не возрастает на 1R+ 

·и f ( х) -> О при х -> +оо. Тогда шtтеграл в правой 'Ч.аст·и 

равенства (2.3) сходится в каждой то-чке х > О, а если 

f(x)x 1- 2/P Е V(IR+), где 1 < р < 2, то f(x) принадлежит 

пространству LP (JR+) . 

Эта теорема аналогична теореме Харди - Литтлвуда, отно­

сящейся к кла{;сическому преобразованию Фурье (см . , напри­

мер, (2], с. 150, теорема 82). 

Следующую теорему можно считать двоичным аналогом 

теоремы Е. Титчмарша, относящейся к классическому преоб­

разованию Фурье (см. [2], с . 152, теорема 83) . 

Теорема 3.2. Пустъ 1 < р < 2 и фунх;-ция ер Е LP(JR+) 

имеет силън·ый двои·ч:н.ый интеграл 1(2/p-l) (ер) = f . Тогда 
j Е V(JR-r) · 
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ОБ ОДНОМ НЕРАВЕНСТВЕ СОБОЛЕВА 

В ФИНСЛЕРОВОЙ МЕТРИКЕ 

Пусть D С Rn - область и Ф(х , ~) : D х Rn -+ R - неот­

рицательная непрерывная функция, однородная и выпуклая 

по переменной ( . Предположим, что для х Е D множества 

3(х) = {~ Е Rn Ф(х,~) ~ 1} локально равномерно ограниче-

ны . 

Обозначим через Н(х, Т/) = sup~E::::(x) (Т/, ~) двойственную 

функцию для множества S(x) . 

Определим в D финс.л.ерову .метрику 

d(x, у)= inf J Н(х, dx), Vx, у Е D, 

"( 


