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ОБОБЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ 

ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО 

РОДА С ФИКСИРОВАННЫМИ 

ОСОБЕННОСТЯМИ В ЯДРЕ 

Рассматривается линейное интегральн')е уравнение третье­

го рода с фиксированными особенностями в ядре (УТРФО) 

l 

Ах= x(t) П (t - tз)mi+ 
j=l 

+ 11

1 
K(t, s) ((s + l)P1 (1 - s)P2

] -
1 x(s)ds = y(t) , (1) 

где t Е I = 1-1, lj , tз Е (-1 , 1) , 7Щ Е N (j = 1,1); Р1 , Р2 Е R-'­

+, К и у - известные непрерывные функции, обладающие 

определенными свойствами ''гладкости" точечного характера, 

х - искомая функция, а интеграл понимается в смысле ко­

нечной части по Адамару. Исследуемые уравнения находят все 

более широкие применения как в теории, так и в приложениях. 

При этом естественными классами решений УТР, как прави­

ло, являются специальные пространства обобщенных функций. 

УТРФО вида (1) впервые исследовано в работе [1] , где установ­

лена его фредгольмовость . 
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В настоящей заметке на базе рассуждений и результатов 

работ [2], [ЗJ указан метод отыскания точного решения урао­

нения (1) в некотором пространстве Х обобщенных функций, 

найдены достаточные условия непрерывной обратимости опе­

ратора А. Более того, разработаны прямые проекционные ме­

тоды, специально приспособленные для приближенного реше­

ния УТРФО (1) в классе Х, и дано их обоснование в смысле 

монографии [4]. В виде иллюстрации приведем лишь некото­

рые результаты по разрешимости уравнения (1). 

Пусть С= С(!) - пространство непрерывных на I функ­

ций с обычной шах-нормой и т Е N. Следуя [5], скажем, что 

функция f Е С принадлежит классу С { m; О} = cJ m} ( J) , если 
в точке t = О существует тейлоровская производная j{m}(O) 

порядка m. Далее, пусть р Е JR+ и g Е С. Следуя также [5], 

будем говорить, что g Е С {р; 1}, если существуют левые тейло­

ровские производные g {j} (1) (j = 1, [р]) в точке t = 1 , причем 

при р =f. [р] ( [·] - целая часть) существует 

{ ~ . } lim [g(t) - ~ g{j}(l) (t ~ l)J ](1 - t)-P . 
t~1- L з! 

j=O 

Теперь образуем основное пространство 

У= cJ7};{p} (J) ={у Е С{т; O}ITy Е С{р; 1}}, , 

где Т : С { m; О} __, С - "характеристический" оператор класса 

C{m; О} (см., например, (2]). 

Рассмотрим на основном пространстве У семейство 

Х = D{P}{m;O} обобщенных функций x(t) вида 

m-1 

x(t) = z(t) + L "Yi15{i}(t), 
i=O 
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где t Е I, z Е С {р; 1} , "fi Е 1R - произвольные постоянные, 

а 8 и J{i} - соответственно дельта-функция Дирака и ее 

"тейлоровские" производные (см" например, [2J) . По соответ-

' ствующим нормам векторные пространства У и Х являются 

банаховыми . 

В УТРФО (1) для простоты выкладок и формулировок бу­

дем считать l = 1, t1 = О , р1 = О, т. е. рассмотрим уравнение 
вида 

Ах= tmx(t) + (Kx)(t) = y(t) , (2) 

Кх = f 1

1 
K(t,s)(l - s)-Px (s)ds (t Е J), 

где у Е У, функция K(t, s) удовлетворяет условиям фред­

гольмовости оператора А [1], а х Е Х - искомая обобщенная 

функция . Ради удобства введем обозначения : 

i ( ') i-1- 1 - z {1} Ф;(t) = L l К5 (t,O) П (р+ k) 
1=0 k=O 

(i =O,m-1); 

Q = Е - К RT , где R : С {р; 1} __, С {р; 1} - разрешающий 

оператор уравнения второго рода с ядром 

K(t, s) = (TtK)(t, s)(l - s)-P, 

а Е - единичный оператор в У . 

Теорема. Пусть 

i) ядро К в УТРФО (2) удовлетворяет указан:н:ым в·ыше 

условиям, а у Е У; 

ii) 'Ч.Uсло µ = -1 не является собственнъ~м зна'Ч.ением 

я.дра К ; 
iii) определитель линейной системъt 

m-1 

L C.Ui(QФ;){j}(O) = (Qy){j}(O) (j =о, т - 1) (3) 
i=O 
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с неизвестными { Wi} отлu"Чен от нуля . 

Тогда nри любой правой "Части у Е У УТРФО (2) допуска­

ет единственное обобщенное решение х* Е Х, которое даете.я 

формулой 

m-1 m-1 

x*(t) = (RTy)(t) - L w;(RT\J!i)(t) + L (-l)iw;б{i} (t) , 
i=O i=O 

где { UJ;} - единственное решение системw ( 3) . 

Следствие. В условиях теоремы интегралънъtй оператор 

А : Х ~ У , оnреде.ленний равенством (2), неnреръ~вно обра­

тим. 

Приведенный результат существенно используется при при­

ближенном решении УТРФО (1) в пространстве Х обобщен­

ных функций . 
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