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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

ДВУМЕРНОЙ ЭВОЛЮЦИИ ГРАНИЦЫ 

РАЗДЕЛА ''РАЗНОЦВЕТНЫХ" ЖИДКОСТЕЙ 

В АНИЗОТРОПНОЙ ПОРИСТОЙ СРЕДЕ 

В работе исследуется стационарная фильтрация несжимае­

мой жидкости в недеформируемом анизотропном однородном 

слое пористой среды (грунте) постоянной толщины Н = 1 с 

тензором проницаемости К = (Kij), i, j = 1, 2. Компоненты 

тензора проницаемости слоя - постоянные величины. Течение 

жидкости описывают обобщённый потенциал ер и функция то-

ка ф. Они являются функциями декартовых координат х, у, 

времени t ( t - параметр) и удовлетворяют всюду в области 

фильтрации D (за исключением особых точек течения) систе­

ме уравнений [1] 

дер дер дф 
Кн дх + К12 ду = ду, 

дер дер дф 
К21- + К22- = --. 

дх ду дх 
(1) 

Уравнения (1) записаны в безразмерных величинах.. Система 

уравнений ( 1) относится к эллиптическому типу, если компо­

ненты тензора проницаемости удовлетворяют условиям 

к о D -К К (К12+К21)
2 

О 11 > ' s - 11 22 - 2 > ' 

где Ds - определитель симметричной части этого тензора. 

(2) 



344 Ю. С.ФЕДЯЕВ 

В области фильтрации V присутствует граница Гt, которая 

разделяет жидкости постоянных вязкости и плотности. Вос­

пользуемся моделью "разноцветных" жидкостей {2], согласно 
которой физические свойства жидкостей (вязкость, плотность) 

одинаковы. Граница Гt представляет собой "отмеченные" ча­

стицы жидкости. Положение границы Гt в плоскости z = x+iy 

в любой момент времени t > О задаём параметрическим урав­
нением ( s - параметр) 

z=z(t,s), zEГt. (3) 

В начальный момент времени t = О положение границы Г t 

известно: 

zo = z(O, s), zo Е Го . (4) 

Дифференциальное уравнение движения границы Г t имеет 

вид 

dz 
dt = v(z, t), z Е Гt. (5) 

Здесь v(z, t) = vx(z , t) + ivy(z, t) - скорость фильтрации, ком­

поненты Vx и Vy которой определяют первое и второе уравне­

ния (1) соответственно. 

Задача эволюции границы Г t ставится в плоскости z (фи­

зической плоскости) следующим образом. Заданы положение 

границы Го и тензор проницаемости К. Необходимо найти 

положение границы Гt (3) при t > О. Решение этой задачи 

состоит в интегрировании системы уравнений (1), (5) при на­

чальном условии (4). 

Поставленная задача эволюции границы раздела жидко­

стей исследуется на вспомогательной плоскости ( = ~ + i'Т] 

[1]. Это позволяет значительно упростить систему уравнений 
(1), приведя её к каноническому виду. На плоскости ( тече­

ние происходит в области V' и характеризуется обобщённым 
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потеIЩИалом ер((, t) и функцией тока 1/;((, t). Область V' свя­

зана с областью V гомеоморфным преобразованием 

( = z + µz ( 
(-µ() 

z = 1-1µ12 . (6) 

Здесь µ = [К22 - К11 - i(K12 + К21 )]/(К22 + К11 + 2~) -

комплексная константа. Согласно (2) имеем 1µ\ < 1. 

На вспомогательной плоскости (уравнения (1) принимают 

канонический вид 

Здесь Da = [(К12 - К21)/2]2 - определитель антисимметрич­

ной части тензора проницаемости. Первое и второе уравнения 

системы (7) определяют v€ и vТ) - составляющие вектора ско­

рости фильтрации v(( , t) = v~((, t) + ivТJ((, t) в плоскости (. 

Используя гомеоморфизм (6), запишем уравнения (3) и (4) 

в плоскости ( в виде 

( = ((t,s), ( Е Г~, 

(о= ((О, s) , (о Е Г~, 

(8) 

(9; 

где Г~ и Г~ - образы границ Гt и Го . Дифференциально~: 

уравнение ( 5) движения границы г~ в плоскости ( имеет 

вид [3] 
d( 2 
dt = (1 - lµI )v((, t), ( Е ~- (10) 

Таким образом, исследование эволюции границы раздела 

"разноцветных" жидкостей в случае анизотропного однородно­

го слоя пористой среды сводится к решению системы уравне­

ний (7), (10) при начальном условии (9). После того, как ре­

шена задача на плоскости (, используя преобразование (6), 

находим её решение в физической плоскости z . 



346 Ю.С. ФЕДЯЕВ 

Построим численный алгоритм решения поставленной за­

дачи. Фундаментальные решения уравнений (7) известны (4]. 

С их помощью можно моделировать работу эксплуатационных 

и нагнетательных скважин в области фильтрации . Численно 

решим уравнение {10) при начальном условии (9) . 

Пусть положение границы Г~ в каждый момент времени tp, 

р = 0,1, ... , задаётся множеством точек Mf, i = 1,2, ... ,т, 

координаты которых обозначим Е~, = { (f}. Тогда начальное 
t 

условие ( 9) примет вид 

ro: {(f,i = 1, 2, . . . ,m}. {11) 

Полагаем, что точки AfP разбивают границу г~ равномерно 

по длине на т частей . 

Дифференциальное уравнение движения границы {10) ап­

проксимируем следующим образом: 

;P+l _ ;Р 
" . " . 2 р iЛtp+l i = (1-1µ1 )v((i ,tp), i = 1,2, ... ,m. (12) 

Здесь Лtp+l = tp+l - tp, р =О, 1, .... 

Решив уравнение (12) с начальным условием (11) при р =О, 

находим положение границы Г~ в момент времени t1. Повторяя 

предложенный алгоритм для р = 1, 2, ... , находим положение 

границы Г~ в последующие моменты времени tp . Используя 

преобразование (6), получаем положения границы Гt на физи­

ческой плоскости z в соответствующие моменты времени. 

Предложенный метод позволил исследовать широкий класс 

задач эволюции границы раздела ''разноцветных" жидкостей 

в анизотропном однородном слое пористой среды. В случае 

работы одиночной эксплуатационной скважины аналитически 

получена формула для времени достижения границей контура 
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скважины [3] . Исследовано влияние анизотропии слоя и перво­

начального положения границы раздела жидкостей на её дви­

жение. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (про­

ект 09-01-97509). 
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