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О СТРОЕНИИ ИЗОМОРФИЗМОВ 

РЕШЕТОК ПОДАЛГЕБР ОДНОПОРОЖДЕННЫХ 

ПОДАЛГЕБР ПОЛУКОЛЕЦ НЕПРЕРЫВНЫХ 

НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 

Пусть Х - топологическое пространство и JR.+ - множе­

ство всех неотрицательных действительных чисел. Множество 

всех непрерывных неотрицательных функций на Х с поточеч­

ными операциями сложения и умножения функций образует 

полукольцо с+(Х). Под полукольцом понимается алгебраиче­

ская система (S, + , -,О), в которой (S, +,О) - коммутативная 

полугруппа с нейтральным элементом О, (S,-) - полугруппа, 

вьmолняются законы дистрибутивности операции умножения 

относительно сложения, тождественно О· х = х ·О = О для 
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всех х Е S. Подалгеброй в полукольце с+(Х) называется про­

извольное его подполукольцо, выдерживающее умножение на 

числа (константы) из R+. Простейшими примерами подалгебр 

служат нулевая подалгебра О, подалгебра констант R+ и са­

мо полукольцо с+(Х). Обозначим через А(С+(Х)) решетку 

всех подалгебр полукольца с+(Х) относительно включения 

~, а через А1(С+(Х)) - ее подрешетку, состоящую из всех 

подалгебр с 1. Наименьшую подалгебру А Е А1 (С+(Х)), со­

держащую функцию f Е с+(Х), назовем одноnорожденной 

и обозначим [!J. Она состоит из всевозможных многочленов 
от f с коэффициентами из JR+. 

Понятие однопорожденной подалгебры и техника работы с 

ними оказались весьма полезными для изучении изоморфиз­

мов решеток А(С+(Х)) и А1 (С+(Х)) [1]. Заметим, что мно­

жество всех подалгебр с 1, включенных в [JJ, образует подре­
шетку решетки А1(С+(Х)), которую мы обозначим AJ. Суще­

ственно обогатить технику однопорожденных подалгебр уда­

лось при получении ответа на следующие естественные вопро­

сы: каковы должны быть функции f Е С+(Х) и g Е С+(Х), 

чтобы решетки А1 и А9 были изоморфны, и как устроены 
изоморфизмы решеток А f и А9 ? 

Нами получены следующие результаты. 

Предложение. Для произвольной функции f Е с+(Х) 

вернъ~ следующие утверждения: 

1) IA1I = 1 ~ f Е JR+; 

2) IA1I = 2 ~ imf = {r1,r2}, r1 > r2 >О; 

3) JA1I = 3 ~ imf = {r1,0}, r1 >О; 

4) IA1I = 00 ~ limfl ~ 3. 
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Теорема А. Для любых функций f Е с+(Х) и g Е с+(У) 

эквивалентны следующие утвер:ж;денuя: 

1) [!] ~ [g] как JR.+ -алгебры; 

2) А1 ~ А9 ; 

3) вътолняетсл одно из условий: 

а) limfl = limgl = 1; 

б) limfl = limg! = 2, 0 ~ imf Uimg Wlи 0 Е imf Пimg; 

в) 3::::; limfl = limgl = п < оо , f = kg, k Е JR+, как 

уnорядо-ч.енн'Ьlе п -ки -чисел; 

г) 1 imfl = / img/ = оо. 

Отметим, что исключительным при доказательстве теоре­

мы А является случай трехзначной функции f, так как к нему 
может быть сведен случай 1 im fl = п ~ 4. 

Пусть А1 ~ А9 . Из предложения и теоремы А получа­

ем, что в случае конечнозначной функции f существует един­
ственный изоморфизм а решетки под алгебр А! на решетку 

подалгебр А9 . Если функция f - бесконечнозначная, то это 

уже не так. 

Теорема Б. Для nроиаволъной бесконе-ч.нозначной функции 

f Е с+(Х) и функции g Е с+(У) имеем: а - изоморфизм ре­

шетки nодалгебр А! на решетку nодалгебр А9 тогда и только 
тогда, когда функция g бесконечнозначна и 

где q - фv:ксированное nоло:ж;ителъное действителъное -ч.uс­

ло, соответствующее а. 

Для бесконечнозначной функции f подалгебра [!] изо­

морфна полукольцу многочленов R+[x]. Поэтому из теоремы Б 

получаем 




