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где Ао - nроизвол:ьн:ьtй оператор, удовлетворяющий условию 

Ао (Х) с N. 
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 

КЛАССА ФУНКЦИЙ, СВЯЗАННЫХ С ДРОБНЫМ 

ИТЕРИРОВАНИЕМ ГОЛОМОРФНЫХ 

ОТОБРАЖЕНИЙ ЕДИНИЧНОГО КРУГА 

В СЕБЯ, СОХРАНЯЮЩИХ 

НАЧАЛО КООРДИНАТ 

Пусть f - аналитическая функция, отображающая еди 

ничный круг !!)) = {z Е 1С: !z! < 1} в себя и удовлетворяюща.1 

условиям f(O) = О , f'(O) -::/= О . В силу согласованности обла­

сти определения и области значения функции f определены 

её натуральные итерации по правилу J0(z) = z , J1(z ) = f(z) 

и Jn(z) = f о fn - I( z ) при n = 2,3" .. . 
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Хорошо известно (см . , например, (1)), что существует пре­

дел нормированной последовательности натуральных итера­

ций Jn, n = 1,2, . .. 

который представляет собой непостоянную аналитическую 

в единичном круге ][]) функцию и называется функцией Кё-

нигса. 

Эта функция является единственным решением функцио­

нального уравнения Шрёдера 

K(f(z)) = J'(O)K(z) 

в классе аналитических в единичном круге ][]) функций с нор­

мировкой К(О) =О, К'(О) = 1, и может служить для получе­

ния натуральных итераций функции f как решений функцио­
нального уравнения 

К (fn(z)) = (f'(O))n K(z). 

С функцией Кёнигса тесно связана так называемая пробле­

ма дробных итераций, которая состоит в том, чтобы в случае 

существования определить семейство {/t}, t ~ О, аналитиче­

ских в ][]) функций, непрерывно зависящее от t и удовлетворя­

ющее условиям J0 (z) = z, f 1(z) = f(z) и ft+ 8 (z) = ft о f8(z) 

при s, t ~О. 

В работе [З] дан критерий существования дробных итераций 

аналитической функции f, отображающей ][]) в себя и удовле­

творяющей условиям j(O) =О, f'(O) =J О, в терминах решения 
функционального уравнения Шрёдера.. 

В данной работе методами, разработанными в [2], получе­

но интегральное описание класса функций Кёнигса, которые 
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соответствуют изучаемым функциям, допускающим дробное 

итерирование. 

Теорема. Пустъ f - аналuти-ческа.я фушсци.я, отобра:жа­

ющая единu'Чны:й. круг ]])) в себя, удовлетворяющая условиям 

/(О) = О, /'(О) f. О, и имеющая дробные итерации. Тогда её 

функция Кёнигса [( представv.ма в виде 

K(z) = zex:p { (1+0"2)jln 1 
dµ(x)} (1) 

1-xz 
т 

с не11:оторь~м О" = ei8 , -п /2 < () < 7r /2, u вероятностной мерой 

µна 1Г = {z Е <С: /z! = 1}. При этом под логарифмом понима­

ется непрерывна.я ветвъ, принимающая зна'Чение О при z = О . 

Обратно, при любом О" = ei8 , -n /2 < () < п /2, и любой ве­
роятностной мере µ на 1Г формула {1) определяет функцию 

Кёнигса некоторой аналити-ч.еской функции f, отображаю­
щей едини'Чный круг ]])) в себя, удовлетворяющей условиям 

f(O) =О, J'(O) f. О и имеющей дробные итерации. 

Показано также, что функция К, имеющая представле­

ние (1), является однолистной, отображает]])) на О-спиральную 

область и дробные итерации функции f определяются посред­
ством К формулой 
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АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ ЛИУВИЛЛЯ 

ДЛЯ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА 

В работе получен ана..'1ог теоремы Лиувилля для решений 

уравнения Гельмгольца. А именно, показано, что если реше­

ние f (х1, ... , xk) данного уравнения Лf + Лf = О, >.. < О, 

имеет степенной рост в полупространстве и равно нулю на 

границе этого полупространства, то оно тождественно равно 

нулю . Для гармонических функций такое утверждение невер­

но. Примером служит функция xk. Отличие решений уравне­

ния Лапласа. от решений уравнения Гельмгольца заключается 

в том, что оператор Гельмгольца является эллиптическим по 

Крылову в отличие от оператора Лапласа. 

Работа выполнена при финансовой подцержке программы 

Президента РФ "Ведущие научные школы РФ" (проект НШ-
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