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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА 

С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ 

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ СТРУНЫ 

Нелокальные задачи с интегральными условиями для диф­

ференциальных уравнений представляют большой интерес, так 

как являются математическими моделями различных физиче­

ских, химических и других явлений. В данной работе рассмот­

рена смешанная задача для уравнения колебаний струны с ин­

тегральным условием и предложен вариант исследования её 

разрешимости. Смешанные задачи с интегральными условия­

ми изучаются в работах Л. С. Пулькиной [1], С. А. Бейлина [2] 
и других авторов. 

Рассмотрим задачу: найти решение уравнения 

utt - Uxx =О (1) 

в прямоугольной области n = {(х, t) : О < х < l, О< t < Т}, 

удовлетворяющее начальным условиям 

и(х, О) = <р(х), Ut(x, О) = 1/J(x), (2) 

граничному условию 

Ux(O, t) =О (3) 

и интегральному условию 

fo 1 

К(х, t)u(x, t) dx = s(t), (4) 

где функция К(х, t) задана в fi, а s(t) - на (О, Т] . 
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Под классическим решением задачи (1) - (4) будем по­

нимать функцию и(х, t) Е С1 (0) n С2(П), удовлетворяющую 

уравнению (1) и условиям (2) - (4). 

Теорема. Если rp(x) Е C2 [0,l], ф(х) Е C1 [0,l), s(t) Е 
l 

Е С[О, t], rp'(O) = ф'(О) = О, rp'(l) = 1//(l) = О, f К(х, t) dx =f О, 
о 

то существует единственное решение зада-ч.и (1) - (4). 

Доказательство. Так как и(х, t) Е С1 (0) n С2(П), то 

их(х, t) принимает некоторое значение при х = l. Обозначим 

их(l, t) = v(t). (5) 

Временно считая v(t) известной функцией, рассмотрим 

вспомогательную задачу для уравнения (1) с начальными усло­

виями (2) и граничными условиями (3) и (5), где v(t) Е С2 (0, Т) 

удовлетворяет условиям согласования 

v(O) = их(l,О) = rp'(l) =О, v'(O) = Uxt(l,O) = ф'(l) =О. 

Для того чтобы граничные условия задачи стали однород­

ными, введём новую неизвестную функцию 

u(x, t) = и(х, t) + W(x, t), 

где W(x, t) = - ~; v(t). 

Относительно U(x, t) вспомогательная задача имеет вид 

Utt - Uxx = F(x, t), 

u(x, О) = rp(x), йt(х, О)= ф(х), 

йх(О, t) = О, Йх(l, t) = О, 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

где F(x, t) = '!l[l - ~; v"(t). Решение задачи (7) - (9) имеет вид 
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-( ) ~ 1Гk ( 2l 1Гk 11 

11 1Гk ux,t =~cos-l х· -7r2k2 cos-l t <р (x)cos-l xdx-
k=l о 

1 
2l . 1Гk ! . 7rk 

- 7r2k2 sm-l t ф'(x)sш-l-xdx+ 
о 

(-1)k+12z2 jt 7rk ) + 7r3k3 

0 

v"(r) sin -l (t - r)dr . (10) 

Вервёмся к решению исходной задачи. Из (6) следует, что 

и(х, t) = u(x, t) - W(x, t). Умножив это равенство на К(х, t) 

и проинтегрировав по отрезку [О, l], с учётом (4) и (10) получим 

v(t) ;l 11 

К(х, t)x2 dx+ 

2l2 [1 00 (-1)k+1 cos .,,.kx jt 1Гk 
+ 7r3 lo К(х, t) L kЗ 1 v"(r) sin -l (t - r)drdx = 

k=l о 

= Gi(t), (11) 

где 

G1(t) = s(t)+ 

2l 1 1Гk 1Гk 11 1Гk 1 00 ( 

1 

+ 7r2 fo K(x,t)~k2 cos-l-x cos-l-t[ <р (x)cos-l xdx-

7rk . 1Гk 1 ) -sin-l t [ ф'(x)sш-l-xdx dx. 
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С учётом равенства 

t 

! 7rk 
v"(т)sin-l (t-т)dт= 

о 

t 
1Тk 7r

2
k

2 ! 7rk 
= -l v(t) - r v(т) sin -l (t - т)dт 

о 

преобразуем равенство (11) и на.йдём суммы рядов, входящих 

в получившееся равенство, с помощью формул [З]: 

~ (-l)k-l sinkx = ::. 
~ k 2 
k=l 

С учётом условий теоремы 1 получим интегральное урав­

нение Вольтерра второго рода относительно v(t): 

где 

2 lt v(t) - - v(t)H(t, т) dт = G(t), 
7r о 

G() = G1(t) 
t A(t) ' 

A(t) = ;l 1o
1 

х2 К(х, t) dx+ 

(12) 

2l 11 00 (-l)k+l 7rk 111 
+ 7r2 К(х, t) L k2 cos -l х dx = б К(х , t) dx, 

о k=l о 

1 ( 00 (-l)k+l 1Тk . 7rk 
H(t, т) = A(t) Jo К(х , t) [; k cos -l х sm -l (t - т) dx = 

37r(t - т) 
= 

l 
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Из условий теоремы следует, что ядро H(t, т) и правая 

часть G(t) уравнения (12) - непрерывные функции. Следова­

тельно, существует единственная непрерывная функция v(t), 

являющаяся его решением (4]. Из однозначной разрешимо­
сти (12) следует существование единственного классического 

решения исходной задачи и(х, t). 
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