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ТОЧНЫЕ ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ 

КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ 

Пусть n - неограниченная область пространства 1Rп, 

п ~ 2, х = { XJ, х2 , . .. , Хп) Е 1Rn. Для квазилинейного эллип­

тического уравнения второго порядка рассматривается задача 

Дирихле 

п п 

a=l a=l 

иlan =О. (2) 
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Предположим, что функции а0 (х 1 .;), а= 1, n, измеримые 

ПО х Е n и для всех .;, 17 Е !Rn при п. в. х Е n подчиняются 
условиям 

n 

I: <ао:(х, .;) - ао:(х, 11)) <~°' -11а) ~ а1.; -111mн, m ~ 1; 
a=l 

/а(х, ~) - а(х, 11)/ ~а/~ -111(/.;1 + /17/)m-l, а= (а1, ... , ап); 

а0 (х, О)= О, а= 1, n. 

Работа посвящена исследованию скорости убывания реше­

ния задачи (1), (2) на бесконечности в зависимости от геомет­

рических свойств неограниченной области n. 
Здесь ограничимся рассмотрением областей вращения 

с положительной функцией f(x1). От функции f требуется 

только, чтобы множество П(J) было областью. 

Неограниченную возрастающую последовательность поло­

жительных чисел {zj}f=0 назовем П-последовательностью 

функции f, если справедливы равенства 

zo = 1, Zj=sup{r/ inf f(x)~r-Zj-l}, j=l,oo. 
(zj-1 ,T) 

Если существует постоянная 1.J.J ~ 1, такая, что 

sup{/(z) / z Е [х - f(x), х + /(х))} ~ 1.J.Jf(x), х ~ 1, (3) 

то найдется постоянная w ~ 1, такая, что справедлива оценка 

--1 _,.- Zj+1 - Zj 
(JJ ;:::, ~ w, 

Zj - Zj-1 
w~ 1, j=l,oo. (4) 
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Чтобы ограничить влияние вектор-функции Ф(х) = 
= (Ф1(х), ... , Фn{х)) на поведение решения, будем считать, 

что она имеет компактный носитель : 

suppФ с О.~0 • 

Здесь и ниже использовано обозначение n~ = { х Е n 1 а < Х1 < 
< Ь} . В следующей теореме, которая доказана в работе [1], 

установлены оценки сверху решения задачи {1), (2). 

Теорема 1. Пустъ {zj}~0 - П-nоследователъность 

функции f . Тогда найдутся nоложителъ11.ь1е nостоянн:ые 

к(а, а, m), М(а, а, m, Ф), такие, -tmo для решения и(х) зада­

'tи (1), (2) при N ~О справедлива оценка 

Следствием оценки (5) в области вращения О.{!) с функци­

ей f, удовлетворяющей условиям 

liш J(r) =О·, !( ) ....... 1 ....... 1 Х ;:?- , Х;:?- , 
r-+oo r 

является оценка 

(6) 

В настоящей работе для неотрицательных решений зада­

чи {1), {2) получены оценки снизу, подтверждающие точность 

оценок (5), {6). 
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Теорема 2. Пусть П-nоследовательностъ {zj}~0 фун:к­

чии f(x) удовлетвор.яет условию (4). Тогда дл.я неотрица­

тельного решени.я и(х) задшчи (1), (2) существуют полож:и­

тельнt>tе 'ЧUСЛа K(w, п, т, а, а), µ(п, т, а, а, f, ф)' такие, -что 
дл.я N ;:;:: 2 справедливы неравенства 

Вывод оценки (7) опирается на неравенство Гарнака 

для квазилинейных эллиптических уравнений, установленное 

J. Serrin [2], N. S. Тrudinger [3]. Сформулируем его в следую­

щем виде: для неотрицательного решения и(х) уравнения (1) 

с Ф(х) = О в шаре B(2R, w), w Е !Rn, справедливо неравен-

ст во 

sup и(х) ~ Н inf и(х), 
B(R,w) B(R,w) 

в котором настоянная Н ;:;:: 1 зависит лишь от п, а, а. 

Введем обозначения: 

Qа,Ь,6={(х1,х')Е1Rn ia < х < Ь, lx'j < 8}, 

Qа,Ь,р = Qа,Ь,д U В(2р6., (а, О')) U В(2р6., (Ь, О')), 

(8) 

р ~ 1/2, 6 = Ь - а. Следствием неравенства (8) являете. • 

следующая 

Лемма. Пусть р :::::; 1/2, тогда существует 'Число fi > , , 
такое, 'Что неотрицательное решение и(х) уравнен.и.я (1) 

с Ф(х) =О в Qа,Ь,р удовлетворяет неравенству 

и(а, О') ~ fi _inf и(х). 
Qа,Ь,рд 
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Доказательство теоремы 2. Положим р = (2w)- 1 , т~ 

гда вви,цу неравенств (4) и определения П-последовательности, 

имеем включения 

По лемме для пар ( z;-1, О'), ( z;, О') справедливы неравенства 

u(z;-1,0') ~ fi _ inf и(х) ~ Ни(z;,О'), j = 2,ос. (9) 
Q,j-l•'j•Pдj 

Применяя неравенство (9) N раз, выводим соотношения 

u(z1,0') ~ fiN _ inf и(х) ~ fiNu(zN+1,0'), N ~ 1. 
Q,N•'N+1°PЛN 

Далее, пользуясь последним неравенством , несложно устано­

вить соотношения 

J um+l(x)dx ~ J um+1(x)dx ~ 
n:z+1(f) Q'N•'N+l•PЛN+l 

~ С1 inf um+l(x)pn-lдN+l ~ 
Q'N •'N+l•PЛN+l 

дn 

>-С fj-(m+l)Num+l(z О') N+l . 
r 1 11 (21J)n-l 

Применяя (4), находим, что 

В итоге установим неравенства 

J um+1(x)dx ~ С2 exp(-N ln(wln-l-mlfjm+l))д;Jti. 
n:z+1(/) 

Теорема 2 доказана. 
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Следствием оценки (7) в области вращения Щ!) с функци­

ей f, удовлетворяющей условию (3), является неравенство 

которое доказывает точность оценки (6). 
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О ФОРМУЛЕ ПЕРЕСТАНОВКИ 

ПОВТОРНОГО ОСОБОГО ИНТЕГРАЛА 

КОШИ- СЕГЕ 

Пусть В - единичный шар в сп, т. е . В= {z : lzl < 1}, где 

z = (z1, ... , Zn), jz/2 = /z1/ 2 + · · · + /zп/ 2 , а S = {z: lzl = 1} -
граница шара В. 


