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ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 

С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ВЫСОКИХ 

ПОРЯДКОВ И ПРОБЛЕМА ФЕРМА 

Введение 

В прямоугольной области D = {(х, t)I О < х < l, О < t < 
<То}, где l , То - заданные положительные числа, р Е N, рас­

смотрим уравнение 

(1) 

Задача Дирихле. Найти в D фун~ию и(х, t) , удовлетво­
ряющую условиям: 

и Е c2P- 1(D) n C 2P(D); (2) 

Lu.(x , t) =О, (х , t) Е D ; (3) 
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( 4) 

(5) 

о~ х ~ l, (6) 

где k = О, р - 1, ifJk и 'Фk - задан:н:ые достат.о-ч,но гладкие фуюс­

ции, удовлетворяющие условиям ( 4) в то-ч,1сах х = О и х = l. 

Уравнение ( 1) при р = 1 представляет собой известное урав­

нение колебаний струны, задача Дирихле для которого изуча­

лась во многих работах [1 - 12]. Более детальный обзор публи­

каций, посвященных данной тематике, можно найти в статье 

В.И. Арнольда [10] и монографии Ю.М . Березанского [11, гл. 

IV]. Из указанных работ следует, что если отношение сторон 

To/l прямоугольника D, в котором ищется решение задачи Ди­

рихле для уравнения струны, является рациональным числом, 

то однородная задача Дирихле имеет нетривиальные решения. 

При построении решения неоднородной задачи Дирихле мето­

дом разделения переменных, т. е. с помощью ряда Фурье, воз­

никают малые знаменатели, затрудняющие сходимость тако­

го ряда. Если отноmеJШе сторон To/l является иррациональ­

ным числом с ограниченными элементами или алгебраическим 

числом степени п ~ 2, то при достаточно гладких граничных 

функциях удается доказать сходимость построенного ряда. 

В данной работе показано, что иррациональность отноше­

ния То/ l является необходимым и достаточным условием един­
ственности решения задачи Дирихле для уравнения ( 1) при 

любом р Е N. При р = 1, 2, 3 решение задачи Дирихле построе­

но в виде суммы ряда по собственным функциям соответству­

ющей одномерной спектральной задачи . Для таких р найдены 
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минималыrые достаточные условия гладкости относительно за­

данных функций -.Pk(x) и V'k(x), которые обеспечиво.ют принад­

лежность решения задачи (3) - (6) классу (2). 

В общем случае задача (2) - (6) сводится к задаче Дирих­

ле для неоднородного уравнения Lu = J(x, t) с однородными 

граничными условиями. На основании теории двойных рядов 

Фурье при некоторых условиях относительно функции f(x, t) 

и числа To/l доказаны существование и единственность реше­

ния в классе (2). 

Отметим, что единственность решения задачи (2) - (6), в от­

личие от других работ при р = 1, доказывается только на ос­

новании свойства полноты построенной системы собственных 

функций соответствующей спектральной задачи. Ранее такой 

подход применялся в работах [13, 14/ при доказательстве един­

ственности решения смешанной задачи для гиперболических 

уравнений второго порядка. 

Далее, для трехмерного аналога уравнения ( 1), т. е. для 

уравнения вида 

д2Ри д2Ри д2Ри 
Lu = -д 2 - -д 2 - -д 2 = f (х, у, t), 

tP хР уР 
(7) 

в прямоугольном параллелепипеде Q = { ( х, у, t) 1 ( х, у) Е D, 

t Е (О, Т)}, D = {(х, y)J О< х < l, О< у< q}, где l, q, Т - за­

данные положительные числа, J(x, у, t) - заданная в Q функ­

ция, р Е N, иссле,цуется сле,цующая 

Задача Дирихле. Найти в Q функи,ию и(х, у, t), удовле­

творяющую следующим услови.я.м: 

и Е c2P-1 (Q) n C 2P(Q); (8) 

Lu(x, у, t) =О, (х, у, t) Е Q; (9) 
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О~ t ~ Т; 

а2kи1 - а2kи1 - о 
дt2k t=O - дt2k t=T - ' 

где k = О, р - 1. 

(х,у) Е D, 

(10) 

(11) 

Здесь установлен следующий результат. Если существует 

решение задачи (8) - (11), то оно единственно только тогда, 

когда уравнение 

не разрешимо во множестве натуральиых чисел. 

Если l = q = Т, т. е. Q является кубом, то (12) переходит 

в известное уравнение Ферма 

m2P + n2P = k2P_ (13) 

Если q = l =f:. Т, l/T Е Q или q = Т f. l, T/l Е Q, то уравне­
ние (12) также сводится к уравиению типа (13). Следовательно, 

в этих случаях в силу полученного результата единственность 

решения задачи Дирихле для уравнения (7) при любом нату­

ральном р равносильна великой проблеме Ферма. 

§1. Задача Дирихле для двумерных уравнений 

с частными производными высоких порядков 

1.1. Пусть р = 1. Для решения задачи (2) - (6) при р = 1 

применим метод спектральных разложений. Разделив перемен­

ные и(х, t) = X(x)T(t) в уравнении (1), получим 

Х"(х) + .>.Х(х) =О, О< х < l, (14) 

Х(О) = X(l) =О, (15} 
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T"(t) + ЛТ(t) =О, О< t <То, (16) 

где Л - постоянная . Как известно, решение спектральной зада­

чи (14) и (15) имеет вид 

Хт ( х) = л sin µmx, Лm = cr~) 2 
= µ~, m = 1, 2, . .. . 

(17) 

При Л = Лm общее решение дифференциального уравнения 
(16) определяется по формуле 

{18) 

где ат и Ьm - произвольные постоянные. 

Далее докажем единственность решения задачи (2) - (6) 

ври р = 1. Пусть и(х, t) - решение этой задачи. Рассмотрим 

функции 

l 

Um(t) = J и(х, t)Xm(x)dx, О~ t ~То, m = 1, 2,... . (19) 

о 

На основании ( 19) введем в рассмотрение вспомогательные функ­

ции 

l-E 

Um,e:(t) = J и(х, t)Xm(x)dx, (20) 

где Е > О и достаточно малое число. Продифференцировав (20) 

два раза по t Е (О, То) и с учетом уравнения (1) при р = 1, 

получим 

l-E 

и~,с:(t) = J Uжх(х, t)Xm(x)dx. 

Е: 

Проинтегририровав здесь по частям два раза и перейдя к пре­

делу при€---+ О с учетом граничных условий (4) и (15), получим 

u~(t) + Лmum(t) = u~(t) + µ~иm(t) =О. (21) 
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Дифференциальное уравнение (21) совпадает с уравнением (16) 

при Л =Ат, поэтому Um(t) = Tm(t), т. е . функции um(t) опре­

деляются 110 формуле (18): 

(22) 

Для нахождения неизвестных постоянных ат и Ьт воспользу­

емся граничными условиями (5), (6) и формулой (19) : 

1 1 

иm(О) = J и(х, O)Xm(x)dx = J <ро(х)Хт(х)dх =<рот , (23) 
о о 

l l 

иm(То) = ! и(х , То)Хт(х)dх = ! 1/Jo(x)Xm(x)dx = 1/JfJm. (24) 

о о 

Удовлетворив функции (22) граничным условиям (23) и (24) , 

найдем 

~ = <p0m, Ьm = (1/Jom - </'От cos(µnTo))/ sin(µmTo), (25) 

когда при всех m Е N 

sin(µmTo) = sin(т.ma) #О, а= To/l. (26) 

Последнее неравенство означает, что а1Тm # 1Тn или а# n/m, 

n Е N, т. е . отношение сторон To/l прямоугольника D является 

иррациональным числом. 

Пусть теперь <ро(х) = 'Фо(х) = О и вьmолнено условие 
(26) при всех т Е N. Тогда в силу равенств (23) и (24) 

'{J0m = 'l/J0m =О, поэтому из (25) при условии (26) следует, что 

ат = Ьm = О . Следовательно, в силу (22) и (19) при любом 

t Е [О, То] 
l 

/ и(х, t)Xm(x)dx =О. 
о 
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Отсюда в силу rrолноты системы (17) в пространстве L2[0, l] 

следУет, что и(х. t) =О почти всюду на [О, l] при любом t Е [О, То]. 

В силу (2) функuия и(х, t) непрерывна на D, поэтому функцин 

и(х, t) =О в D. 

Пусть теперь нарушено условие (26), т. е. а является раци­

она.пьным числом: а= p/q, где р и q - взаимно простые нату­

ральные числа. Тогда sin(o-7rm) = sin(pm7r/q) =О {:::} m = qn, 

п Е N, и однородная задача (2) - (6) (где 'Ро(х) = 'Фо(х) = О) 
имеет нетривиальные решения 

. 7rqnx . 7rqnt 
Uqn(X , t) = SШ -l- SШ -[-, n = 1, 2"" . (28) 

Таким образом, нами установлен следующий критерий един­

ственности решения задачи . 

Теорема 1. Если существует решепие задачи (2) - (6) при 

р = 1, то оно единственно толъко тогда, когда sin(a7rm) -f- О 

при всех m Е N, т. е . когда отношение сторон To/l =о- nря­

моуго.п.ъника D является ирршционалънъ~м 'Числом. 

Перейдем к обоснованию существования решения задачи 

(2) - (6) . Пусть при всех m Е N выполнено условие (26). Тогда 

решение задачи Дирихле на основании частных решений ( 17), 

(22) и (25) можно определить в виде суммы ряда Фурье 

+оо fi +ос 
u(x,t) = L Um(t)Xm(x) =у l L Um(t)sin(µmx), 

m=l m=l 

(29) 

где 

'Ф0m - 'Рот cos(a7rm) . 
иm(t) ='Рот cos(µтt) + . ( ) sш(µmt). (30) 

sш a7rm 

Для обоснования сходимости ряда (29) надо получить необхо­

димые оценки коэффициентов Uт ( t) для достатотшо больших 
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m при любом фиксированном t Е [О, 70J, которые существен­
ным образом зависят от sin(a?rm). 0Т1''1етим, что существуют 

последовательности натуральных чисел nт, такие, что 

sin(a?rnm) -t О при m -t +оо. Действительно, как известно из 

теории цепных дробей [15, §8], иррациональное число а можно 

единственным образом разложить в бесконечную цепную дробь 

а = [а.о; а i, а2, ... , G.п, ... ] , при этом целое число ао и натураль­

ные числа а1, а2, ... называются элементами числа а. Если те­

перь множество элементов а.о, а 1 , а2 , ... неограничено, то для 

любого Е >О найдется бесконечное множество чисел р, q Е N, 

таких, что 

(31) 

если же множество ао, а1, а2, ... ограничено, то существует 

число с:о > О, такое, что для всех р, q Е N выполняется нера­

венство 

(32) 

Пусть а - такое иррациональное число, то для него выпол­

няется оценка (31), т. е. для любого с:> О существует последова­

тельность Pm/Qm, где Рт и qm - взаимно простые натуральные 

числа, такая, что 

1 
Рт' с: а-- <-т· 
qm qm 

(33) 

Тогда на основании (33) имеем 

1 sin(a?rqm)I = 1 sin(a?rqm - Рт1Г)/ = 

= 1 sin [ ?Тqm (а - :: ) ] 1 ~ ?ТQт 1 а - :: 1 

Отсюда следует, что для таких а> О выражение sin(a7rm), 

которое является знаменателем дроби в правой части равен­

ства (30), может быть сделано сколь угодно малым. Поэто-
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му для таких иррациональных чисел а решение задачи Ди­

рихле в виде суммы ряда (29) может не сущР.ствовать. Теперь 

естественно возникает вопрос: какие из иррациональных чисел 

R разложении в цепную дробь имеют ограниченные элементы? 

В силу теоремы Лиувилля !15, с. 60] для всякого алгебра­

ического числа а 1 степени п ~ 2 существует положительное 

число Ео > О, такое, что при любых целых р, q (q >О) справед­

ливо неравенство 

la - Е/ > Ео . 
q qn 

Из теории чисел также известно (см . теорему Рота [16 , 

с . 268]), что для любого алгебраического числа а степени п ~ 2 

и произвольного положительного числа Е > О найдется поло­
жительное число о > О, такое, что при любых целыхр, q (q >О) 

будет иметь место неравенство 

(34) 

Для алгебраических чисел степени, большей чем 2, этот ре­

зультат значительно улучшает теорему Лиувилля. Однако при 

п = 2 теорема Лиувилля дает более точный результат. 

Тогда справедливо следующее утверждение. 

Лемма 1. Пустъ а> О - такое, -что множество его эле­

ментов ограни-ч,ено . Тогда существует -ч.исло Со > О, ma?!:oe, 

'Что при всех m Е N справедлива оценка 

1 sin(a7rm)I > Со. 
m 

(35) 

1 Число а называется алгебраическим числом степени n, если оно яв­

ляется корнем многочлена с целыми коэффициентами только степени n 
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Доказательство. Для всякого т Е N можно подобрать 

п Е N так, чтобы имело место неравенство 

la -!!:.l < -1. 
т 2т 

Для этого достаточно положить 

{ 
[am], 

n = [am] + 1, 

если {am} < 1/2, 

если {am} > 1/2, 

(36) 

где !am] и {ат} - целая и дробная части иррационального 

числа. ат.. Пусть n Е N - такое, что выполнено неравенство 

(36) . Тогда в силу известного неравенства 

. 2х 
SlllX > -, 

7Г 

и оценки (32) будем иметь 

7Г 

о < х < 2' 

1 sin ( а7Гm) 1 = 1 sin [ 7Гm (а - : ) J / > 2т 1 а - : / ~ ~ · 
Тем самым справедливость оценки ( 35) доказана . 

(37) 

Лемма 2. Ес,л,и а > О является алгебраи'Ческим 'Чис,л,ом 
степени п ~ 2, то существует 'Чис,л,о С1 > О, такое, -ч.то при 

всех п Е N справедлива оценка 

1 sin(a1Гm)j ~ Ci, когда п = 2, 
т 

(38) 

1 sin(a1Гm)I ~ т~~е, когда п ~ 2, Е >О. (39) 

Доказательство. В случае п = 2 множество элементов 

числа а ограничено, поэтому из .'Iеммы 1 на основании (35) 

следует справедливость оценки (38) . Когда п ~ 2, рассуждая 
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аналогично доказательству леммы 1, на основании неравенств 

(36), (37) и (34) получим оценку (39). 

Лемма 3. Пустъ а > О .являете.я а.лгебраи-ч,еским -ч,ислом 
степени п;:;::: 2. Тогда при любо.м t Е [О, То] справедливы оценки 

ju,,.(t}/,;; { C2m(ll'0ml + IФoml), если п = 2, 

C2ml+c(IЧ'oml + l'Фoml), если п > 2; 

/u;,.(t)I ,;; { Cзm2 (11'0ml + IФoml), если п = 2, 

Cзm2+t:(/<poml + IФ0ml) , если п > 2; 

/u::,(t}I ,;; { c,m
3
(/1'0ml + IФ0ml), если п = 2, 

C4m3+c(/<poml + /Ф0ml), если п > 2, 

где Ci - здесъ и дал.ее nо.ложителън:ые постояннъ~е. 

Доказательство следует из формулы (30) на основании 

оценок (38) и (39). 

Формально из (29) почленным дифференцированием соста­

вим ряды 

+= +оо 

иt(х, t) = L и~(t)Xm(x), их(х , t) = L ит(t)Х:n(х), (40) 
m=l m=l 

+оо +оо 

Utt(X, t) = L и~i(t)Xm(x), ихх(х, t) = - L µ?num(t)Xm(x) . 
m=l m=l 

(41) 

Ряды (29), (40) и (41) при любых (х, t) Е D на основании лем­

мы 3 мажорируются рядом 

+оо 

Cs L m3+"(IЧ'oml +/Фот/). (42) 
nt=l 
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Лемма 4. Если фун:кции rpo(x), Фо(х) Е C4+d[O, l], tp~J)(O) = 

= rp~)(l) = О, ф~)(О) = -ф~)(l) = О, j = 0,2, Е: < d < 1, то 
справедливы оценки 

Св 
l1Pom 1 ~ 4+d' m 

Св 
l'Ф0m 1 ~ 4+d. m 

(43) 

Доказательство. В интегралах формул (23) и (24), проин­

тегрировав по частям четыре раза и применив теорему о ско­

рости убывания коэффициентов ряда Фурье функции, удовле­

творяющей условию Гельдера с показателем d [17, с. 80], полу­

чим оценки (43). Тогда в силу леммы 4 ряд (42) оценивается 

сходящимся числовым рядом, поэтому на основании признака 

Вейерштрасса ряды (29), {40) и (41) сходятся равномерно на 

замкнутой области D. Следовательно, функция и(х, t), опре­

деляемая рядом (29), принадлежит классу C 2{D). 

Таким образом, нами доказана сле,пующая 

Теорема 2. Если -число а > О являете.я алгебраи'Ч,ески.м 
-чис.мм степени n?:: 2 и функции tpo(x), Фо(х) удовлетворяют 

условиям леммы 4, то существует единственное решение за­
да-чи (2) - (6) при р = 1, ·и оно опреде.л.я,ется рядом (29). 

1.2. Пусть теперь р = 2. Аналогично пункту 1.1, разделив 

переменные в уравнении { 1), получим 

xUV>(x) + ЛХ(х) =О, О< х < l, (44) 

Х(О) = Х"(О) =О, X(l) = X"(l) =О, (45) 

T(IV)(t) + ЛТ(t) =О, О< t <То. (46) 

Для уравнения ( 44) составим характеристическое уравнение 

k 4 + л =о. (47) 
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Пусть Л = -d4 , d >О. Тогда уравнение (47) имеет решения: 

k1 = d, k2 = -d, kз = id, k4 = -id, i2 = -1. Следовательно, 

общее решение уравнения ( 44) определяется по формуле 

Х(х) = a1edx + a2e-dx +аз cos(dx) + а4 sin(dx), (48) 

где ai, i = 1, 4, - произвольные постоянные. Удовлетворяя 

функцию (48) граничным условиям (45), находим 

Отсюда при условии а4 f:. О получаем, что 

. 7Тffi 
sш(ld) =О{:::} dm = µm = -

1
-, т Е N. 

Поэтому 

Xm(x) = Л sin 1Т7Х = .Jisin14nx, 

Лm = -µ:п = -(7Т~)
4

. 
(49) 

Теперь пусть Л = 4d4 > О , d > О. Тогда уравнение (47) 

имеет решения : ki = d-id, kz = -d+id, kз = d+id, k4 = -d+id. 

В этом случае общее решение уравнения ( 44) определяется по 

формуле 

Х(х) = edx[a1 cos(dx)+0:2sin(dx)]+ 

+ e-dx[aзcos(dx) + a4sin(dx)]. (50) 

Удовлетворяя для функции (50) граничным условиям (45), 

получим линейную однородную систему относительно неизвест­

ных o:i, i = 1, 4: в которой определитель при всех d > О отличен 
от нуля. Поэтому система имеет единственное нулевое решение 

Gi=O,i=l,4. 
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При d = О спектральная задача ( 44) и ( 45) имеет также 

только нулевое решение. 

Таким образом, система собственных функций с11ектраJ1ь­

ной задачи (44) и (45) определяется по формуле (49) . 

При Л = Лm = - d:n дифференциальное уравнение (45) име­

ет общее решение 

где aim, i = 1,4, - произвольные постоянные. 

По аналогии с пунктом 1.1 докажем единственность реше­

ния задачи (2) - (6) при р = 2. Введем функцию (19) и , рас­

суждая аналогично, получим, что функция (19) в этом случае 

удовлетворяет дифференциальному уравнению 4-го порядка 

u~v)(t) - d~иm(t) =О, О< t <То. (52) 

Дифференциальное уравнение (52) при Л = Л.711 = -d:n сов­

падает с уравнением (45), поэтому общее решение уравнения 

(52) задается по формуле (51). Для определения неизвестных 

постоянных aim, i = 1, 4, воспользуемся условиями (23), (24) и 

l l 

и~(О) = J иu(х, О)Хт(х)dх = J <,01 (х)Хт(х)dх = <,01m , (53) 

о о 

l 

и~(То) = J иu(х, Та)Хт(х)dх = 

о 

l 

= J V'1(x)Xт(x)dx = 1/Jim· (54) 

о 
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Потребовав, чтобы функция (51) удовлетворяла граничным 

условиям (23), (24), (53) и (54), получим систему 

a1medmTo + a2me-dmTo + О:зm cos(dmTo)+ (55) 

+cчmsin(dтTo) = 'l/J0m, 

a1med,nTo + a2me-dmTo - азm cos(dmTo)­

-a4m sin(dmTo) = -}tФim· 
m 

Из ( 55) находим 

Щm = 2sin(~mTo) [(Фот - d~ Ф1т)-
- cos dmTo ((/)От - d; 'Plm)] , 

т 

°'2m = 4sh(~mTo) [ed,."To(<p0m - d~ 'Р1т)-
- ( Ф0т + d; Ф1m)] , 

m 

причем для всех m Е N выполнено условие (26). 
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Пусть теперь <Ро(х) = <Р1(х) = 'Фо(х) = Ф1(х) = О . Тогда 

в силу равенств (23) , (24), (53), (54) имеем <POm = 'Рlт = Фот = 

= 'Ф1m = О, а из равенств (56) - (59) при условии (26) следует, 

что все O:im =О, i = 1,4. Следовательно, из формул (51) и (19) 

при любом t Е [О, То] получаем справедливость равенства (27), 

из которого в силу полноты системы (49) в L2[0,l] вытекает, 

что u(x,t) =О в D. 

Пусть нарушено условие (26), т. е. число а является ра­

циональным. Тогда однородная задача (2) - (6) (где <Pk(x) = 

1/Jk(x) =О, k =О, 1) имеет нетривиальное решение (28) . 

Итак, доказано следующее утверждение . 

Теорема 3. Если существует решение зада"lи (2) - (6) при 

р = 2, то оно еди:нственно толъко тогда, когда отношение 

сторон nрямоуго.лъника D яв.л.яется ирршционалън:ым "lис.л.о.м. 

Решение задачи (2) - (6) будем искать в виде суммы ряда 

(29), где коэффициенты um(t) определяются по формулам 

_ edm.t [( 1 ) -d.mTo ( 1 )] 
Um(t) - 4 sh(dmTo) 1/J0m+ <4п 1/J1т -е <Рот+ d~ <Plm + 

e-d.mt [ d.mTo ( 1 ) ( 1 )] 
+ 4sh(dmTo) е 'POm + <4п <Plm - 'Фот+ d~ 1/J1m + 

sin(dmt) [( 1 ) ( 1 )] + 2 sin(dmTo) 1/J0m - d~ 1/J1m - cos(dmTo) <Рот - d~ 'Plm + 

cosdmt ( 1 ) + 
2 

<POm - -;p:'Plm · (60) 
m 

Лемма 5. Пустъ а: > О яв.л.яется а.лгебраическим числом 
степени n ~ 2. Тогда при любом t Е [О, То] сnраведливъ~ оценки 

lи~(t)I ~ Mimi+l+E: [l<P0ml + l'Ф0ml + ~2 (l<P1ml + l'Ф1ml)], (61) 

где Mi, i = О, 4, - nо.ложителъние nостояннъ~е, которые не 

зависят от m и фун?СЦий 'Pk(x) и 'Фk(х), k =О, 1. 
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Справедливость оценки (61) следует из формулы (60) 

и леммы 3. 

Лемма 6. Если функции <ро(х), Фо(х) Е сб+d[о, l], 

<р~)(О) = <p~)(l) =О, ф~)(О) = ф~)(l) =О, j = 0,2,4; <р1(х), 
Ф1(х) Е c 4+d[o, l), <p~i)(O) = <р~Л(t) = Фii)(O) = Фii)(l) = о, 
j = О, 2, Е: < d < 1, то имеют место оцен:ки 

здесъ М5 и Мв - положите.лы~ъt.с nостояннъt.с. 

В силу леммы 6 ряд (29), коэффициенты которого опреде­

ляются формулой (60), сходится равномерно на D и там до­

пускает почленное дифференцирование по переменным х и t 

четыре раза. 

Следовательно, нами доказана 

Теорема 4. Если а > О является алгебраическим -числом 
степени п? 2 и функции <pk(x) и 'l/Jk(x), k =О, 1, удовлетворя­

ют условилм лемми 6, то существует единствеюwе решение 

зада-ч,и (2) - (6) при р = 2, и это решение оnреде.л.яетс.я. рядом 

( 29), у которого коэффициентъt. находятся. no формуле ( 60). 

1.3. Пусть р = 3. Аналогично пунктам 1.1 и 1.2, разделив 

переменные в уравнении ( 1) при р = 3, получим 

x<VI)(x) + ЛХ(х) =о, о< х < l, (62) 

Х(О) = Х"(О) = x(IV)(o) =о, X(l) = X"(l) = x<IV)(l) =о, 

(63) 
T(VI)(t) + >.T(t) = 0, О< t <То. (64) 

Характеристическое уравнение для (62) имеет вид 

k6 + л =о. (65) 
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Если в ( 65) Л = d6 , d > О, то данное уравнение имеет сле­

дующие корни : k1 = id, k2 = -id, kз = d( ../3/2 + i/2), k4 = 

= -d( ./3/2 + i/2), k5 = d( ./3/2 - i/2), k6 = -d( ./3/2 - i/2). 

Тогда общее решение уравнения (62) определяется по формуле 

Ш ( dx d'J.:) X(x)=a 1 cos(dx)+a2sin(dx)+e 2 х aзcos2+a4sin 2 + 

dJ:Jx ( dx dx) + е - -2- as cos 
2 

+ ав sin 2 , (66) 

где ai, i = 1, 6, - произвольные постоянные. 

Теперь, требуя для функции (66) выполнения граничных 

условий {63) в точке х = О, получим 

{ 

0!1 + О!З + 0!5 = о, 

-0!1 + !аз + :1{-а4 + !as - f йб = О, 
а:1 - !аз + f оц - !as - :/,f аб = О . 

Из системы {67) находим 

С учетом {68) функция {66) принимает вид 

dx (d./3 ) Х(х) = 0t2 sin(dx) + 2аз cos 2 sh -2-х + 

. dx (d./3 ) + 2щ sш 2 ch -2-х . 

(67) 

(68) 

(69) 

Для определения 0:2 , аз и а4 потребуем для функции (69) удо­

влетворения граничным условиям (63) в точке х = l, что при­
водит к системе 

а2 sindl + 2аз cos ~ sh d'f l + 2щ sin ~ ch d'f l =О, 
-а2 sindl +аз ( cos ~ sh d'f l - ./Зsin ~ ch d'f z)+ 
+а4 ( sin ~ ch dv'З l + Гз cos О!:. sh dv'З z) - о 2 2 У<> 2 2 - ' 

0:2 sindl - аз( cos ~ sh ~l + ./Зsin ~ ch 4{1z)­
-a:4 ( sin ~ ch dv'З l - Гз cos ~ sh dv'З z) - о 2 2 У<> 2 2 - . 
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Решив (70), получим 

а2 sin(dl) =О, (71) 

а1 = аз = а4 = as = аб = О. (72) 

Таким образом, полагая а2 =1- О, из равенства (71) находим 

собственные значения задачи (62) и (63): dm = 7rm/l, т Е N, 

а из формулы (66) в силу (72) определяем соответствующие 

собственные функции 

fi . fi (7rm ) Xm(x) =у l sш(dmx) =у l sin -l-x . 

Пусть теперь в уравнении (65) ,\ = -d6, d > О. В этом 

случае уравнение (65) имеет корни 

(
1 .vГз) k2 = -d, kз = d 2 + 12 , 

ks = kз = d ( ~ - i ~) , k5 = -ks = k4. 

Тогда общее решение уравнения (62) имеет вид 

Х(х) = a1ed.'); + a2e-dx+ 

[ (d../3 ) . (d../3 )] + edx/2 а3 cos -2-х + а4 sш -2-х + 

[ (d../3 ) . (d../3 )] + e-dx/2 0'5 cos -2-х + а5 sш -2-х . (73) 

Удовлетворив функцию (73) первым трем граничным условиям 

из (63), получим 

(74) 
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Из системы (74) нахо. lИМ 

(75) 

Удовлетворяя функц11ю (73) с учетом (75) последним трем усло­

виям из (63), будем ю1еть 

2а1 sh dl + 2а:1 cos (Зl sh ~ + 2а4 sin (Зl sh ~ = О, 

2а1 shdl - а3 ( cos(Зl sh ~ + v'Зsin(Зl ch ~)-
-а4 ( sin /3l ch !!} - v'3 cos ,Вl sh ~) = О, (76) 

2а1 sh dl - аз ( cos f3l sh ~ - J3 sin /3l ch ~ )-

-а4 ( sin ,Вl ch !!f + v'3 cos f3l sh ~) = О, 

где f3 = dv'З/2. Поскольку определитель системы (76) при всех 

l > О не равен нулю , то отсюда получаем 

(77) 

Поэтому в силу (77), (75) и (73) функция Х(х) =О. При Л =О 

аналогично показывается, что Х(х) =О. Таким образом, спек­

тральная задача (62) и (63) при >. ~ О имеет только нулевое 
решение. 

При Л = Лт = d~ уравнение (64) имеет общее решение 

Tm(t) = a1m cos(dmt) + a2m sin(dmt)+ 

+ eflmt ( О'Зm COS ~t + 0'4m sin ~t) + 

-{3 t( dmt . dmt) + е m O:sm COS 2 + О'бm SШ 2 , (78) 

где й'im, i = 1,6, - произвольные постоянные, f3m = dmv'З/2 . 
Рассмотрим функцию (19) и, рассуждая аналогично пункту 

1.1, получим, что эта функция в этом случае удовлетворяет 

дифференциальному уравненшо шестого порядка 

u~I)(t) + ~иm(t) =О, О< t <То. {79) 
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Дифференциальное уравнение (86) при Л = Лm = ~ >О сов­

падает с уравнением (64) . Следовательно, общее решение урав­

нения (79) онределяется но формуле (78). 

Для определения неизвестных постоянных aim• i = 1,6, в фор­
муле (78) воспользуемся условиями (23), (24), (53), (54) и 

1 l 

u~V)(O) = J u~IV)(x, О)Хт(х)dх = J <р2(х)Хт(х)dх = <р2т, 
о о 

(80) 
1 l 

u~V)(To) = J u~IV)(x, To)Xm(x)dx = J Ф2(х)Хт(х)dх = Ф2m· 
о о 

(81) 

Удовлетворяя функцию (78) граничным условиям (23), (24), 

(53), (54) , (80) и (81), получим систему 

a1m + азm + Ct'5m = <p0m, (82) 

1 V3 1 V3 1 
а1т - 2азm + 2a4m - 2a5m - табm = d4 ЧJ2m, (84) 

m 

a1m cos(dmTo) + a2m sin(dmTo)+ 

/3 71 ( dmTo . dmTo) + е m о йЗm COS -
2

- + Ct'4m SШ -
2

- + 

-/3 т. ( dтТо . dmTo) + е m о a5m cos -2- + Сt'бт SШ -2- = Ф0m. (85) 
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- 01,,, cos(dmTo) - a2m sin(dmTo)+ 

1 f3 т. ( dmTo dmTo) + 2е m о азm cos -2- + й4m sin -2- + 

v'з /3 т. ( . dmTo dтТо) + -е m о - 0:3 Slll -- + 0:4 COS -- -'--2 . m 2 m 2 

1 (З т. ( dmTo . dтТо) + -е- m о Q5 COS -- + йб Slll -- ·· 2 .m 2 m 2 

J3 -fJ=Т. ( . dmTo dmTo) 1 - -е 0 - а5 sш -- + аб cos -- = - ·'·1 2 m 2 т 2 d2 '!' т1 
т 

(86) 

а1т cos(dmTo) + a2m sin(dmTo)-

- ~еfЗ"' То (аз cos dmTo + а4 sin dmTo) + 
2 m 2 m 2 · 

v'з f3 т. ( . dmTo dmTo) +те m о - й3mSШ-2- + 04mCOs-
2
- -

1 -/3 т. ( dmTo . dmTo) - -е m о а5 cos -- + ав sш -- -2 т 2 m 2 

v'з /3 т. ( . dmTo dmTo) 1 - -е- "' о - Q5 SШ -- + Q5 COS -- = -"1'2 · 2 m 2 m 2 d4 'l'm 
m 

(87) 

Из первых трех уравнений (82) - (84) найдем 

1 1 ( 2) а1т = 3Ч?0m + Зd4 </)2m - 'P1mdm , 
m 

(88) 

(89) 

йбm = 04m - )зd~ ( 1P1md~ + IP2m) · (90) 

С учетом (88) - (90) оставшиеся уравнения (85) - (87) системы 

примут вид 
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a1m cos(dm1i ,) + a2m sin(dmTo) + 2азm cos d";To sh(.B,,.To)-

+ 2a4m sin ~То ch(JJmTo) = B1m1 i91) 

- a1m cos(cl,,,To) - а2т sin(dmTo)+ 

[ 
dmTo r;:; dmTo ] + азm сщ; -

2
- sh(.ВmTo) - v 3 sin -

2
- ch(JJmTo) + 

[ 
dmTo r;:; dmTo ] + й4т sin --

2
- ch(JJтTo) +У 3 cos -

2
- sh(.BmTo) = В2111, 

(92) 

a1m cos(dmTo) + a2m sin(dmTo)-

[ 
dmTo ( r;:; . dmTo ( )] - азm C()S -

2
- sh fЗmTo) + v 3 sш -

2
- ch /1тТо -

[ 
. dmTo ;;:; dmTo ] - a4m s1n -

2
- ch(.ВmTo) - vЗcos -

2
-sh(JJmTo) = В3щ 1 

(93) 

где 

'Ф1m 1 -fЗ т, ( dmTo . dmTo) В2 = -- - -е m 0 А1 cos-- -А2 sш-- -
т d2 2 m 2 т 2 

т 

v'з - {3 т. ( . dmTo dmTo) 
-те m о A1mSШ-2-+A2mCOS-2- 1 

'Ф2m 1 f3 т, ( dmTo . dmTo) 
Взт = 7 + 2е- = 0 A1m cos -

2
- - А2т sш -

2
- -

m 

J3 -fЗтТо (л . dmTo А dmTo) - -е 1 s1n-- + 2 cos--2 т 2 m 2 ' 
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1 2 
A2m = J'Зd~ (Cf'1mdm + Cf'2m)· 

При условии, что при всех m Е N вь111олнено условие (26), из 

системы (91) - (93) однозначным обра:юм находим 

C1m sin ~ сЬ(.ВтТо) + C2m cos ~ sh(.ВmTo) 
азm = . 2 ~ 2 , (94) 

sш 2 + sh (.13",Т0 ) 

С2т sin ~ сЬ(,ВтТо) - C1m cos ~ sh(.ВтТо) 
0:"4m = sin2 ~ + sh2 (.8тTo) ' 

(95) 

1 { 1/J2m - Ф1т~ cos(dmTo) ( 2) 
йzm = sin(dmTo) d~ - .Зd~ 'P2m - Cf'1mdm + 

+ <р~ ( е-.ВтпТо cos ~То - cos(dmTo)) + 

е-.ВтТо [( 2 ) dmTo + бd4 1P1mdm - <fJ2m COS -
2

- -
m 

- v'3 ( 1P1md~ + <fJ2m) sin ~То]+ 
dmTo . dmTo } + азm cos-2 -sh(,ВmTo) + й4m ыn -

2
- ch(.ВmTo) , (96) 

где 

с _ ~1/Jlm + 1/J2m + <fJOm . dmTo -f3,,.To+ 
Im - - --sш--е 

2v'Зd~ 3 2 

1 -.ВтТо [( d2 ) . dmTo + 6d4 е <fJlm m - <fJ2m SШ - 2-+ 
m 

;;:;( 2 ) dmTo] + V J <{J1mdm + <fJ2m COS - 2- ' (97) 

С _ ~1/J1m - 1/J2m + 1.1, <{)От dmTo -.ВmТо 
2m - 6d4 з'f'Om - 3 cos -2-е -

m 

1 ,в т. [( 2 ) dmTo - 6d4 е- m о <fJ1mdm - <fJ2m cos -2--
m 

;;:;( 2 ) . dmTo] 
- V J <fJ1mdm + 1P2m SШ -

2
- · (98) 
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1 lодставляя (94) и (95) с учетом (97) и (98) . из формул (89) 

11 (90) находим asm и Ctбm· 

Таким образом, нри условии (26) все ко:iффициенты йim, 

i = 1,6, функции (78) однозначно найдены, и они определяются 

1ю формулам (88) - (90) , (94) - (98). 

&ли теперь <ро(х) = <р1(х) = <р2(х) = ii,o(x) = 'Ф1(х) = 
= 'Ф2(х) =О, то из равенств (23), (24), (53), (54), (80) и (81) 

следует <p0m = </]Im = </]2m = 'Ф0m = Ф1m = Ф2m = О при всех 

m Е N. Тогда в силу формул (88) - (90), (94) - (98) при условии 

(26) получим, что O:im =О, i = 1, 6. В силу этого из формул (78) 

и (19) при любом t Е [О, То] следует справедливость равенства 

(27), из которого в силу полноты системы (49) в пространстве 

L2[0, l] имеем и(х, t) =О в D. 

&ли нарушено условие (26), т. е. отношение а = To/l яв­

ляется рациональным числом, что задача (2) - (6) при 

IPk(x) = 'Фk(х) = О, k = О, 1, 2, имеет нетривиальное реше­

ние (28). 

Таким образом, нами доказана 

Теорема 5. Если существует решение задачи (2) - (6) npu 

р = 3, но О'НО единствен:но только тогда, когда отношение 

сторон nр.я.моуголъника D .лв.1/Jf,ется ирра:цион.мыtwм 'Ч.uслом. 

Решение задачи (2) - (6) также ищется в виде суммы ряда 

(29) , в котором коэффициенты 'l.Lm(t) определяются по форму­

лам (78), где aim находятся из соотношений (88) - (90) 

и (94) - (98). 
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Лемма 7. Ee.1tu (J > О яв.л.яется алгебраu'lески,м числом 

степею.L п ~ 2, то при любом t Е [О, То] справедлuв-ы оценки 

lu~(t)I ~ Nimi+l+<: [11Poml + IФ0m/+ 

+ ~(l-Ptml + J1/J1mJ) + ~(/1P2mJ + J1/J2mJ)], (99) 
m m 

где Ni , i = О , 6, - поло:ж;ительные посто.я:н:н:ые, которъtе, во­

обще говоря, зависят от l и То . 

Доказательство. Прежде всего оценим коэффициенты O'im : 

Ja1m/ ~ Ni [i<P0m/ + d: (J<p1mJd~ + J<p2mJ)], (100) 
m 

/азm/ ~ Nзе-.ВтпТо [ е-.ВтпТо (J<p0m/ + d~ (l<p1m/d~ + l1P2ml)) + 
m 

+ IФoml + d: (IФ1mld;, + IФ2ml)] ' (101) 
m 

/(ЧmJ ~ N4е-.В ... То[е-/3"'Т0 (J<рот/ + d~ (/<p1mJd;, + /<р2тl)) + 
m 

+ IФ0тl + d: (IФ1т/d~ + IФ2ml)]' (102) 
m 

/asml ~ Jaзml + llPom/ + d~ (/<p1mJd~ + /<p2m/), (103) 
т 

/aбml ~ ja4m/ + d: (l<pimld~ + j<p2m/) , (104) 
m 

Ja2ml ~ N2m1+c: [ (ia.1m/ + /a4ml)e13mTo + /<р0т/+ 

+ d: (/<р1т/d~ + /<p2ml)] ~ Nsml+c: [l<p0m/ + /Фaml+ 
m 

+ d: (J<p1ml + IФ1ml) + d: (l<p2mJ + /1/J2ml)], (105) 
m m 
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где Nj (j = О, 5) - положительные постоянные. Тогда на ос­

новании соотношений (100) - (105) из формулы (78) следует 

справедливость оценок (99) . 

Лемма 8. Если функции :р0 (х), '1/Jo(x) Е C8+d[O, l], ip~\O) = 
= <p~)(l) = ф~j)(О) = ф~j)(l) =О, j = 0,2,4,6; <р1(х), '1/J1(x) Е 
Е св+d[О, l), <p~j) (О) = <р\Л (l) = '1/J~j) (О) = ф~j) ( l) = О, 
j = 0,2,4; <р2(х) , '1/J2(x) Е c4+d[O,l] , <pV)(O) = <p~)(l) = '1/J~)(O) = 
= '1/J~j) (l) = О, j = О, 2, Е < d < 1, то справедливы оценки 

N1 Ng Ng N10 
IЧ'aml ~ mB+d' l'l/Joml ~ mB+d' l<f'1m/ ~ тб+d' IФ1т/ ~ тб+d' 

N11 N12 
l<t'2ml ~ --:ud' l1/12m/ ~ 4+d' 

т m 

где Nk, k = 7, 12, - положительные постоянные. 

Доказательство этой леммы аналогично доказательству 

леммы 4. 

В силу леммы 7 и 8 ряды, полученные из ряда (29), где 

коэффициенты определяются по формуле (78), шестикратным 

почленным дифференцированием по переменным х и t, при 

всех ( х, t) Е D мажорируются сходящимся числовым рядом 

+оо 1 
N1з 2.:= ml+d-e, N1з = const. 

m=l 

Следователыюr справедлива следующая 

Теорема 6. Ее.ли а > О является алгебраи'Ческим 'Числом 
степени п ~ 2 и функции IPk(x) и 'Фk(х), k = О, 1, 2, удовле­

творяют условиям леммъt 7, то существует единственное 

решение зада'Чи (2) - (6) при р = 3, и это решение опреде­

ляется рядом (29) , у которого коэффициенты находятся по 

формуле (78). 
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Замечание 1. Отметим, что если число о: яв;1яется алгеб­

раическим числом степени п = 2, т. е. о: - квадратичная ирра­

ционсu1ьность, то в силу оценки (38) в леммах 4. 6 и 8 и соот­

ветственно в теоремах 2, 4 и 6 можно принять с: = d = О. 

Замечание 2. Граничные условия ( 4) на боковых сторонах 

прямuугольника D только для простоты вычислений взяты ну­

левыми. В случае ненулевых граничных условий решение за­

дачи Дирихле определяется в виде суммы двух решений типа 

(2) - (6) (см. [12}). 

Отметим, что в работе [10, § 14J доказана однозначная раз­

решимость задачи Дирихле для уравнения струны для всех 

чиселµ= То/(То + l), удовлетворяющих неравенству 

1
µ- m/ >К 

п п3 

при любых m, п Е N и некотором К 

теории отображений. 

const > О, методом 

1.4. Пусть р - любое натуральное число. Из пунктов 

1.1 - 1.3 видно, что с ростом р построение решения задачи 

(2) - (6) технически усложняется. В связи с чем далее рас­

смотрим неоднородное уравнение 

(106) 

с однородными граничными условиями, т. е. положим <t'k(x) = 

= tPk(x) =О при всех k = О,р - 1, так как заменой функции и 

можно добиться для новой функции нулевых граничных усло­

вий . 

Итак, в этом пункте изучим задачу Дирихле в следующей 

постановке: найти в области D функцию и(х, t), удовлетворя­

ющую условиям (2), (106), (4) и 
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a2kul д2kul 
д 2k = дt2k =О, k = О,р - 1, О~ х ~ l. 

t t=O t=To 
(107) 

Рассмотрим следующие системы функций: 

fi 1Гm fi 
Xm(x) = у l sin -l-x = у l sin(µmx), m= 1,2, ... , 

(2. 1Гn {2 . 
Tn(t) = у То sш То t =у То sm(Лnt), п = 1,2, ... ' 

каждая из них ортонормирована, полна и обра.зует базис соот­

ветственно в L2[0, l] и L2[0, То]-

Тогда, как известно, их произведение 

Xm(x}Tn(t) = ~ sin(JLmx} sin(Лnt) (108} 
vlTo 

образует систему, которая ортонормирована, полна и образует 

базис в пространстве L2(D}, D = (О, l} х (О, То}. 

Решение задачи (2), (4), (106} и {107} будем искать в виде 

суммы двойного ряда 

+оо 

и(х, t) = L UmnXm(x)Tn(t). (109) 
m,n=l 

Если существует решение и(х, t) задачи (2), (4), (106) и (107), 

то коэффициенты ряда (109) можно однозначно найти по фор­

муле 

Umn = J J и(х, t)Xm(x)Tn(t)dxdt. (110) 
D 

Предположим, что !(х, t) - достаточно гладкая функция, 

обращающаяся в нуль на сторонах прямоугольника D со свои­

ми нужными производными . Тогда эту функцию можно един­

ственным образом разложить в ряд по системе (108) 

+оо 

!(х, t) = L fmnXm(x)Tn(t), {111) 
m,n=l 
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где 

fmn = J J f(x, t)Xm(x)Tn(t)dxdt. 

D 

Подставив (109) и (111) в уравнение (106) , найдем 

(-l)P fmn 
Umn = 2р 2р 

Ан - µm 

при условии, когда при всех m . п Е N 

л - ,2р 2р....;. о 
~mn - Лn - µm t . 

Выражение для l::::.mn ра:шожим на мнuжители: 

(112) 

(113) 

(114) 

l::::.mn= (;
0

) 
2

Р[п2Р- (am)2P] = (;
0

) 
2

Р(п-ат) [пР + (o:m)P] х 
х [пр-l + пР-2 (о:m) + · · · + п(ат)Р-2 + (ат)Р- 1 ]. (115) 

Из равенства (115) видно, что l::::.mn = О только тогда, когда 
о:= n/m, то есть когда о: является рациональным числом. Все­
гда найдутся натуральные числа т и п, такие, что l::::.mn = О. 

Пусть теперь существует решение и(х, t) однородной задачи 

(2), (4), (106) и (107), где J(x, t) = О в D, и выполнено усло­

вие (114) . Тогда из (112) следует, что fmn = О и поэтому на 
основании равенств (113) и (110) получим 

J J и(х, t)Xm(x)Tn(t)dxdt =О. 
D 

Отсюда в силу полноты системы (108) в пространстве L2(D) 

следует, что и(х, t) =О почти всюду в D. В силу (2) и(х, t) =О 

вD. 

Если l::::.mono =О при некоторых т = mo и п =по, то есть 

когда о: = no/mo, то однородная задача Дирихле для уравне­

ния ( 1) при любом р в области D имеет ненулевое решение 

226 



Таким образом, нами установлен кр11терий единственности 

решения задачи Дирихле при любом р . 

Теорема 7. Ее.ли существует решение задшчи (2), (4), (106) 

и (107), то оно единственно толъко тогда, когда отноше­

ние сторон To/l прямоуголъника D явлхеmс.я ирра:ционалънъtм 

'Ч.UС.ЛОМ. 

Лемма 9. Ее.ли а > О являетс.л алгебраи'Ческим 'Числом 
степени п ?:: 2, то существует та-л:а.я постоянна.я Lo > О , 

-ч.то при всех m, п Е N справедлива О'ЦР.нка 

(116) 

Доказательство. Из равенства (115) на основании (34) 

имеем 

l6mnl ~ (;J 2Р &m-l-e:2aPl2(nm)Pl2pa(p-I)/2(mn)(P-l)/2 = 

= Lom-1-"(mn)P-1/2. 

Формально из ряда (109) почленным дифференцированием со­

ставим ряд 

(117) 

где k, l Е No и k + l ~ 2р, который в силу оценки (116) мажо­

рируется числовым рядом 

+оо lf j k l +оо 
L "°" mn m п :S::: L "°" lf lm3/2+t:+k-pnL+1/2-p (118) 

1 L. 16 I '°" 2 L_. mn . 
m,n=l 7nn m,n=1 

Здесь и далее Li ( i Е N) - положительные постоянные. 
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Лемма 10. Ее.ли f(x, t) Е C 2P+5(D), 

о, i =о, 2, . . . 'р + 1, 

когда р + 3 - -четхое, 

О, i = О, 2, ... , р + 2, 

когда р + 3 - не-ч.етное, 

о, j =о, 2, .. . ,р + 1, 

когда р + 2 - пе-ч.етное, 

о, j = о, 2, .. . , р, 

когда р + 2 - -четное, 

то справедnива оценка 

(119) 

Доказательство. Правую часть равенства (112) предста­

вим в виде 

То l 

fmn = Jто J sin(Л,1t)dt J J(x,t)sin(µmx}dx = 

где 

о о 

l 

То 

= ~ J Pm(t} sin(Лnt)dt , {120) 
vlTo 

о 

Pm(t) = J f(x, t) sin(µmx)dx. (121) 

о 

В интеграле (121), проинтегрировав по частям р+З раза с уче­

том условий леммы, получим 

l 
L4 ! f)P+

3 f(x, t) -
Pm(t) = mР+З дхР+з Xmp(x)dx, (122) 

о 
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где 

Xmp(x) = { sin(11.mx), если р+3 - четное, 
cos(itmx), если р + З - нечетное. 

Подставив (122) в (120) имеем 

l То 

L5 ! - ! ()11+
3 
f(x, t) . 

fmn = т,Р+З Xтp(.r)dx дхР+З sш(Лnt)dt = 
о о 

где 

То 

Qn(x) = j .f(x, t) sin(Лnx)dx . 
о 

(123) 

(124) 

Интегрируя по частям р + 2 раза в интеграле равенства 

(124), имеем 

где 

То 

L5 ! дР+2 J(x, t) -
Qn(x) = пР+2 дt;Р+2 Tпp(t)dt, 

о 

Tnp(t) = { sin(Лnt), если р+ 2 - четное, 
cos(Лnt), если р + 2 - нечетное. 

Теперь, подставив (125) в равенство (123), получим 

L1 !! a2
v+

5 f (х, t) - -
fmn = m,P+Зn,P+2 . дхf'+Здtр+2 Xmp(x)Tnp(t)dxdt. 

D 

Отсюда следует справедливость (119). 

(125) 

Теперь в силу оценки (119) ряд (118) оценивается рядом 

+оо 1 +оо 1 

Lв L m2p-k+З/2-E L n2p-l+З/2 · (126) 
m=l n=l 
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В силу сходимости ряда ( 126) все рнды вида ( 124) сходятся 

равномерно в D . Тем самым установлена справедливость сле­

дующего утверждения. 

Теорема 8. Если чис.ло а и фунж:и,и.я f(x , t) удовлетворяют 

ус.лови.ям лемм 9 и 1 О, то существует единственпое решение 

задачи (2), (4), (106), {107), которое определяется рядом (109). 

Замечание 3. Сопоставляя теоремы 2, 4, 6 и 8, видим, что 

при доказательстве существования решения задачи Дирихле 

в случае р = 1, 2, 3 требуется меньшая гладкость от граничных 

функций Ч'k(х) и 'Фk(х), чем в общем случае от правой части 

f (х, t) уравнения (106) . Поскольку случаи р = 1, 2 представля­

ют практический интерес /5, 10, 11/, то подход, пред,ложенный 

в пунктах 1.1 - 1.3, позволяет получить теоремы существова­

ния решения задачи Дирихле при более слабых условиях на 

граничные функции. 

Отмети~r, что в работе /9\ задача Дирихле изучена для более 

общего уравнения, чем (106), в прямоугольнике D, где l = 1, 

То ~ 1, и почти для всех То доказана разреши:vtость этой за­

дачи. Из данного результата не ясно, для каких чисел То ~ 1 

имеет место существование решения задачи Дирихле. 

§2. Задача Дирихле для трехмерных уравнений 

с частными производными высоких порядков 

и проблема Ферма 

Рассмотрим уравнение в частных производных (7) в пря­

моугольном параллелепипеде Q и поставим задачу (8) - (11). 

Введем следующие системы функций: 

Xm(x) = Л sin 7r~ х = Л sin(µ1mx), m = 1, 2, . .. , 
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r fq 1Гn fq rп(У) = - sin -у= - sin(µ2nY), 
q q q 

п = 1, 2, . .. ' 

k = 1,2, . . . ' 

каждая из них ортонормирована, полна и образует базис со­

ответственно в пространствах L2[0, l], L2[0, q] и L2[0, Т]. Как 

известно , их произведение 

образует систему, которая ортонормирована, полна и образует 

базис в пространстве L 2(Q) . 

Решение задачи (8) - (11) будем искать в виде суммы 

+оо 

и(х, у, t) = L UmnkXm(x)Yn(y)Tk(t). (128) 
1n,n,k=1 

Предположим, что существует решение и(х, у, t) задачи (8) -

(11). Тогда коэффициенты ряда (128) однозначно находятся по 

формуле 

Umnk = J J J и(х, у, t)Xm(x)Yn(y)Tk(t)dxdydt. (129) 

Q 

Допустим, что f(x, у, t) - достаточно гладкая функция, об­

ращающаяся в нуль на боковых сторонах параллелепипеда Q 

со своими нужными производными. Тогда функцию f можно 
единственным образом разложить в ряд по системе (127): 

+оо 

f(x , у, t) = L fmnkXm(x)Yn(y)Tk(t), (130) 
m,n,k=1 

где 

fmnk = J J J f(x, у, t)Xm(x)Yn(y)Tk(t)dxdydt. (131) 

Q 
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Подставив (128) и (130) в исходное уравнение (8), найдем ко­

эффициенты 

{132) 

когда при всех m, п, k Е N 

Zp 2р 2р 2 [ ( k ) 2р ( m) 2р ( n) 2р] 6mnk = Лk - µlm - J1zn = 7Г Р Т - Т - q = 
2 -= 7Г Р 6mnk -:/= О . {133) 

Мы теперь в состоянии доказать единственность решения 

задачи (8) - (11). Пусть функция и(х, у, t) является решением 

однородной задачи {8)- (11), где f(x, у, t) =О в Q, и выполнены 

условия (133) при всех m, п, k из N, т. е . уравнение .6.mnk =О 
не разрешимо во множестве натуральных чисел относительно 

m, n, k. Тогда из (131) следует, что fmnk =О. В силу этого из 

равенств (132) и (129) получим 

J J J и(х, у, t)Xm(x)Yn(y)Tk(t)dxdydt =О. {134) 

Q 

На основании (134) из полноты системы (127) в Lz(Q) следу­

ет, что и(х, у, t) = О почти всюду в Q, а в силу (8) функция 

u(x,y,t) =О в Q. 

Если при некоторых т = то, п = по и k = ko выражение 

6monoko = О, то однородная задача Дирихле для уравнения 

(7) при f(x, у, t) = О и любом р в области Q имеет ненулевое 

решение 
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Таким образом, нами доюнано следующее утверждение. 

Теорема 9. Если сущестнуеrп решение зада'Lи (8) - (11), 

то оно единственно ттwлъхо тогда, хогда при всех m, п, k из 

N виполнен:ы условия (133) , т. е. когда уравнение дmnk =О не 

разрешимо во мно:ж:естве натуралън:ых 'Чисел. 

Если l = q = Т, т. е. Q - - куб, то уравнение дmnk О 

переходит в известное уравнение Ферма 

m2p + 712р = k2P . (136) 

Когда q = l , уравнение дишk =О равносильно уравнению 

(137) 

Отсюда видно, что если отношение l/T является рациональным 

числом, то уравнение (137) сводится к уравнению типа (136) . 

Таким образом, если l = q = Т, или q = l -:/: Т, 

l/T Е Q, или q = Т-:/: l, T/l Е Q, то в силу доказанной тео­
ремы 1 единственность решения задачи Дирихле для уравне­

ния (7) при любом р Е N равносильна великой проблеме Ферма 

для уравнения тш~а (136). 

В общем случае, т. е. когда l, q и Т - любые положитель­

ные числа, вопрос об единственности решения задачи (8) - (11) 

равносилен тому, что уравнение 

не разрешимо во множестве N. 

Отметим, что задача (8) - (11) при р = 1 изучена в ра­

боте [18]. 
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