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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è îá ýëåêòðîõèìè÷åñêîé îáðàáîòêå
ìåòàëëîâ ïîëèãîíàëüíûì êàòîäîì-èíñòðóìåíòîì, ñ ó÷åòîì ðàçðûâíîé ôóíêöèè çàâèñè-
ìîñòè âûõîäà ïî òîêó îò ïëîòíîñòè òîêà. Ïðè èñïîëüçóåìîé çàâèñèìîñòè âûõîäà ïî òîêó
íà íåèçâåñòíîé îáðàáàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóåò òðè îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè çà-
êîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ àíîäíîé ïëîòíîñòè. Â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèé èñõîäíàÿ
çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î ôèêòèâíîì òå÷åíèè èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíûìè ïî-
âåðõíîñòÿìè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëåêòðîõèìè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ìåòàëëîâ, ïîòåíöèàë, ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ, ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü.

1. Ââåäåíèå

Ìåòîä ýëåêòðîõèìè÷åñêîé îáðàáîòêè ìåòàëëîâ ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì íà-
ïðàâëåíèåì â òåõíîëîãèè ìàøèíîñòðîåíèÿ [1, 2]. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü è òî÷íîñòü
ýëåêòðîõèìè÷åñêîãî ôîðìîîáðàçîâàíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò äîëè çàðÿäà η (âû-
õîä ïî òîêó äëÿ ðåàêöèé àíîäíîãî ðàñòâîðåíèÿ ìåòàëëà), çàòðà÷åííîé íà ðàñòâî-
ðåíèå ìåòàëëà. Âûõîä ïî òîêó η çàâèñèò îò ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà è,
ãëàâíûì îáðàçîì, îò àíîäíîé ïëîòíîñòè òîêà ja [1].

2. Ìîäåëü çàâèñèìîñòè âûõîäà ïî òîêó îò ïëîòíîñòè òîêà òîêà äëÿ

íèòðàòíûõ è õëîðàòíûõ ýëåêòðîëèòîâ

Â ðàáîòå [3], äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çàâèñèìîñòè η(ja) ïðåäëîæåíà ñêà÷êîîáðàçíàÿ
ôóíêöèÿ

η(ja) = 0 ïðè ja < jcr; η(ja) = a0 − a1/ja ïðè ja ≥ jcr, (1)

ãäå a0 > 0, a1 > 0 � ïîñòîÿííûå, ó÷èòûâàþùèå ñâîéñòâà ýëåêòðîëèòà è îáðàáà-
òûâàåìîãî ìàòåðèàëà, jcr � íåêîòîðàÿ êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü òîêà, õàðàêòåðíàÿ
äëÿ êîíêðåòíîãî ìåòàëëà èëè ñïëàâà ïðè ýëåêòðîõèìè÷åñêîé îáðàáîòêå â ñîîòâåò-
ñòâóþùåì ýëåêòðîëèòå [1]. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ja = jmax

äîñòèãàåòñÿ íàèáîëüøàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïðîöåññà ñ η = ηmax , à ïðè ja = jcr
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî η = ηcr ≥ 0 . Ãðàôèê çàâèñèìîñòè (1) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.1.

Ó÷àñòîê I ñîîòâåòñòâóåò ðàáî÷åé çîíå, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò èíòåíñèâíîå ðàñ-
òâîðåíèå ìåòàëëà ïðè âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòè òîêà. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, çà
ñ÷åò ðàñòâîðåíèÿ ìåòàëëà, íà îáðàáàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòè îáðàçóþòñÿ îáëàñòè,
ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè êàòîäà óâåëè÷èâàåòñÿ, ÷òî ïðèâî-
äèò ê ïàäåíèþ àíîäíîé ïëîòíîñòè òîêà è óáûâàíèþ ñêîðîñòè ðàñòâîðåíèÿ ìåòàëëà
â ýòèõ îáëàñòÿõ. Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè, âíà÷àëå, óâåëè÷åíèå ìåæýëåêòðîäíî-
ãî ðàññòîÿíèÿ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèå ïëîòíîñòè òîêà îò jmax äî jcr . Âûõîä ïî
òîêó, ïðè ýòîì, óáûâàåò îò ηmax äî ηcr .
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Íà ó÷àñòêå II ïðîèñõîäèò ðåçêîå ñíèæåíèå η äî íóëÿ ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè
ïëîòíîñòè òîêà, ðàâíîì jcr . Ïðè íàëè÷èè íà àíîäíîé ãðàíèöå íåîáðàáàòûâàåìûõ
îáëàñòåé, èì ñîîòâåòñòâóåò ó÷àñòîê III, íà êîòîðîé ïëîòíîñòü òîêà óáûâàåò îò jcr
äî íóëÿ.

Ðèñ. 1.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî ηcr = η(jcr) , ïîëó÷èì

a1 = jcr(a0 − ηcr). (2)

Íèæå, â ðàìêàõ ìîäåëè èäåàëüíîãî ïðîöåññà [1], íàõîäèòñÿ ÷èñëåííî-
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äâóìåðíîé çàäà÷è òåîðèè ýëåêòðîõèìè÷åñêîé îáðàáîòêè
ìåòàëëîâ, ñâÿçàííîå ñ îïðåäåëåíèåì óñòàíîâèâøåéñÿ ôîðìû ïîâåðõíîñòè äåòàëè
ïðè îáðàáîòêå ïðÿìîóãîëüíûì êàòîäîì-èíñòðóìåíòîì.

Ââîäÿòñÿ ñèñòåìà äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x1, y1) , ñâÿçàííàÿ ñ êàòîäîì, êîòîðûé
äâèæåòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè îðäèíàò, è êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷å-
ñêîãî ïîëÿ W1(z1) = v(x1, y1)+iu(x1, y1) , z1 = x1+iy1 (u(x1, y1) � ïîòåíöèàë ïîëÿ,
v(x1, y1) � ôóíêöèÿ òîêà). Çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ ua, uc íà ïîâåðõíîñòÿõ àíîäà è
êàòîäà ïîñòîÿííû.

Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ çàâèñèìîñòü (1), ñîãëàñíî êîòîðîé èñêîìàÿ
àíîäíàÿ ãðàíèöà ðàçäåëÿåòñÿ íà òðè ó÷àñòêà ñ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïëîòíîñòè òîêà.

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñõåìà ñå÷åíèÿ ìåæýëåêòðîäíîãî ïðîìåæóòêà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ.2. Ãðàíèöà êàòîäà-èíñòðóìåíòà - ïðÿìîóãîëüíûé êîíòóð ñ
îñüþ ñèììåòðèè, ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ îðäèíàò. Â ñèëó ñèììåòðèè ìåæýëåêòðîäíî-
ãî ïðîìåæóòêà îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ëåâîé ñèììåòðè÷íîé ÷àñòè ìåæýëåê-
òðîäíîãî ïðîìåæóòêà. Íà äàííîì ó÷àñòêå ìåæýëåêòðîäíîãî ïðîìåæóòêà: ëèíèÿ
DEFP ñîîòâåòñòâóåò ãðàíèöå êàòîäà, CD è PR ëèíèè ñèììåòðèè. Ýëåêòðîä-
èíñòðóìåíò îïèñàííîé ñõåìû ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ôîðìîîáðàçîâàíèÿ ãëóáîêèõ
ïàçîâ â äåòàëÿõ ìàøèí, ðåçêè çàãîòîâîê è äðóãèõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàâèñèìîñòüþ (1) èñêîìóþ àíîäíóþ ãðàíèöó ðàçäåëèì íà òðè
îáëàñòè. Â ðàáî÷åé îáëàñòè I (ëèíèÿ BC ), ñîîòâåòñòâóþùåé ó÷àñòêó I íà ãðà-
ôèêå çàâèñèìîñòè η(ja) , óñëîâèå, îïðåäåëÿþùåå óñòàíîâèâøóþñÿ ôîðìó àíîäíîé
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Ðèñ. 2. Ãåîìåòðèÿ ìåæýëåêòðîäíîãî ïðîìåæóòêà

ãðàíèöû, âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì [1]

η(ja) ja = j0 cos θ, ja = κ
∂u

∂n1
, j0 =

ρ Vc
ε
, (3)

ãäå κ � óäåëüíàÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòü ñðåäû, ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà àíîäà, θ
� óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè Vc ïîäà÷è êàòîäà-èíñòðóìåíòà è âåêòîðîì n1

âíåøíåé íîðìàëè ê îáðàáàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòè. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (1), (3) ïî-
ëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà íà ãðàíèöå àíîäà

∂u

∂n1
=
a1 + j0 cos θ

κa0
. (4)

Ïåðåõîä èç ó÷àñòêà I íà ó÷àñòîê II íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè η(ja) ïðèâîäèò ê ñî-
îòâåòñòâóþùåìó ïåðåõîäó è íà àíîäíîé ãðàíèöå èç îáëàñòè I â îáëàñòü II (ëèíèÿ
AB ). Íà ýòîì ó÷àñòêå àíîäíîé ãðàíèöû âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ja = jcr,
∂u

∂n1
=
jcr
κ
. (5)

Ó÷àñòêó III íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè η(ja) ñîîòâåòñòâóåò ó÷àñòîê àíîäíîé ãðà-
íèöû, ìîäåëèðóåìûé âåðòèêàëüíûì ïðÿìîëèíåéíûì ó÷àñòêîì AR ; âûõîä ïî òîêó
çäåñü ðàâåí íóëþ è ðàñòâîðåíèå ìåòàëëà íå ïðîèñõîäèò. Ïëîòíîñòü òîêà íà ó÷àñò-
êå AR èçìåíÿåòñÿ îò jcr â òî÷êå A äî íóëÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå R .
Ïîëîæåíèÿ òî÷åê ïåðåõîäà A è B íåèçâåñòíî è îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ
çàäà÷è.

Ââåäÿ õàðàêòåðíóþ äëèíó H è áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå [4]

H = κ
ua − uc
j0

, x =
x1
H
, y =

y1
H
, n =

n1
H

ïðåäñòàâèì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë â áåçðàçìåðíîì âèäå

W (z) = φ(z) + iψ(z), z = x+ i y, W (z) =
W1(z)− iuc
ua − uc

,

åãî ìíèìàÿ ÷àñòü � ôóíêöèÿ ψ(z) â îáëàñòè ìåæýëåêòðîäíîãî ïðîìåæóòêà ÿâëÿ-
åòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ψ = 0 � íà ãðàíèöå
êàòîäà DEFP ; ψ = 1 � íà ãðàíèöå àíîäà RABC .
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Ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ãðàíèöû BC îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì (4), êîòîðûé
â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

∂ψ

∂n
= b(a+ cos θ), b =

1

a0
, a =

a1
j0
. (6)

Íà ó÷àñòêå AB , ñîãëàñíî óñëîâèþ (5), âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∂ψ

∂n
= c, c =

jcr
j0
. (7)

Â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ìîäåëè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ óñëîâèÿ (6)
è (7) îïðåäåëÿþò ãîäîãðàô ñêîðîñòè ôèêòèâíîãî òå÷åíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè íà íåèçâåñòíûõ ó÷àñòêàõ àíîäíîé ãðàíèöû [4]. Íà ó÷àñòêå BC
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

V = b(a+ cos θ), (8)

ãäå θ � àðãóìåíò âåêòîðà ñêîðîñòè. Íà ó÷àñòêå AB ìîäóëü ñêîðîñòè ïîñòîÿííàÿ
âåëè÷èíà

V = c, (9)

Ãèäðîäèíàìè÷åñêèì àíàëîãîì èñõîäíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à òåîðèè ñòðóé èäå-
àëüíîé æèäêîñòè [5] îá îïðåäåëåíèè ñâîáîäíûõ ãðàíèö BC è AB ñ çàäàííûìè
íà íèõ óñëîâèÿìè (8) è (9), ñîîòâåòñòâåííî. Ïîòîê ñîçäàåòñÿ ñèñòåìîé íåïðåðûâíî
ðàñïðåäåëåííûõ èñòî÷íèêîâ âäîëü ëèíèè PR è ñòîêîâ íà ëèíèè D .

4. ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ êîìïëåêñíóþ ïåðåìåííóþ t = ξ+
i δ , èçìåíÿþùóþñÿ â îáëàñòè Gt (|t| < 1, ξ > 0, δ > 0) (ðèñ. 3), è íàéäåì ôóíêöèþ
z(t) , êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü Gt íà îáëàñòü òå÷åíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå
òî÷êè íà ðèñ.2 è ðèñ.3 îáîçíà÷åíû îäèíàêîâûìè áóêâàìè.

Ðèñ. 3. Ïàðàìåòðè÷åñêèå ïëîñêîñòè

Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë W (t) = φ(t) + iψ(t) , óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì

ψ(t) =

{
1, t = exp(iσ), σ ∈ [0, π/2]; t = iδ, δ ∈ [0, 1]; t = ξ, ξ ∈ [0, r],

0, t = ξ, ξ ∈ [p, d].
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Íà ëèíèÿõ ñèììåòðèè CD è PR ôóíêöèÿ φ(t) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ.
Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

φ(t) =

{
0, ξ ∈ [r, p],

φ0, ξ ∈ [d, 1].

Ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà φ0 îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, ïðîòåêàþùåãî
÷åðåç àíîäíóþ ãðàíèöó. Îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîóãîëüíèê, ñî ñòîðîíàìè ðàâíûìè åäèíèöå è φ0 .

Èñïîëüçóÿ ìåòîä êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, íàéäåì ïðîèçâîäíóþ êîìïëåêñíî-
ãî ïîòåíöèàëà è ïàðàìåòð φ0 :

dW

dt
= N

F (t)√
t2 − d2

, N =
i

I0
, I0 =

1∫
d

F (x)√
x2 − d2

dx, φ0 =
1

I0

d∫
p

F (x)√
d2 − x2

dx, (10)

ãäå

F (x) =
x(x2 + 1)√

(x2 − r2)(1− x2r2)(x2 − p2)(1− x2p2)((1− x2d2)
.

Ââåäåì ôóíêöèþ Æóêîâñêîãî [5]

χ(t) = ln

(
1

V0

dW

dz

)
= r − i θ, r = ln

V

V0
, V0 = c, (11)

è ïðåäñòàâèì åå â âèäå ñóììû

χ(t) = χ∗(t) + ω(t), (12)

Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî χ∗(t) = r∗ − iθ∗(t), r∗ = ln (V∗/V0) ñîîòâåòñòâóåò òå÷åíèþ
ïî çàäàííîé ñõåìå ñ óñëîâèåì V∗ = V0 íà ó÷àñòêå BC ãðàíèöû àíîäà, à ôóíêöèÿ
ω(t) , àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè Gt è íåïðåðûâíà âïëîòü äî åå ãðàíèö.

Íà ãðàíèöå îáëàñòè Gt ôóíêöèè χ(t) è χ∗(t) óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì

Re χ(iδ) = Re χ∗(iδ) = 0, δ ∈ [0, 1] (13)

Im χ(ξ) = Im χ∗(ξ) =


−π/2, ξ ∈ [0, r) ∪ (f, g),

−π, ξ ∈ (r, f),

0, ξ ∈ (g, 1].

(14)

Re χ∗(t) = 0, t = exp(iσ), σ ∈ [0, π/2]. (15)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (11), óñëîâèå (8) íà íåèçâåñòíîé àíîäíîé ãðàíèöå ïðåäñòàâèì
â âèäå

b (a+ cos θ(t)) = V0 exp (r(t)) , t = exp(iσ), σ ∈ [0, π/2], r(i) = 0. (16)

Èç óñëîâèÿ (16), ñëåäóåò

θB = θ(i) = arccos (V0/b− a) . (17)

Â òî÷êå A âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ãëàäêîãî îòðûâà [5]

θ′(δ) = 0 ïðè δ = 0. (18)
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Èñïîëüçóÿ ìåòîä îñîáûõ òî÷åê ×àïëûãèíà [5], ïîëó÷èì

χ∗(t) =
1

2
ln

(t− r)(1 + tr)(t+ f)(1− tf)(t+ g)(1− tg)

(t+ r)(1− tr)(t− f)(1 + tf)(t− g)(1 + tg)
. (19)

Èç ñðàâíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ôóíêöèè χ(t) è χ∗(t) äëÿ ôóíêöèè ω(t) ïî-
ëó÷èì íåëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

Re ω(iδ) = 0, δ ∈ [0, 1]; Im ω(ξ) = 0, ξ ∈ [0, 1], (20)

b (a+ cos θ(T + µ)) = V0 exp(λ), (21)

ãäå T = Im χ∗ (exp(iσ)) , µ = Im ω (exp(iσ)) , λ = Re ω (exp(iσ)) , σ ∈ [0, π/2].
Â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé t ôóíêöèþ ω(t) ìîæíî àíàëèòè÷åñêè

ïðîäîëæèòü íà âåñü êðóã |t| ≤ 1 è ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ñ âåùå-
ñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

ω(t) =
∞∑

n=1

b2n−1t
2n−1. (22)

Âûáðàííàÿ â òàêîì âèäå ôóíêöèÿ ω(t) , óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (20).
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (11), (19) è (22) ïîëó÷èì

θ(δ) =
π

2
− F1(δ, r) + F1(δ, f) + F1(δ, g) +

∞∑
n=1

(−1)nb2n−1δ
2n−1. (23)

ãäå F1(x, y) = arctg(xy) − arctg(x/y) . Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (23), ïðåäñòàâèì âûðà-
æåíèå (17) â âèäå

sin

(
−F1(1, r) + F1(1, f) + F1(1, g) +

∞∑
n=1

(−1)nb2n−1

)
= a− V0

b
. (24)

Äèôôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèå (23), ïîëó÷èì

θ′(δ) = −F2(δ, r) + F2(δ, f) + F2(δ, g)− b1 +
∞∑

n=2

(−1)nb2n−1(2n− 1)δ2n−2, (25)

ãäå F2(x, y) = y/(1 + x2y2) − y/(x2 + y2) . Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (25) ïðåäñòàâèì
óñëîâèå (18) â âèäå

−F2(0, r) + F2(0, f) + F2(0, g)− b1 = 0,

è ñâåäåì ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ

r2 + 2Br − 1 = 0, B = (b1 + 1/f − f + 1/g − g) /2,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

r = −B +
√
B2 + 1. (26)

Ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç ïàðàìåòðè÷åñêîé çàâè-
ñèìîñòè

dz

dt
=

exp(−χ(t))
V0

dW

dt
=

i

V0I0(t− r)

√
(t− f)(t− g)

(t− p)(t− d)
F3(t) exp(−ω(t)), (27)
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ãäå

F3(t) =
t(t2 + 1)

1 + tr

√
(1 + tf)(1 + tg)

(t+ f)(1− tf)(t+ g)(1− tg)(t+ p)(1− t2p2)(t+ d)(1− t2d2)
.

Èíòåãðèðîâàíèåì ðàâåíñòâà (27) ïî ïîëóîêðóæíîñòè áåñêîíå÷íî ìàëîãî ðàäè-
óñà ñ öåíòîì â òî÷êå t = r ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ íàéäåì ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëèíèÿìè AR è PR

h =
π

V0I0

√
(f − r)(g − r)

(p− r)(d− r)
F3(r) exp(−ω(r)).

Èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèå (27) íà îòðåçêàõ [p, f ] , [f, g] è [g, d] , íàéäåì, ñîîòâåòñòâåí-
íî, äëèíû L1 , L2 , L3 îòðåçêîâ PF , FE , ED

L1 = L1(d, f, g, p, r), L2 = L2(d, f, g, p, r), L3 = L3(d, f, g, p, r); L1 = L3. (28)

Ðèñ. 4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà àíîäíûõ ãðàíèö

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è çàäàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå âåëè÷èíû L1 , L2 ,
L3 , õàðàêòåðíàÿ è êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòè òîêà j0 , jcr , êîýôôèöèåíò a0 . Çíà÷åíèå
êîýôôèöèåíòà a1 íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (2). Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
(22) îïðåäåëÿþòñÿ ìåòîäîì êîëëîêàöèé èç óðàâíåíèÿ (21). Ñèñòåìà óðàâíåíèé, äëÿ
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âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (22) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà ñîâìåñò-
íî ñ óðàâíåíèÿìè (24), (26), (28), ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ
d, f, g, p, r .

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà

L1 = 0, 25, L2 = 0, 5, L3 = 0, 25, j0 = 100À/ñì
2

(29)

Ïðè a0 = 0, 9 è ηcr = 0, 7 âûïîëíåíû ðàñ÷åòû äëÿ äâóõ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêîé ïëîò-
íîñòè òîêà jcr , ðàâíûõ 40 è 50 À/ñì

2
. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà

àíîäíûõ ãðàíèö äëÿ óêàçàííûõ ñëó÷àåâ (ãðàôèêè 1, 2). Ó÷àñòîê BC àíîäíîé ãðà-
íèöû, íà êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (8) îòìå÷åí ñïëîøíîé ëèíèåé, øòðèõîâêîé
- ïåðåõîäíîé ó÷àñòîê AB, íà êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (9). Çàòåì ïðè òåõ æå
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (29) âûïîëíåíû ðàñ÷åòû àíîäíîé ãðàíèöû ïðè a0 = 0, 9 ,

jcr = 50À/ñì
2
, ηcr = 0, 5 (ðèñ.4, ãðàôèê 3) è a0 = 0, 7 , jcr = 50À/ñì

2
, ηcr = 0, 5

(ðèñ.4, ãðàôèê 4).
Èç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè êðèòè÷åñêîé ïëîò-

íîñòè òîêà jcr ðàññòîÿíèå h óìåíüøàåòñÿ. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ jcr äîñòèãàåòñÿ
áîëåå âûñîêàÿ ñòåïåíü ëîêàëèçàöèè ïðîöåññà ðàñòâîðåíèÿ ìåòàëëà. Óìåíüøåíèå
ηcr è ïàðàìåòðà a0 ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðîöåññà.

Summary

N.M. Minazetdinov, L.M. Kotlyar. Electrochemical shaping with stepped current e�ciency
function.

In this paper the analytical solution of the problem of electrochemical machining of metals
with polygonal cathode taking into account discontinuous current e�ciency function has been
deduced. It has been found that with such current e�ciency function there are three areas
with di�erent current distribution functions on unknown surface. Within the scope of the
assumptions made, the original problem is reduced to the problem of a �ctitious �ow of an
ideal �uid with free surfaces. Calculation results for di�erent particular problems are presented.

Key words: electrochemical machining of metals, potential, hydrodynamic analogy, free
surface
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