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Àííîòàöèÿ
Èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà ãàçîâîãî ïóçûðüêà âáëèçè òâåðäîé ñòåíêè ïîä äåéñòâèåì

ðàçíîñòè äàâëåíèé âíóòðè ïóçûðüêà è â îêðóæàþùåé æèäêîñòè. Æèäêîñòü íåâÿçêàÿ
íåñæèìàåìàÿ, åå òå÷åíèå ïîòåíöèàëüíîå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè äàâëåíèå â ïóçûðüêå áîëüøå, ÷åì äàâëåíèå â æèäêîñòè. Â ðàñ÷åòàõ ïðèìåíÿåòñÿ
àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ñõåìå Ýéëåðà è ìåòîäå ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Èññëåäóþòñÿ
âëèÿíèå ñôåðîèäàëüíûõ âîçìóùåíèé íà÷àëüíîé ôîðìû ïóçûðüêà è ðàññòîÿíèÿ îò
ïóçûðüêà äî ñòåíêè íà äèíàìèêó ñèñòåìû ïóçûðåê-æèäêîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà:Êàâèòàöèîííûé ïóçûðåê, ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå æèäêîñòè, ìåòîä
ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

1. Ââåäåíèå
Èçó÷åíèå ñõëîïûâàíèÿ ïóçûðüêîâ â æèäêîñòè îêîëî ñòåíêè ÿâëÿåòñÿ âàæíîé

÷àñòüþ èññëåäîâàíèé êàâèòàöèîííîãî ðàçðóøåíèÿ. Ðåøåíèå çàäà÷è î ñõëîïûâàíèè
ïóçûðüêà âáëèçè ñòåíêè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñêîðîñòü è ôîðìó êóìóëÿòèâíîé
ñòðóè, âîçíèêàþùåé ïðè êîëëàïñå ïóçûðüêà íà åãî ïîâåðõíîñòè è ÿâëÿþùåéñÿ
îäíîé èç ïðè÷èí ýðîçèè òâåðäûõ òåë. Âàæíûìè ôàêòîðàìè, îïðåäåëÿþùèìè
äèíàìèêó ïóçûðüêà ó ñòåíêè, ÿâëÿþòñÿ åãî ôîðìà è ðàññòîÿíèå äî ñòåíêè â íà÷àëå
ñõëîïûâàíèÿ. Âëèÿíèå ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè äëÿ ïåðâîíà÷àëüíî ñôåðè÷åñêîãî
ïóçûðüêà ðàññìàòðèâàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [1 - 4], à èññëåäîâàíèå
âëèÿíèÿ íà÷àëüíûõ îòêëîíåíèé ôîðìû îò ñôåðè÷åñêîé - â [5, 6]. Â [5] îòìå÷åíî
ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà÷àëüíîé íåñôåðè÷íîñòè íà ñêîðîñòü ñòðóè è õàðàêòåð
ñõëîïûâàíèÿ. Â ðÿäå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ äèíàìèêå ïóçûðüêà ó ñòåíêè, íàðÿäó
ñî ñòàäèåé ñæàòèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ è ïðåäøåñòâóþùàÿ åé ñòàäèÿ ðàñøèðåíèÿ
(íàïðèìåð, [2, 3, 7]). Â [7] îòìå÷åíà âàæíîñòü ó÷åòà ôàçû ðàñøèðåíèÿ, êîãäà
ëþáîå âîçìóùåíèå ñôåðè÷åñêîé ôîðìû âî âðåìÿ ðàñøèðåíèÿ êàê è ëþáîé
èñòî÷íèê àñèììåòðèè â îáëàñòè òå÷åíèÿ ìîãóò èìåòü áîëüøîå âëèÿíèå íà ïðîöåññ
ñõëîïûâàíèÿ.

Øèðîêî èñïîëüçóåìûì â èññëåäîâàíèè äèíàìèêè ïóçûðüêà ó ñòåíêè ÿâëÿåòñÿ
ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ) è âïåðâûå ïðèâåäåííûé
â [8]. Â äàëüíåéøåì îí ïîëó÷èë ðàçâèòèå â ðàáîòàõ [1, 2, 7] è äð.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé ìåòîä Ýéëåðà äëÿ îòñëåæèâàíèÿ
äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà è êîððåêöèè ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè æèäêîñòè íà
íåì è ÌÃÝ [9], ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ðàñøèðåíèÿ - ñæàòèÿ ãàçîâîãî ïóçûðüêà,
íàõîäÿùåãîñÿ â èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè âáëèçè òâåðäîé ñòåíêè. Èçó÷åíî
âëèÿíèå îòêëîíåíèé ôîðìû ïóçûðüêà îò ñôåðè÷åñêîé è ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà
ïóçûðüêà äî ñòåíêè íà äèíàìèêó ñèñòåìû ïóçûðåê - æèäêîñòü. Äëÿ ïîëíîòû
ôèçè÷åñêîé êàðòèíû ïîñòðîåíû èçîëèíèè ïîëÿ äàâëåíèÿ îêðóæàþùåé æèäêîñòè.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðèñ. 1.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñøèðåíèå-ñæàòèå êàâèòàöèîííîãî
ïóçûðüêà â æèäêîñòè âáëèçè ïëîñêîé æåñòêîé ñòåíêè.
Ïîâåðõíîñòü ïóçûðüêà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôåðîèä ñ îñüþ ñèììåòðèè z (ðèñ.1).
Íà÷àëüíàÿ íåñôåðè÷íîñòü ïóçûðüêà õàðàêòåðèçóåòñÿ
îòíîøåíèåì ïîëóîñåé e=b/a. Íà÷àëüíûé îáúåì
ïóçûðüêà ðàâåí îáúåìó ñôåðû ðàäèóñà R0 . Äàâëåíèå
íà ¾áåñêîíå÷íîñòè¿ p∞ ïîñòîÿííî. Äàâëåíèå ãàçà â
ïóçûðüêå p0

b â íà÷àëå ðàñøèðåíèÿ áîëüøå äàâëåíèÿ
îêðóæàþùåé æèäêîñòè p∞ . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

æèäêîñòü èäåàëüíàÿ è íåñæèìàåìàÿ, åå äâèæåíèå ïîòåíöèàëüíîå è îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè

∆Φ = 0, Φt +
1
2
(∇Φ)2 +

p− p∞
ρf

= 0, (1)

ãäå Φ - ïîòåíöèàë ñêîðîñòè, t - âðåìÿ, p, p∞ - äàâëåíèå â æèäêîñòè è ¾íà
áåñêîíå÷íîñòè¿, ρf - ïëîòíîñòü æèäêîñòè. Äàâëåíèå â ïóçûðüêå îïðåäåëÿåòñÿ èç
óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñîâåðøåííîãî ãàçà

p− = p0
b

(
V0

V

)γ

. (2)

Çäåñü V0, V - íà÷àëüíûé è òåêóùèé îáúåìû ïóçûðüêà, γ - ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.
Íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêîâ âûïîëíÿþòñÿ äèíàìè÷åñêîå è êèíåìàòè÷åñêîå

óñëîâèÿ

p+ = p− − 2σH, dx/dt = v, (3)
ãäå p+ , p− - äàâëåíèå ñî ñòîðîíû æèäêîñòè è ãàçà â ïóçûðüêå, σ - êîýôôèöèåíò
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, H - ñðåäíÿÿ êðèâèçíà, x, v − ðàäèóñ-âåêòîð è
ñêîðîñòü òî÷êè ïîâåðõíîñòè (v = ∇Φ).

Íà æåñòêîé ñòåíêå ñòàâèòñÿ óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ

∂Φ/∂z = 0. (4)
Ïîòåíöèàë ñêîðîñòè Φ è åãî íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂ Φ/∂n íà ïîâåðõíîñòè

ïóçûðüêà ñâÿçàíû ãðàíè÷íûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì (ÃÈÓ), êîòîðîå äëÿ
îñåñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä [9]

c(ρ, z)Φ(ρ, z) =
∫

S

{ψ(ρ0, z0) K1(ρ0, z0, ρ, z, t)− Φ(ρ0, z0)K2(ρ0, z0, ρ, z, t)}ds0, (5)
ãäå

ψ(ρ0, z0) = ∂Φ(ρ0, z0)/∂n0, K1(ρ0, z0, ρ, z, t) =
ρ0

π

(
K(m)

A
+

K(m2)
A2

)
,

K2(ρ0, z0, ρ, z, t) =
1
π

[
1
2

(
E(m)−K(m)

A
+

E(m2)−K(m2 )
A2

)
dz0

ds0
+

+
ρ0

d2

(
(ρ− ρ0)

dz0

ds0
− (z − z0)

dρ0

ds0

)
E(m)

A
+

ρ0

d2
2

(
(ρ− ρ0)

dz0

ds0
+ (z + z0)

dρ0

ds0

)
E(m2 )

A2

]
,

A2 = (ρ + ρ0)
2 + (z − z0)

2
, A2

2 = (ρ + ρ0)
2 + (z + z0)

2
,
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d2 = (ρ− ρ0)
2 + (z − z0)

2
, d2

2 = (ρ− ρ0)
2 + (z + z0)

2
,

m2 = 4ρρ0/A
2, m2

2 = 4ρρ0/A
2
2,

(ρ, ϕ, z ), (ρ0, ϕ, z0 ) - êîîðäèíàòû òî÷åê íàáëþäåíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, s0 -
äóãîâàÿ êîîðäèíàòà êîíòóðà îáðàçóþùåé ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, K(m), E(m) -
ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû 1 è 2 ðîäà, êîýôôèöèåíò c(ρ, z) ìîæíî ïðèíÿòü
ðàâíûì 0.5 ïðè óñëîâèè ãëàäêîñòè ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà.

3. Äèíàìèêà ñôåðîèäàëüíîãî êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà â âîäå ó
òâåðäîé ñòåíêè

Èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà ñôåðîèäàëüíîãî ïóçûðüêà â âîäå ïðè êîìíàòíûõ
óñëîâèÿõ âáëèçè òâåðäîé ñòåíêè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 âñå òî÷êè
ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà èìåþò íóëåâóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü, à äàâëåíèå â
ïóçûðüêå çàäàåòñÿ áîëüøèì, ÷åì äàâëåíèå îêðóæàþùåé æèäêîñòè. Â ìîìåíò
äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà t1 äàâëåíèå â ïóçûðüêå ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå
äàâëåíèÿ îêðóæàþùåé æèäêîñòè è ïóçûðåê íà÷èíàåò ñõëîïûâàòüñÿ, êàê ïðàâèëî,
ñ îáðàçîâàíèåì êóìóëÿòèâíîé ñòðóè. Ðàñ÷åò ïðîäîëæàåòñÿ äî ìîìåíòà tc
ñîïðèêîñíîâåíèÿ ìåæäó ñîáîé ÷àñòåé ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, â ÷àñòíîñòè,
äî ìîìåíòà êîíòàêòà êîíöà ñòðóè ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíîé ïîâåðõíîñòè
ïóçûðüêà. Äëÿ ñôåðîèäàëüíîé íà÷àëüíîé ôîðìû ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî îáúåì
ïóçûðüêà ðàâåí îáúåìó ñôåðû ðàäèóñà R0 .

Ââåäåì ïàðàìåòð Rm � ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ ñôåðè÷åñêîãî ïóçûðüêà, êîòîðûé
äîñòèãàåòñÿ ïðè çàäàííîé ïåðâîíà÷àëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ðàçíèöå äàâëåíèé p0

b −
p∞ â áåçãðàíè÷íîì îáúåìå æèäêîñòè (ò.å. áåç ñòåíêè). Âåëè÷èíó Rm ìîæíî
îöåíèòü ïî ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå, ñëåäóþùåé èç óðàâíåíèÿ Ðýëåÿ-Ïëåññåòà â
ïðåäïîëîæåíèè R0/Rm << 1

p0
b

(γ − 1) p∞
=

(
Rm

R0

)3

.

Èññëåäîâàío âëèÿíèå íà ýâîëþöèþ ïóçûðüêà åãî íà÷àëüíîé ôîðìû,
õàðàêòåðèçóåìîé ïàðàìåòðîì å, â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîãî íà÷àëüíîãî
ðàññòîÿíèÿ d = h/R0 ìåæäó ïóçûðüêîì è ñòåíêîé è âåëè÷èíû χ = Rm/R0 ,
õàðàêòåðèçóþùåé ìàêñèìàëüíîå ðàñøèðåíèå ïóçûðüêà. Äëÿ ðàñ÷åòîâ âçÿòû
ñëåäóþùèå èñõîäíûå äàííûå

R0 =10−4 ì, e=0.5, 1, 2; d=2, 4, 6, 12; γ =1.4, σ =0,
ρf =1000 êã/ì3 , p∞=0.1 ÌÏà

Íà ðèñ.2 èçîáðàæåíû ôîðìû ïóçûðüêà â 3 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòà âðåìåíè
äëÿ òðåõ çíà÷åíèé å â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè d ïðè χ=6.3. Âèäíî,
÷òî âî âñåõ ïðèâåäåííûõ âàðèàíòàõ íàáëþäàåòñÿ âîçíèêíîâåíèå êóìóëÿòèâíîé
ñòðóè: ó ñïëþùåííîãî ïóçûðüêà (å=0.5) îíà áîëåå òîíêàÿ, à ó âûòÿíóòîãî (å=2)
� áîëåå øèðîêàÿ. Ïðè ýòîì ôîðìà ïóçûðüêà â ìîìåíò tc çàìåòíî ìåíÿåòñÿ â
çàâèñèìîñòè îò åãî ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè. Òàêèì îáðàçîì äëÿ χ=6.3 è 2 < d < 6 íà
êîíå÷íóþ ôîðìó ïóçûðüêà îêàçûâàåò âëèÿíèå êàê åãî íà÷àëüíàÿ íåñôåðè÷íîñòü
òàê è íàëè÷èå ñòåíêè.

Ïðè áîëüøåì çíà÷åíèè χ è d∼ χ âëèÿíèå íà÷àëüíîé ôîðìû ïóçûðüêà íà
åãî ôîðìó â ìîìåíò tc çàìåòíî óìåíüøàåòñÿ è îí ñæèìàåòñÿ êàê ñôåðè÷åñêèé
ïóçûðåê ó ñòåíêè. Íà ðèñ.3 ïðèâåäåíû ôîðìû ïóçûðüêà â ìîìåíò ìàêñèìàëüíîãî
ðàñøèðåíèÿ t1 è â ìîìåíò tc äëÿ å=0.5, 1, 2 ïðè d=12 è χ=12.6. Âèäíî, ÷òî äëÿ



4 Ë.À. ÊÎÑÎËÀÏÎÂÀ, Â.Ã. ÌÀËÀÕÎÂ

Ðèñ. 2. Ôîðìû ïóçûðüêà â òðè ìîìåíòà âðåìåíè t0, t1, tc

äëÿ e=0.5, 1, 2 è d = 2, 4, 6 ïðè χ=6.3

Ðèñ. 3. Ôîðìû ïóçûðüêà â òðè ìîìåíòà âðåìåíè äëÿ e=0.5, 1, 2; d = 12, χ=12.6

a) b)

Ðèñ. 4. Íîðìàëüíàÿ ñêîðîñòü vn íà êîíòóðå ïóçûðüêà â ìîìåíò åãî ìàêñèìàëüíîãî
ðàñøèðåíèÿ äëÿ å=0.5, 1, 2: a - d=12, χ=12.6; á - d=6, χ=6.3

ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèé å ôîðìû êàê â ìîìåíò t1 , òàê è â ìîìåíò tc îòëè÷àþòñÿ
íåçíà÷èòåëüíî, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ñëó÷àÿ d=6, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ.2, ôîðìû
ïóçûðüêîâ â ìîìåíò tc çàìåòíî ðàçëè÷íû.

Íà ðèñ.4 èçîáðàæåíà íîðìàëüíàÿ ñêîðîñòü vn íà êîíòóðå ïóçûðüêà â ìîìåíò
t1 ïðè å=0.5, 1, 2 äëÿ d=12, χ=12.6 (ðèñ.4à) è d=6, χ=6.3, (ðèñ.4á). Âèäíî, ÷òî
ïðè χ=12.6 äëÿ ðàçíûõ å vn ïî÷òè ñîâïàäàåò, à ïðè χ=6.3 çàìåòíî ðàçëè÷àåòñÿ,
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÷òî è îïðåäåëÿåò ðàçíûå ôîðìû ïóçûðüêà â ìîìåíò ñõëîïûâàíèÿ tc .
Îäíîé èç âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê êóìóëÿòèâíîé ñòðóè ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü åå

êîíöà vz0 , êîòîðàÿ â çàâèñèìîñòè îò å è d â ìîìåíò tc äëÿ χ = 6.3 äàíà â òàáëèöå.
Âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì å è óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè
d, íî íå ïðåâûøàåò 110 ì/c.

Òàáëèöà. Ñêîðîñòü vz0 , ì/c, êîíöà ñòðóè â ìîìåíò tc .
HHHHHe

d 3 4 5 6
0.5 90.85 99.35 104.79 109.41
1.0 72.59 77.46 81.22 84.85
2.0 58.42 64.73 70.72 76.24

Äëÿ îöåíêè ðàçðóøàþùåãî âîçäåéñòâèÿ ñòðóè áûëè ïîñòðîåíû ïîëÿ äàâëåíèÿ
æèäêîñòè, îêðóæàþùåé ïóçûðåê, â ìîìåíò tc äëÿ å=0.5, 1, 2 è d=4, 6. Èç ðèñ.4,
ãäå èçîáðàæåíû èçîëèíèè ýòîãî äàâëåíèÿ, âèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå
âîçíèêàåò â âåðøèíå ñòðóè, âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì øèðèíû ñòðóè è íå
ïðåâûøàåò 35 áàð.

à) á) â)

Ðèñ. 5. Èçîëèíèè äàâëåíèÿ (áàð) â ìîìåíò tc

ïðè d = 4, 6 äëÿ å=0.5 (à), å=1 (á) è å=2 (â).

4. Çàêëþ÷åíèå
Èçó÷åíà ýâîëþöèÿ ãàçîâîãî ïóçûðüêà âáëèçè òâåðäîé ñòåíêè ïîä äåéñòâèåì

ðàçíîñòè äàâëåíèé âíóòðè ïóçûðüêà è â îêðóæàþùåé æèäêîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè äàâëåíèå â ïóçûðüêå áîëüøå, ÷åì äàâëåíèå
â æèäêîñòè. Æèäêîñòü íåâÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ, åå òå÷åíèå ïîòåíöèàëüíîå. Â
ðàñ÷åòàõ ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ñõåìå Ýéëåðà è ìåòîäå ãðàíè÷íûõ
ýëåìåíòîâ. Èññëåäîâàío âëèÿíèå íà äèíàìèêó ñèñòåìû ïóçûðåê-æèäêîñòü ôîðìû
ïóçûðüêà è åãî ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè ìàêñèìàëüíîì ðàçìåðå ïóçûðüêà ïîðÿäêà ðàññòîÿíèÿ îò ïóçûðüêà äî ñòåíêè
âëèÿíèå íà÷àëüíîé ôîðìû íà ïðîöåññ ñõëîïûâàíèÿ óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì
åãî ìàêñèìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ.
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Summary
L.A. Kosolapova, V.G. Malakhov Expansion - compression of the spheroidal cavitation

bubble near a rigid wall
The process of collapse of a gas bubble near a rigid wall under the action of the di�er-

ence of the pressure inside the bubble and the surrounding liquid is considered. The liquid is
incompressible, its �ow being potential. It is assumed that at the initial time the pressure in
the bubble is higher than the pressure in the liquid. An algorithm based on the Euler scheme
and the boundary element method is used. In�uence of spheroidal perturbations of the initial
shape of the bubble and the distance between the bubble and the wall on the dynamics of the
system bubble - liquid is examined.

Key words: Cavitation bubble, cumulative jet, potential �uid �ow, boundary element
method
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