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Àííîòàöèÿ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè êîýôôèöèåíòà æåñòêî-
ñòè ïðóæèíû, çàêðåïëåííîé íà îäíîì èç êîíöîâ áàëêè Ýéëåðà-Áåðíóëëè, à òàêæå ìàññû
è ìîìåíòà èíåðöèè ãðóçà, ñîñðåäîòî÷åííîãî íà ýòîì êîíöå, ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì êî-
ëåáàíèé áàëêè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîé èäåíòèôèêàöèè òðåõ íåèçâåñòíûõ - êîýô-
ôèöèåíòà æåñòêîñòè ïðóæèíû, ìàññû è ìîìåíòà èíåðöèè ãðóçà, äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü
ïÿòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäëîæåí ìåòîä äîïîëíèòåëüíûõ íåèç-
âåñòíûõ âåëè÷èí. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî êîððåêòíîñòè çàäà÷è
è äîêàçàíà êîððåêòíîñòü åå ïî À.Í. Òèõîíîâó. Ïðèâåäåíû ôîðìóëû èäåíòèôèêàöèè è
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, îáðàòíàÿ çàäà÷à, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû,
áàëêà, ñîñðåäîòî÷åííûé èíåðöèîííûé ýëåìåíò, êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ïðóæèíû)

1. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è

Â ðàáîòàõ [1] � [3] ïðèâîäÿòñÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè âèäîâ è ïàðàìåòðîâ çà-
êðåïëåíèé ñòåðæíåé è áàëîê. Â ìîíîãðàôèè [1] îáîáùàþòñÿ ðåçóëüòàòû èäåíòè-
ôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé â ñëó÷àå, êîãäà îòûñêèâàþòñÿ âñå èõ êîýôôèöèåíòû. Â
îòëè÷èå îò ýòèõ ðàáîò, çäåñü èäåíòèôèöèðóþòñÿ êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ïðóæèíû
è ïàðàìåòðû ñîñðåäîòî÷åííîãî èíåðöèîííîãî ýëåìåíòà - ìàññà è ìîìåíò èíåðöèè
ãðóçà - ïðèêðåïëåííîìó ê êîíöó áàëêè. Ðàíåå ïîäîáíàÿ çàäà÷à íå ðàññìàòðèâàëàñü.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ áàëêó Ýéëåðà-Áåðíóëëè äëèíîé L , ïëîòíîñòüþ ρ è
ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ F , ëåâûé êîíåö êîòîðîé çàäåëàí; íà ïðàâîì êîíöå
ñîñðåäîòî÷åí ãðóç ìàññîé m1 è ìîìíòîì èíåðöèè I1 , êîòîðûé óïðóãî çàêðåïëåí
íà ïðóæèíêå ñ æåñòêîñòüþ c1 , ïðåïÿòñòâóþùàÿ âåðòèêàëüíîìó ñìåùåíèþ áàëêè.
Òðåáóåòñÿ íàéòè m1 , I1 , c1 ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì êîëåáàíèé áàëêè.

Îòêëîíåíèÿ òî÷åê îñè áàëêè îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (ïðè t = 0) ïðè ïîïå-
ðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îäíîé ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ -
îñåâîé êîîðäèíàòû X è âðåìåíè t : U = U(X, t) . Óðàâíåíèå ñâîáîäíûõ èçãèáíûõ
êîëåáàíèé îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ ñ ïîñòîÿííîé æåñòêîñòüþ íà èçãèá èìååò âèä [4]:

EI
∂4U(X, t)

∂X4
+ ρF

∂2U(X, t)

∂t2
,

ãäå U = U(X, t) - ïðîãèá îñè áàëêè, EI - èçãèáíàÿ æåñòêîñòü, ρ - ïëîòíîñòü áàë-
êè, F - ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ. Ïðè t = 0 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

U(X, 0) = f(X),
∂U(X, 0)

∂t
= g(X),
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ãäå f(X) , g(X) - ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå îñè ñòåðæíÿ.
Åñëè ëåâûé êîíåö çàäåëàí, à íà ïðàâîì êîíöå èìååòñÿ óïðóãî çàêðåïëåííûé

ñîñðåäîòî÷åííûé èíåðöèîííûé ýëåìåíò, òî êðàåâûå óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿ â ñëå-
äóþùåì âèäå:

U = 0,
∂U

∂X
= 0

ïðè (X = 0) ,

EI
∂3U

∂X3
+ c1U = m1

∂2U

∂t2
, EI

∂2U

∂X2
= −I1

∂3U

∂X∂t2
,

ïðè (X = L) . Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ x = X/L ,u = U/L , çàïèøåì óðàâíåíèå ñâî-
áîäíûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèé îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ è êðàåâûå óñëîâèÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∂4u(x, t)

∂x4
+

ρFL4

EI

∂2u(x, t)

∂t2
,

ïðè x = 0 : u = 0, ∂u
∂x = 0,

ïðè x = 1 : EI ∂3u
∂x3 + c1L

3u = −m1L
3 ∂2u
∂t2 , EI ∂2u

∂x2 = −I1L
∂3u

∂x∂t2 .
Òîãäà, ïðè çàìåíå u(x, t) = y(x)cos(ωt) , ïîñòàâëåííàÿ âûøå çàäà÷à ñâîäèòñÿ

(ñì., íàïðèìåð, [5]) ê ñëåäóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å [4]:

y(4) = λ4y, U1 = y(0) = 0, U2 = y′(0) = 0; (1)

U3(y) = y′′′(1) + (a1 − a2λ
4)y(1) = 0, U4(y) = y′′(1)− a3λ

4y′(1) = 0. (2)

Çäåñü a1 = (c1L
3)/(EI) , a2 = m1/(ρFL) , a3 = I1/(ρFL3) , λ4 = ρFL4ω2/(EI) .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì êðàåâóþ çàäà÷ó (1), (2) ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì
λ è íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè ai (i = 1, 2, 3) . Òðåáóåòñÿ ïî åå ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì λk íàéòè íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ai (i = 1, 2, 3) , òî åñòü ïîñòàâ-
ëåííóþ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ìàññû è ìîìåíòà èíåðöèè ãðóçà, ñîñðåäîòî÷åííîãî
íà óïðóãîçàêðåïëåííîì êîíöå ñòåðæíÿ, ñâåëè ê îáðàòíîé. Ýòó îáðàòíóþ çàäà÷ó
ïåðåôîðìóëèðóåì â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ.

Ôóíêöèè y1(x, λ) = (cosλx + coshλx)/2 , y2(x, λ) = (sinλx + sinhλx)/(2λ) ,
y3(x, λ) = (− cosλx+coshλx)/(2λ2) , y4(x, λ) = (− sinλx+sinhλx)/(2λ3) ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

y(4)(x, λ) = λ4y(x, λ), (3)

óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì

y
(r−1)
j (0, λ) =

{
0 ïðè j ̸= r,
1 ïðè j = r,

j, r = 1, 2, 3, 4 (4)

(äðóãèìè ñëîâàìè, ðåøåíèÿ yj(x, λ) (j = 1, 2, 3, 4) îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ
ñèñòåìó Êîøè è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Êðûëîâà [4]). Î áùåå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (3) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

y(x) = y(x, λ) = C1y1(x, λ) + C2y2(x, λ) + C3y3(x, λ) + C4y4(x, λ).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíñòàíò C1 , C2 , C3 , C4 èñïîëüçóåì êðàåâûå óñëîâèÿ (1), (2):

Ui(y) = Ui(C1y1 + C2y2 + C3y3 + C4y4) = C1U1(y1) + C2U2(y2)+
+C3U3(y3) + C4U4(y4) (i = 1, 4)

(5)
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Óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (1), (2) ñëåäóåò èç óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5). Íåíóëåâîå ðåøåíèå äëÿ ñóùå-
ñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíÿåòñÿ íóëþ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû:

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
U1(y1) U1(y2) U1(y3) U1(y4)
U2(y1) U2(y2) U2(y3) U2(y4)
U3(y1) U3(y2) U3(y3) U3(y4)
U4(y1) U4(y2) U4(y3) U4(y4)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (6)

Âûðàæåíèå (6) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îïðåäåëèòåëåì ñïåêòðàëüíîé çàäà-
÷è (1) , (2). Åãî íóëè ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ýòîé çàäà÷è. Ó÷èòûâàÿ
óñëîâèÿ (4), èç (6) ïîëó÷àåì

∆(λ) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0

U3(y1) U3(y2) U3(y3) U3(y4)
U4(y1) U4(y2) U4(y3) U4(y4)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ U3(y3) U3(y4)
U4(y3) U4(y4)

∣∣∣∣ .
Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (1), (2), èìååì

∆(λ) ≡
∣∣∣∣ y′′′3 (1) + a1y3(1)− a2λ

4y3(1) y′′′4 (1) + a1y4(1)− a2λ
4y4(1)

y′′3 (1)− a3λ
4y′3(1) y′′4 (1)− a3λ

4y′4(1)

∣∣∣∣ .
Ñëåäîâàòåëüíî,

∆(λ) ≡ −f0(λ) + a1f1(λ) + a2f2(λ) + a3f3(λ) + a1a3f4(λ) + a2a3f5(λ), (7)

ãäå f0(λ) = (1 + cosλ coshλ)/2 ; f1(λ) = (− cosλ sinhλ+ sinλ coshλ)/(2λ3) ; f2(λ) =
−λ4f1(λ) ; f3(λ) = λ3(sinλ coshλ + cosλ sinhλ)/2 ; f4(λ) = (cosλ coshλ − 1)/2 ;
f5(λ) = −λ4f4(λ) . Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé ïî
ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì â òåðìèíàõ ôóíêöèè (7) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: òðåáóåòñÿ íàéòè íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ai (i = 1, 2, 3) ïî èçâåñòíûì
êîðíÿì λk õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ (7) .

2. Ìåòîä ñèñòåìû òðåõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ïóñòü λk ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è (1), (2). Òîãäà λk

- êîðíè óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ (7) [6]. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ
â (7), ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îòûñêàíèÿ íåèçâåñòíûõ ai (i = 1, 2, 3) :

a1f1(λk) + a2f2(λk) + a3f3(λk) + a1a3f4(λk) + a2a3f5(λk) = f0(λk). (8)

Ñêîëüêî íóæíî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ îäíîçíà÷íîé èäåíòèôèêàöèè êîýô-
ôèöèåíòîâ a1, a2, a3 ? Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñèñòåìû òðåõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
äëÿ ýòîãî ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü λ1 = 0, 735119 , λ2 = 4, 616818 , λ3 = 7, 785263 ïåðâûå òðè ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1), (2). Ïîäñòàâèì èõ â (8), ïîëó÷àåì ñèñòåìó
òðåõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè, èìåþùóþ òðè íàáîðà ðåøåíèé
(ýòè ðåøåíèÿ íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ïàêåòà àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé Maple:

{a1 = 1, 000; a2 = 1, 999; a3 = 2, 999} ,
{a1 = −10, 036; a2 = 2, 009; a3 = 8, 240} ,
{a1 = 2, 297; a2 = −0, 013; a3 = −0, 006} .

(9)
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Â ôèç÷åñêîì ñìûñëå íàì ïîäõîäèò ïåðâûé íàáîð ðåøåíèé, ò.ê. êîýôôèöèåíòû a1 ,
a2 , a3 íå ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûìè. Íî âåäü ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî äâà èëè âñå
òðè íàáîðà ðåøåíèé áóäóò íåîòðèöàòåëüíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî íóæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ äðóãè ìåòîäîì ðåøåíèÿ.

Âîçüìåì äîïîëíèòåëüíî ÷åòâåðòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ4 = 10, 948043 . Çà-
ìåíÿåì â ïðåäûäóùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé òðåòüå óðàâíåíèå íà ÷åòâåðòîå, êîòîðîå
ïîëó÷èëè ïðè ïîäñòàíîâêè â (8). Ïîëó÷àåòñÿ òðè ðåøåíèÿ:

{a1 = 1, 000; a2 = 1, 999; a3 = 2, 999} ,
{a1 = −12, 128; a2 = 2, 005; a3 = 8, 703} ,
{a1 = 2, 297; a2 = −0, 013; a3 = −0, 006} .

(10)

Ðåøåíèå ñèñòåìû òðåõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (8) ñ λ1 = 0, 735119 , λ3 =
7, 785263 , λ4 = 10, 948043 èìååò âèä:

{a1 = 1, 000; a2 = 1, 999; a3 = 2, 999} ,
{a1 = −31, 996; a2 = 2, 005; a3 = 10, 929} ,
{a1 = 2, 297; a2 = −0, 013; a3 = −0, 007} .

(11)

Ïðè λ2 = 4, 616818 , λ3 = 7, 785263 , λ4 = 10, 948043 èç ðåøåíèÿ (8) òàêæå
ñëåäóþò òðè íàáîðà ðåøåíèé:

{a1 = 1, 000; a2 = 1, 999; a3 = 2, 999} ,
{a1 = −1801, 830; a2 = 2, 179; a3 = −0, 119} ,
{a1 = 2, 829; a2 = −0, 013; a3 = −0, 007} .

(12)

Âèäíî, ÷òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå { a1 = 1, 000; a2 = 1, 999; a3 = 2, 999} ÿâ-
ëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âñåõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Îäíàêî äàííûé ìåòîä íå äàåò îòâåòà íà
âîïðîñ, äîñòàòî÷íî ëè ÷åòûðåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ îäíîçíà÷íîé èäåíòèôè-
êàöèè êîýôôèöèåíòîâ a1 , a2 , a3 , òàê êàê â íåêîòîðûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ
âîçíèêàåò âòîðîé íàáîð îáùèõ ðåøåíèé. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî òðåòèé íàáîð ðåøåíèé
â (9), (10), (11), (12), êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ-÷åòûðåõ çíà÷àùèõ
öèôð. Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü âòîðûå ðåøåíèÿ îáùèìè? Äëÿ îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé
âîïðîñ íèæå ïðèâåäåì, ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8), èç êîòîðîãî ñëåäóåò îáùàÿ
òåîðåìà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî
ïÿòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ýòà òåîðåìà òàêæå äàåò îòâåò íà âîïðîñ îá îáùíîñòè
âòîðûõ ðåøåíèé. È îòâåò ýòîò - îòðèöàòåëüíûé.

3. Ìåòîä äîïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ

Ïóñòü λ1 , λ2 , . . . ,λ5 - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1), (2). Ââîäèì äîïîëíè-
òåëüíûå íåèçâåñòíûå

a4 = a1a3, a5 = a2a3 (13)

è ïîäñòàâëÿåì èõ âìåñòå ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λk (k = 1, 2, ..., 5) â óðàâíåíèå
(8). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó ïÿòè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïÿòüþ íåèçâåñò-
íûìè ai (i = 1, 2, ..., 5) :

a1f1(λk) + a2f2(λk) + a3(λk) + a4f4(λk) + a5f5(λk) = f0(λk)
(k = 1, 2, ..., 5).

(14)
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Èç ïðàâèëà Êðàìåðà ñëåäóåò, ÷òî åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû óðàâíåíèé (14)

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(λ1) f2(λ1) . . . f5(λ1)
f1(λ2) f2(λ2) . . . f5(λ2)

...
...

. . .
...

f1(λ5) f2(λ5) . . . f5(λ5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (15)

îòëè÷åí îò íóëÿ, òî êîýôôèöèåíòû ai (i = 1, 2, ..., 5) îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì

a1 = D1/D, a2 = D2/D, a3 = D3/D, (16)

a4 = D4/D, a5 = D5/D, (17)

ãäå Di - îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àþùèéñÿ èç D ïðè çàìåíå ýëåìåíòîâ
fi(λ1), fi(λ2), . . . , fi(λ5) i -ãî ñòîëáöà ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè
f0(λ1), f0(λ2), . . . , f0(λ5) .

Â ñëó÷àå, åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk (k = 1, 2, ..., 5) íàéäåíû ñ ïîãðåøíî-
ñòüþ, òî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî

(D4/D) ̸= (D1/D) · (D3/D),
(D5/D) ̸= (D2/D) · (D3/D),

(18)

è òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðåõ íåèçâåñòíûõ ai (i = 1, 2, 3) ñòà-
íîâèòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé. Òî åñòü çàäà÷à îòûñêàíèÿ íåèçâåñòíûõ ai (i = 1, 2, 3)
ïî ïÿòè çíà÷åíèÿì λk (k = 1, 2, ..., 5) ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèÿ, à ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ
íåêîððåêòíîé ïî Àäàìàðó. Îäíàêî îíà êîððåêòíà ïî À.Í. Òèõîíîâó.

Äëÿ ïîäõîäà À.Í. Òèõîíîâà ê âîïðîñó êîððåêòíîñòè õàðàêòåðíî, ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî M ⊂ V , ñóùåñòâåííî áîëåå óçêîå, ÷åì âñå ïðîñòðàí-
ñòâî V . Ïóñòü îáðàç ìíîæåñòâà M â ïðîñòðàíñòâå Z ïðè îòîáðàæåíèè ñ ïîìîùüþ
îïåðàòîðà R åñòü ìíîæåñòâî Λ , òî åñòü Λ = RM .

Çàäà÷à Rv = z , ãäå v èç ïðîñòðàíñòâà V , à z èç ïðîñòðàíñòâà Z , íàçûâàåòñÿ
êîððåêòíîé ïî À.Í. Òèõîíîâó (óñëîâíî êîððåêòíîé), åñëè [7], [8], [9]:

1) àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò è ïðèíàäëåæèò íåêîòîðî-
ìó ìíîæåñòâó M ïðîñòðàíñòâà V ;

2) ðåøåíèå åäèíñòâåííî íà ìíîæåñòâå M ;
3) äëÿ ëþáîãî ϵ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0 , ÷òî äëÿ ëþáûõ z , z̃ ∈ Λ = RM , è

òàêèõ, ÷òî ∥z − z̃∥Z < δ , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∥v − ṽ∥V < ϵ .
Â îáñóæäàåìîì ñëó÷àå ïîä îïåðàòîðîì R ìîæíî ïîíèìàòü îòîáðàæåíèå, çàäà-

âàåìîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé (14), ïðåîáðàçóþùåå ïÿòåðêó ÷èñåë ai (i = 1, 2, ..., 5)
â ïÿòåðêó çíà÷åíèé λk (k = 1, 2, ..., 5) , ïðè êîòîðûõ ìàòðèöà ñèñòåìû èìååò îïðå-
äåëèòåëü D ̸= 0 . Ìíîæåñòâîì êîððåêòíîñòè M áóäåì íàçûâàòü òàêîå ìíîæåñòâî
ïÿòè÷èñåëüíûõ íàáîðîâ v = (a1, a2, ..., a5) , äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (13). Ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî ìíîæåñòâà êîððåêòíîñòè íåòðóäíî ïîêàçàòü
êîððåêòíîñòü ïî À.Í. Òèõîíîâó çàäà÷è îòûñêàíèÿ ai (i = 1, 2, 3) ïî çíà÷åíè-
ÿì λk (k = 1, 2, ..., 5) , ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé (14), èìååò îïðåäåëèòåëü,
îòëè÷íûé îò íóëÿ.

Ïóñòü V - ýòî ïðîñòðàíñòâî R5 ýëåìåíòîâ v = (v1, v2, ..., v5) , ñ íîðìîé ∥v∥ =
max(|v1|, |v2|, ..., |v5|) ; Z - ýòî ïðîñòðàíñòâî R5 ýëåìåíòîâ z = (z1, z2, ..., z5) ñ íîð-
ìîé ∥z∥ = max(|z1|, |z2|, ..., |z5|) ; îáðàç ìíîæåñòâà M â ïðîñòðàíñòâå Z ïðè îòîáðà-
æåíèè ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà R åñòü ìíîæåñòâî Λ , òî åñòü Λ = RM . Òîãäà çàäà÷à
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Rv = z áóäåò êîððåêòíîé ïî À.Í. Òèõîíîâó, òàê êàê âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå óñëî-
âèÿ âûïîëíåíû (òðåòüå óñëîâèå âûòåêàåò èç àíàëèòè÷íîñòè fi(λ) (i = 0, 1, ..., 5)
ïî λ).

Íàèáîëåå èçâåñòíû äâà ìåòîäà ðåøåíèÿ êîððåêòíûõ ïî À.Í. Òèõîíîâó çàäà÷ -
ìåòîä êâàçèðåøåíèÿ è ìåòîä ïîäáîðà. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøå-
íèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé, êîòîðûé ïî ñóòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìåòîä ïîäáîðà.

Àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî èñêîìûå ÷èñëà ai (i = 1, 2, 3) ñóùåñòâóþò, òàê êàê
èäåíòèôèöèðóåòñÿ ðåàëüíî ñóùåñòâóþùàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Åñëè äåéñòâè-
òåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 , λ2 , ..., λ5 è îïðåäåëèòåëè D ̸= 0 , Di(i =
1, ..., 5) íàéäåíû òî÷íî, òî óñëîâèÿ (13) âûïîëíåíû, ïðè÷åì ÷èñëà ai (i =
1, 2, 3) îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (16). Âñå óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè
ïî À.Í. Òèõîíîâó ðåàëèçîâàíû, â òîì ÷èñëå è òðåòüå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþ-
áîãî ϵ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0 , ÷òî äëÿ ëþáûõ z = (λ1, λ2, ..., λ5) , z̃ =
(λ̃1, λ̃2, ..., λ̃5) ∈ Λ = RM , è òàêèõ, ÷òî ∥z − z̃∥R5 < δ , ñîáëþäàåòñÿ íåðàâåíñòâî∥∥∥(D1/D,D2/D, ...,D5/D)− (D̃1/D, D̃2/D, ..., D̃5/D)

∥∥∥
R5

< ϵ . Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç

àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèé fi(λ) (i = 1, 2, ..., 5) ïî ïàðàìåòðó λ .
Åñëè ÷èñëà λk (k = 1, 2, ...5) , à çíà÷èò, è D ̸= 0 , D1, D2, ..., D5 óñòàíîâëåíû ïðè-

áëèæåííî, òî ðàâåíñòâî (18) ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, è ïîýòîìó ôîðìàëüíî ïî îïðå-
äåëèòåëÿì D ̸= 0 , D1, D2, ..., D5 (ôîðìóëàì Êðàìåðà) íåèçâåñòíûå ai (i = 1, 2, 3)
âû÷èñëèòü íåâîçìîæíî. Îäíàêî äëÿ ïðåäúÿâëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (18) è
íå íóæíî. Ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì áóäåì ñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ ai (i = 1, 2, 3) , íàé-
äåííûå ïî ôîðìóëàì (16), ãäå îïðåäåëèòåëè D ̸= 0 , D1, D2, ..., D5 ðàññ÷èòûâàþòñÿ
ïî ïðèáëèæåííûì λk (k = 1, 2, ...5) . Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ai (i = 1, 2, 3) âìåñòå
ñ ÷èñëàìè ai (i = 4, 5) , îïðåäåëÿåìûìè ïî ôîðìóëàì (13), à íå ïî (17), ëåæàò âî
ìíîæåñòâå êîððåêòíîñòè, òàê êàê äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (13). Ýòè ïðèáëè-
æåííûå ðåøåíèÿ äëÿ ai (i = 1, 2, ..., 5) òåì áëèæå ê òî÷íûì, ÷åì áëèæå ê òî÷íûì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ÷èñëà λk (k = 1, 2, ...5) , à çíà÷èò, ÷åì áëèæå ê òî÷íûì
çíà÷åíèÿì îïðåäåëèòåëè D ̸= 0 , D1, D2, ..., D5 . Òàêèì îáðàçîì, âåðíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Åñëè λk (k = 1, 2, ...5) ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ñîáñòâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è (1), (2), ïðè÷åì îïðåäåëèòåëü (15) ñèñòåìû
óðàâíåíèé (14) îòëè÷åí îò íóëÿ, òî çàäà÷à îòûñêàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïî ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé ïî À.Í. Òèõîíîâó, è åå åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè (16), (17).

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è òàêèå æå, êàê â ïðèìåðå 1,
à èìåííî λ1 = 0, 735119 , λ2 = 4, 616818 , λ3 = 7, 785263 , λ4 = 10, 948043 , λ5 =
14, 10053 . Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (15), (16) è íàõîäÿ D = −6, 859939630 · 1013 ,
D1 = −7, 189451434 · 1013 , D2 = −1, 337629406 · 1014 , D3 = −2, 006758818 · 1014 ,
ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå: a1 = D1/D = 1, 000 , a2 = D2/D = 2, 000 , a3 =
D3/D = 3, 000 Äîêàçàííàÿ òåîðåìà è ïîñëåäíèå äâà ïðèìåðà ïîêàçûâàþò, ÷òî
äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ñåìè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à
âòîðîå ðåøåíèå èç ïåðâîãî ïðèìåðà ñëåäóåò èñêëþ÷èòü.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä äîïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí ïîçâîëèë ïîñòðî-
èòü ìíîæåñòâî êîððåêòíîñòè çàäà÷ è äîêàçàòü èõ êîððåêòíîñòü ïî À.Í. Òèõîíîâó.
Ïðîäåëàííûå âûêëàäêè, ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà è ïðèìåðû ñâèäåòåëüñòâóþò,
÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ òðåõ ïàðàìåòðîâ - êîýôôèöèåíòà æåñòêîñòè
ïðóæèíû óïðóãîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöà áàëêè Ýéëåðà - Áåðíóëëè , à òàêæå ìàññû è
ìîìåíòà èíåðöèè ãðóçà, ñîñðåäîòî÷åííîãî íà ýòîì êîíöå - äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü
ïÿòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. È õîòÿ òåîðåìû ñîäåðæàò ëèøü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ,
êîòîðûå ìîãóò áûòü äàëåêè îò íåîáõîäèìûõ, îíè ïîäòâåðæäàþò äîñòîâåðíîñòü
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ôîðìóë äëÿ òî÷íîé è ïðèáëèæåííîé èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ çàêðåïëåíèÿ è
êîíöåâîãî ãðóçà.

Âûðàæàþ ñâîþ áëàãîäàðíîñòü Àõòÿìîâó Àçàìàòó Ìóõòàðîâè÷ó çà ïîñòàíîâêó
çàäà÷è è Óðìàí÷ååâó Ñàèäó Ôåäîðîâè÷ó çà ïîìîùü â èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòå.

Summary

A.A. Aitbaeva. IDENTIFICATION OF THE STIFFNESS COEFFICIENT OF THE
SPRING ATTACHED TO ONE END OF THE EULER-BERNOULLI BEAM AS WELL
AS MASS AND MOMENT OF INERTIA OF THE LOAD, WHICH CONCENTRATED ON
THIS END.

In this article we consider the problem of identi�cation of the sti�ness sti�ness coe�cient
of the spring attached to one end of the Euler-Bernoulli beam as well as mass and moment of
inertia of the load, which concentrated on this end, by the natural frequencies of vibrations of
the beam. It is shown that for unambiguous identi�cation of the three unknowns - the sti�ness
of the spring, mass and moment of inertia of the load, it is su�cient to use the �ve natural
frequencies.The problem is solved using the method of additional unknowns. This allows us
to determine a correctness set of the problem and to prove the problem is well-posed in the
Tikhonov sense. Formulas of identi�cation and the corresponding examples are given.

Key words: (eigenvalues, the inverse problem, the natural frequencies, beam, concentrated
inertial element, sti�ness ñîe�cient of the spring).
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