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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ñòðóêòóðû îïåðàòîðíûõ àëãåáð,

ïîðîæä�åííûõ îòîáðàæåíèåì è êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé. Îòïðàâíûì ïóíêòîì ÿâëÿåòñÿ îòîáðà-

æåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñ÷�åòíîãî ìíîæåñòâà â ñåáÿ, îïðåäåëÿþùåå íà ïðîñòðàíñòâå l2-ôóíêöèé,

çàäàííûõ íà ýòîì ìíîæåñòâå, îïåðàòîð îáðàòíîãî îáðàçà, ïîðîæäàþùèé, â ñâîþ î÷åðåäü, ÷àñòü

ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ. Â êà÷åñòâå êîììóòàòèâíîé àëãåáðû áåð�åòñÿ àëãåáðà ìóëüòèïëèêàòî-

ðîâ, ïîðîæä�åííàÿ àëãåáðîé îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà çàäàííîì ìíîæåñòâå.

Òîë÷îê ê èññëåäîâàíèþ îïåðàòîðíûõ àëãåáð äàëè ðàáîòû Ìþððåÿ è ôîí Íåéìàíà 1 2 3, ãäå

èññëåäîâàëèñü ñëàáîçàìêíóòûå îïåðàòîðíûå àëãåáðû âïîñëåäñòâèè íàçâàííûå àëãåáðàìè ôîí

Íåéìàíà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ îíè ðàññìàòðèâàëè ðàçëè÷íûå àëãåáðû, îòâå÷àþùèå ãðóïïå

(óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ) è êîììóòàòèâíîé àëãåáðå (ìóëüòèïëèêàòîðàì). Â ñîâðåìåííîé òåðìè-

íîëîãèè òàêèå àëãåáðû òðàêòóþòñÿ êàê ñêðåùåííûå ïðîèçâåäåíèÿ ïî íåêîòîðîé äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìå. Òàêèå (ãðóïïîâûå) ñèñòåìû âîçíèêàþò â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ïðè ðàññìîòðåíèè

çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îáðàòèìûìè ïðîöåññàìè (ñì., íàïðèìåð, îáçîð 4).

Ïåðâûì ïðèìåðîì C∗-àëãåáðû, ïîðîæä�åííîé èçîìåòðè÷íûì, íî íå óíèòàðíûì îïåðàòî-

ðîì, ÿâèëàñü àëãåáðà Ò�åïëèöà. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ àëãåáðà Ò�åïëèöà åñòü

C∗-ïîäàëãåáðà àëãåáðû âñåõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå Õàðäè, ïîðîæäåííàÿ

âñåìè ò�åïëèöåâûìè îïåðàòîðàìè, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíîé C∗-ïîäàëãåáðîé, ñîäåðæà-

ùåé îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà z. Ñîãëàñíî òåîðåìå Êîáóðíà 5 6, àëãåáðó Ò�åïëèöà ìîæíî âëîæèòü

â ëþáóþ C∗-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ íåóíèòàðíóþ èçîìåòðèþ. Ïîýòîìó åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê óíèâåðñàëüíóþ àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ îáðàçóþùåé U ñ ñîîòíîøåíèåì U∗U = I. Ñóùåñòâó-

åò è ïîÿâëÿåòñÿ äî ñèõ ïîð îãðîìíîå êîëè÷åñòâî îáîáùåíèé àëãåáðû Ò�åïëèöà. Áîëüøèíñòâî èç

íèõ ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíèåì C∗-àëãåáð, ïîðîæäåííûõ êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïîé èçîìåòðèé.

1Murray, F., von Neumann, J. On rings of operators // Ann. Math. � 1936 � V. 37 � no. 1 � P. 116-229
2von Neumann, J. On rings of operators, III // Ann. Math. � 1940 � V. 41 � no 1 � P. 94-161
3von Neumann, J. On rings of operators, IV // Ann. Math. � 1943 � V. 44 � no. 4 � P. 716-808
4 Ëîäêèí, À.À., Ðóáøòåéí, Á.À. Ñòðóêòóðà è êëàññèôèêàöèÿ ôàêòîðîâ // Èòîãè íàóêè è òåõíèêè.

Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè. ÂÈÍÈÒÈ � 1985 � Ò. 26 � C. 127-176
5Coburn, L. A.The C∗-algebras generated by an isometry // I. Bull. Am. Math. Soc. � 1967 � V. 73 � P.

722-726
6Coburn, L. A. The C∗-algebras generated by an isometry // II Trans. Am. Math. Soc. � 1969 � V. 137 �

P. 211-217
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Ìîæíî óïîìÿíóòü ðàáîòû Äóãëàñà, Ìåðôè, Äàâèäñîíà è öåëûé ðÿä äðóãèõ ðàáîò 7 8 9 10 11 12

13 14 15.

Â ðÿäå ðàáîò èññëåäîâàëèñü àëãåáðû, ïîðîæä�åííûå íåêîììóòèðóþùèì ñåìåéñòâîì èçîìåò-

ðèé 16 17. Â íåäàâíåé ðàáîòå Õ. Ëè 18 èññëåäîâàë àëãåáðû, ïîðîæä�åííûå íåêîììóòàòèâíîé ïî-

ëóãðóïïîé P ñ ëåâûì ñîêðàùåíèåì è åäèíèöåé. Ïîäîáíîå âíèìàíèå ïðåæäå âñåãî îáúÿñíÿåòñÿ

âîçìîæíîñòüþ ïðèëîæåíèé â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, â ÷àñòíîñòè ê ðåøåíèþ çàäà÷, ñâÿçàííûõ

ñ íåîáðàòèìûìè ïðîöåññàìè â êâàíòîâîé ôèçèêå 19 20 21.

Èññëåäîâàíèÿ ñêðåùåííûõ ïðîèçâåäåíèé, îòâå÷àþùèõ ïîëóãðóïïîâûì äèíàìè÷åñêèì ñè-

7Berger, C. A., Coburn, L. A., Lebow, A. Representation and index theory for C∗-algebras generated by

commuting izometries // J. Funct. Anal. � 1978 � V. 27 � no. 1 � P. 51-99
8Carmen, H. M., Pedro, J. P. Properties of generalized Toeplitz operators // Integral Equations Oper.

Theory � 2001 � V. 40 � no. 1 � P. 106-126
9Davidson, K., Popescu, G. Noncommutative disk algebras for semigroups // Can. J. Math. � 1998 � V.

50 � no. 2 � P. 290-311
10Douglas, R. G. On the C∗-algebra of a one-parameter semigroup of isometries // Acta. Math. � 1972 �

V. 128 � no. 1 � P. 143-152
11Jang, S. Y. Uniquenees property of C∗-algebras like the Toeplitz algebra // Trends in Mathematics,

Information Center of Mathematical Science � 2003 � V. 6 � no. 2 � P. 29-32
12Jang, S. Y. Generalized Toeplitz algebra of a certain non-amenable semigroup // Bull. Korean Math.

Soc. � 2006 � V. 43 � no. 2 � P. 331-341
13 Ji, R. On the smoothed Toeplitz exthesions and K-theory // Proc. Amer. Math. Soc. � 1990 � V. 109 �

no. 1 � P. 31-38
14Murphy, G. J. Ordered groups and Toeplitz algebras // J. Oper. Theory � 1987 � V. 18 � no. 2 � P. 303-326
15Xia, J. The K-theory and the invertibility of almost periodic Toeplitz operators // Integral Equations

Oper. Theory � 1988 � V. 11 � no. 2 � P. 267-286
16Jorgensen, P., Proskurin, D., Samoylenko, Y. On C∗-algebras generated by pairs of q-commuting izometries

// arXiv:math.OA/0311115 v2 � 2003
17Àðçóìàíÿí, Â. À. Îïåðàòîðíûå àëãåáðû, àññîöèèðîâàííûå ñ íåñèíãóëÿðíûìè ýíäîìîðôèçìàìè ïðî-

ñòðàíñòâà Ëåáåãà // Èçâåñòèÿ Àêàäåìèè Íàóê Àðìÿíñêîé ÑÑÐ. Ìàòåìàòèêà � 1986 � Ò. 21� ¹ 6 C.

596-616
18Li, X. Semigroups C∗-algebras and amenability of semigroups // arXiv:1105.5539v2 [math.OA] � 2012
19Horowski, M., Odzijewicz, A., Tereszkiewicz, A. Some integrable systems in nonlinear quantum optics //

arXiv:math-ph/0207031 � 2002
20Odzijewicz, A., Horowski, M., Tereszkiewicz, A. Integrable multi-bozon systems and orthogonal polynomials

// J. Phys. A. � 2001 � V. 34 P. 4353-4376
21Ëåáåäåâ, À.Â., Îäçèåâè÷, À. Ðàñøèðåíèÿ C∗-àëãåáð ÷àñòè÷íûìè èçîìåòðèÿìè // Ìàòåì. Ñáîðíèê

� 2004 � T. 195 � no. 7 � P. 37-70
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ñòåìàì, áûëè èíèöèèðîâàíû ðàáîòàìè Â.À. Àðçóìàíÿíà è À.Ì. Âåðøèêà 22 23 24. Àëãåáðó

Àðçóìàíÿíà-Âåðøèêà 25 ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû, ïîðîæäåí-

íîé áèöèêëè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé è êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé.

Êóíö â 26 âïåðâûå íà÷àë èññëåäîâàòü àëãåáðó On, n ∈ (N \ {1}) ∪ {∞}, ïîðîæäåííóþ ñå-

ìåéñòâîì íåêîììóòèðóþùèõ èçîìåòðèé, ÷üè ïðîåêòîðû íà êîíå÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ñóììå

äàþò åäèíèöó. Ñ ýòîé ïèîíåðñêîé ðàáîòû íà÷àëèñü èññëåäîâàíèÿ àëãåáð, ïîðîæäåííûõ êàê

èçîìåòðèÿìè, òàê è ÷àñòè÷íûìè èçîìåòðèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèÿì.

Îäíèì èç îáîáùåíèé ÿâëÿåòñÿ C∗-àëãåáðà OA, ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðàìè ÷àñòè÷íîé èçî-

ìåòðèè U1, U2, . . . , Un, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì Ui
∗Ui =

n∑
j=1

AijUiUj
∗. Çäåñü A � n× n

ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç íóëåé è åäèíèö. Åñëè ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé, òî àëãåáðà OA ñîâ-

ïàäàåò ñ àëãåáðîé Êóíöà On. Àëãåáðà OA âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè òîïîëîãè÷åñêèõ ìàðêîâñêèõ

öåïåé 27 è íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Êóíöà-Êðèãåðà.

Äðóãîå àêòèâíî ðàçâèâàþùååñÿ íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé ñâÿçàíî ñ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ

ñêðåùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Èññëåäóÿ àëãåáðó On (äîêàçûâàÿ åäèíñòâåííîñòü è ïðîñòîòó), Êóíö

â 28 ðàññìàòðèâàë åå êàê ñêðåùåííîå ïðîèçâåäåíèå UHF -àëãåáðû ïî ýíäîìîðôèçìó ïî àíàëî-

ãèè ñ îáû÷íûì ñêðåùåííûì ïðîèçâåäåíèåì. Ýíäîìîðôèçìû C∗-àëãåáð ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ

ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè, íàïðèìåð 29. Ñòýéñè â 30 îõàðàêòåðèçîâàë ñêðåùåííîå ïðîèçâåäåíèå â

òåðìèíàõ êîâàðèàíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ñêðåùåííîå ïðîèçâåäåíèå ïî ïîëóãðóïïå ýíäîìîðôèç-

22Arzumanian, V., Vershik, A. Star algebras associated with endomorphisms, in Operator algebras and group

repr. // Proc. of 1980 � OAGR Conf. � Pitman � 1984 � V. 1 � P. 17-27
23Àðçóìàíÿí, Â. À., Âåðøèê, À. Ì. Ôàêòîð-ïðåäñòàâëåíèÿ ñêðåùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîììóòàòèâ-

íîé C∗-àëãåáðû è ïîëóãðóïïû åå àâòîìîðôèçìîâ // ÄÀÍ ÑÑÑÐ � 1978 � T. 238 � ¹ 3 � C. 513-516
24Àðçóìàíÿí, Â. À. Îïåðàòîðíûå àëãåáðû, àññîöèèðîâàííûå ñ íåñèíãóëÿðíûìè ýíäîìîðôèçìàìè ïðî-

ñòðàíñòâà Ëåáåãà // Èçâåñòèÿ Àêàäåìèè Íàóê Àðìÿíñêîé ÑÑÐ. Ìàòåìàòèêà � 1986 T. 21 � ¹ 6 � C.

596-616
25Exel, R., Vershik, A. C∗-algebras of irreversible dinamical systems // arXiv:math/0203185v1[math.OA]

� 2002
26Cuntz, J. Simple C∗-algebras generated by isometries // Comm. Math. Phys. � 1977 �V. 57 � P. 173-185
27Cuntz, J., Krieger, W. A class of C∗-algebras and topological Markov chains // Invent. Math. � 1980 �

V. 56 � no. 3 � P. 251-268
28Cuntz, J. Simple C∗-algebras generated by isometries // Comm. Math. Phys. � 1977 � V. 57 P. 173-185
29Doplicher, S., Roberts, J.E. Endomorphisms of C∗-algebras, cross products and duality for compact groups

// Ann. of Math. � 1989 � V. 130 � no. 2 � P. 75-119
30Stacey, P. J. Crossed product of C∗-algebras by ∗-endomorphisms // J. Austral. Math. Soc., Series A �

1993 � V. 54 � P. 204-212
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ìîâ ðàññìàòðèâàëîñü, íàïðèìåð, â 31 32. Â ðàáîòàõ 33 34 35 ðàññìàòðèâàëîñü ÷àñòè÷íîå äåéñòâèå

ãðóïï è ÷àñòè÷íîå ñêðåùåííîå ïðîèçâåäåíèå. Â ñòàòüå 36 ïðåäëîæåí åùå îäíà îáîáùàþùàÿ êîí-

ñòðóêöèÿ, ãäå ýíäîìîðôèçì C∗-àëãåáðû ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ÷àñòè÷íîé èçîìåòðèè.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ C∗-àëãåáðà Mϕ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì, ââåä�åíîé Ãðè-

ãîðÿíîì Ñ. À. è Êóçíåöîâîé À. Þ. â ðàáîòàõ 37 38 C∗-àëãåáðû Aϕ, ïîðîæä�åííîé ïîëóãðóïïîé

÷àñòè÷íûõ èçîìåòðèé èíäóöèðîâàííûõ îòîáðàæåíèåì ϕ ñ÷�åòíîãî ìíîæåñòâå X, â ñåáÿ.

Àëãåáðà Mϕ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðíîé àëãåáðîé, îáðàçóþùèìè êîòîðîé, ïîìèìî ÷àñòè÷íûõ

èçîìåòðèé ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðû � îïåðàòîðû äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå l2-ôóíêöèé

íà ìíîæåñòâå X, ïîðîæä�åííûå îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè íà X. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî îá-

ðàçóþùèõ óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåë�åííûì ñîîòíîøåíèÿì, à àëãåáðà ìóëüòèïëèêàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ

ìàêñèìàëüíîé êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðîé â Mϕ.

Öåëü ðàáîòû: èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû îïåðàòîðíîé àëãåáðû Mϕ, à òàêæå ñòðóêòóðû åå

ôàêòîð-àëãåáðû M̂ϕ ïî èäåàëó êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ãàð-

ìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, òåîðèè ãðóïï, òåîðèè C∗-àëãåáð è èõ ïðåäñòàâëåíèé, òåîðèè îïåðàòîðîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïðåäëîæåí êëàññ C∗-àëãåáð, àññîöèèðîâàííûé ñ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòå-

ìàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà. Â äàííîé ðàáîòå â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (X, δ, ϕ) îòîáðàæåíèå ϕ â

îáùåì ñëó÷àå íå ñîõðàíÿåò òèï ìåðû.

Êðîìå òîãî, àëãåáðà Mϕ ñîäåðæèò êàê ïîäàëãåáðó àëãåáðó Aϕ, êîòîðàÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå

ìîæåò áûòü îòíåñåíà ê àëãåáðàì, ïîðîæäåííûì ñåìåéñòâîì îïåðàòîðîâ ÷àñòè÷íîé èçîìåòðèè

ñ ñîîòíîøåíèÿìè íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêòîðû.

31Boyd, S., Keswani, N., Raeburn, I. Faithful representations of crossed products by endomorphisms //

Proc. Amer. Math. Soc. � 1993 � V. 118 � no. 2 � P. 427-436
32Adji, S., Laca, M., Nilsen, M., Raeburn, I. Crossed products by semigroups of endomorphisms and Toeplitz

algebras of ordered groups // Proc. Amer. Math. Soc. � 1994 � V. 122 � no. 4 � P. 1133-1141
33Exel, R. Circle actions on C∗-algebras, partial automorphisms and generalized Pimsner-Voiculescu exact

sequence // J. Funct. Anal. � 1994 � V. 122 � P. 361-401
34McClanachan, K. K-theory for partial crossed products by discrete groups // J. Funct. Anal. � 1995 � V.

130 � P. 77-117
35Sieben, N. C∗-crossed products by partial actions and actions of inverse semigroups // Austral. Math.

Soc. Ser. A. � 1997 � V. 63 � P. 32-46
36Antonevich, A.B., Bakhtin, V.I., Lebedev, A.V. Crossed product of a C∗-algebra by an endomorphism,

coe�cient algebras and transfer operators // [arXiv:math/0502415v1][math.OA] � 2005
37Grigoryn, S., Kuznetsova, A. C∗-algebras generated by mappings // Lobachevskii J. of Math. � 2008 �

V. 29 � no. 1 P. 5-8
38Ãðèãîðÿí, Ñ. À. and Êóçíåöîâà, À. Þ. C∗-àëãåáðû, ïîðîæäåííûå îòîáðàæåíèÿìè // Ìàòåì. Çà-

ìåòêè � 2010 � T. 87 ¹ 5 � C. 694-703
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è

ïîñâÿùåíà C∗-àëãåáðàì, ïîðîæä�åííûì êîíå÷íûì èëè ñ÷�åòíûì ñåìåéñòâîì ÷àñòè÷íûõ èçîìåò-

ðèé è êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðîé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå êîâàðèàíòíûå ñèñòåìû, àññî-

öèèðîâàííûå ñMϕ, è, ñîîòâåòñòâåííî, ãðàäóèðîâêè, ïîðîæä�åííûå ýòèìè ñèñòåìàìè. Ïîêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî ýòè àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ ÿäåðíûìè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèìåðû, â ÷àñòíîñòè,

ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ èíúåêòèâíîãî (íå áèåêòèâíîãî) îòîáðàæåíèÿ àëãåáðà Mϕ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäåM(X)T, ãäåM(X) � ìàêñèìàëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà â B(l2(X)) è T � àëãåáðà

Ò�åïëèöà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè îïåðàòîðíûõ àëãåáð, à

òàêæå â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ êâàíòîâîé ôèçèêè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû áûëè äîëîæåíû íà:

• Äåñÿòîé ìåæäóíàðîäíîé Êàçàíñêîé ëåòíåé íàó÷íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Òåîðèÿ ôóíê-

öèé, åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿, Êàçàíü, 1-7 èþëÿ 2011 ã.

• Îäèííàäöàòîé ìåæäóíàðîäíîé Êàçàíñêîé ëåòíåé íàó÷íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Òåîðèÿ

ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿, Êàçàíü, 22�28 àâãóñòà 2013 ã.

• Ãîäè÷íîé ñåññèè Àðìÿíñêîãî Ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, Åðåâàí, 2013ã.

• ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ-2011¿, Êàçàíü, 31 îêòÿáðÿ � 4 íîÿáðÿ 2011 ã.

• Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû åñòåñòâåí-

íûõ è ãóìàíèòàðíûõ íàóê¿, Çåëåíîäîëüñê, 2013 ã.

• ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ-2014¿, Êàçàíü, 24 � 29 îêòÿáðÿ 2014 ã.

• Äâåíàäöàòîé ìåæäóíàðîäíîé Êàçàíñêîé ëåòíåé íàó÷íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Òåîðèÿ

ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿, Êàçàíü, 24 èþíÿ � 4 èþëÿ 2015 ã.

• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî àëãåáðå, àíàëèçó è ãåîìåòðèè ïîñâÿù�åííîé þáèëåÿì

Ï.À. è À.Ï. Øèðîêîâûõ, Êàçàíü, 26 èþíÿ � 2 èþëÿ 2016 ã.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî âîñåìü ðàáîò, â òîì ÷èñëå ÷åòûðå ñòàòüè

â èçäàíèÿõ èç ñïèñêà ÂÀÊ. Ñîîòâåòñòâóþùèé ñïèñîê ïðèâåäåí â êîíöå ðàáîòû.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, óêàçàòåëÿ

îáîçíà÷åíèé, óêàçàòåëÿ òåðìèíîâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 112 ñòðàíèö.

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê ñîäåðæèò 69 íàèìåíîâàíèé.

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû
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1. Óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà èññëåäóåìîé C∗-àëãåáðû Mϕ ïîðîæä�åííîé ñåìåéñòâîì ÷àñòè÷íûõ

èçîìåòðèé èíäóöèðîâàííûì îòîáðàæåíèåì ϕ è àëãåáðîé ìóëüòèïëèêàòîðîâ. Ïîêàçàíî,

÷òî Mϕ ÿäåðíà, àëãåáðà ìóëüòèïëèêàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ å�å ìàêñèìàëüíîé êîììóòàòèâíîé

ïîäàëãåáðîé.

2. Ïîñòðîåíû êîâàðèàíòíûå ñèñòåìû íà C∗-àëãåáðå Mϕ ñ äåéñòâèÿìè ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ãðóïïû óíèìîäóëÿðíûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè) è ïðÿìîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ ñ÷�åòíîãî ñåìåéñòâà òàêèõ îêðóæíîñòåé (áåñêîíå÷íîìåðíîãî òîðà) è ïîëó÷åíû

ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàäóèðîâêè.

3. Îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è

áåñêîíå÷íîìåðíîãî òîðà ïîäàëãåáð C∗-àëãåáðû Mϕ, à ïîäàëãåáðà íåïîäâèæíàÿ, îòíîñè-

òåëüíî äåéñòâèÿ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðåäåëîì ëèìèíàëüíûõ ïî-

äàëãåáð.

4. Îïðåäåëåíû ãëàâíûå èäåàëû ôàêòîð-àëãåáðû àëãåáðû Mϕ ïî èäåàëó êîìïàêòíûõ îïåðà-

òîðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ôàêòîð-àëãåáðà ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîé ñóììû äâóõ ãëàâíûõ

èäåàëîâ è îïèñàí å�å öåíòð.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ñ.À. Ãðèãîðÿíó çà ïðåä-

ëîæåííóþ òåìàòèêó èññëåäîâàíèé, öåííûå ñîâåòû, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ïåðâàÿ ãëàâà íîñèò ââîäíûé õàðàêòåð è ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ. Â íåé ââîäèòñÿ

îñíîâíîé îáúåêò èññëåäîâàíèÿ.

Ìàòåðèàë äàííîé ãëàâû èçëîæåí â ðàáîòå [1].

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ñåìåéñòâî ÷àñòè÷íûõ èçîìåòðèé, ÿâëÿþùååñÿ ÷àñòüþ ìíî-

æåñòâà îáðàçóþùèõ èññëåäóåìîé àëãåáðû. Äàíî îòîáðàæåíèå ϕ : X −→ X äåéñòâóþùåå íà

çàäàííîì ñ÷�åòíîì ìíîæåñòâå X ñ êîíå÷íîé ìîùíîñòüþ ïðîîáðàçà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà: ∀x ∈

X, card(ϕ−1[x]) < ∞, è îòñóòñòâèåì öèêëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ: ∀x ∈ X, ∀n ∈ N, ϕ◦n(x) 6= x.

Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå l2(X) = {f : X → C :
∑
x∈X
|f(x)|2 < ∞}, ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì, îíî ïîðîæäàåò îïåðàòîð

Tϕ : l2(X) −→ l2(X) : Tϕ(f) := f ◦ ϕ � îáðàòíûé îáðàç îòîáðàæåíèÿ ϕ.

Ýòîò îïåðàòîð, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åí, íî çàìûêàåì, (Òåîðåìà 1.1.2.) Îí, â ñâîþ

î÷åðåäü, ïîðîæäàåò ñåìåéñòâî ÷àñòè÷íûõ èçîìåòðèé {Uk : k ∈ spec(Tϕ
∗Tϕ) \ {0}} â l2(X) è
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ñàì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýòî ñåìåéñòâî ôîðìóëîé: Tϕ =
∑

k∈spec(Tϕ∗Tϕ)\{0}

√
k Uk, (Òåîðåìà 1.1.6.).

Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ: UiUj
∗ = 0, ïðè i 6= j.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå îïèñûâàåòñÿ C∗-àëãåáðà Aϕ ïîðîæä�åííàÿ ýòèì ñåìåéñòâîì ÷à-

ñòè÷íûõ èçîìåòðèé. Ýòà àëãåáðà ðàíåå èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ 39 40. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå

èñïîëüçîâàëèñü ïðè å�å èçó÷åíèè, èñïîëüçóþòñÿ è â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå îïèñûâàåòñÿ C∗-àëãåáðà ìóëüòèïëèêàòîðîâM(X).

Ðàññìîòðèì C∗-àëãåáðó l∞(X) � îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå X ñ ïîòî÷å÷íûìè

îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, ñîïðÿæåíèÿ è ðàâíîìåðíîé íîðìîé. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ f èç

l∞(X) ïîðîæäàåò îïåðàòîð � ìóëüòèïëèêàòîð

Mf : l2(X) −→ l2(X); Mf (g) := fg, ãäå g ∈ l2(X).

Îòîáðàæåíèå f 7→ Mf ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì *-ïðåäñòàâëåíèåì M : l∞(X) −→ B(l2(X)), ñîõðàíÿþ-

ùèì íîðìó: ‖Mf‖ = ‖f‖∞. Àëãåáðà ìóëüòèïëèêàòîðîâ M(X) � ýòî îáðàç àëãåáðû l∞(X)

ïðè ýòîì ïðåäñòàâëåíèè. ÀëãåáðàM(X) êîììóòàòèâíà.

ÀëãåáðàM(X) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðîé â B(l2(X)), (Òåîðåìà

1.3.1.).

Ýëåìåíòû ñåìåéñòâà ÷àñòè÷íûõ èçîìåòðèé {Uk : k ∈ spec(Tϕ
∗Tϕ) \ {0}}, îïðåäåë�åííûõ

âûøå ñâÿçàíû ñ îïåðàòîðàìè èçM(X) îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

UkMf = MTϕ(f)Uk, MfUk
∗ = Uk

∗MTϕ(f), U∗kMfUk = Mψk(f), (Ëåììû 1.3.4. è 1.3.5.), ãäå

îòîáðàæåíèå ψk : l∞(X) −→ l∞(X), îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

ψk(f)(x) :=


1
k

∑
y∈ϕ−1[x]

f(y), card(ϕ−1[x]) = k,

0, card(ϕ−1[x]) 6= k

Â ÷åòâ�åðòîì ïàðàãðàôå îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíîé îáúåêò èññëåäîâàíèÿ äàííîé ðàáîòû C∗-

àëãåáðà Mϕ è îïèñûâàåòñÿ ñòðîåíèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà l2(X).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mϕ C∗-ïîäàëãåáðó B(l2(X)), ïîðîæä�åííóþ àëãåáðîéM(X) è ñåìåéñòâîì

îïåðàòîðîâ ÷àñòè÷íîé èçîìåòðèè {Uk}k∈N.

Àëãåáðà M(X) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðîé â Mϕ, (Òåîðåìà

1.4.1.)

39Grigoryn, S., Kuznetsova, A. C∗-algebras generated by mappings // Lobachevskii J. of Math. � 2008 �

V. 29 � no 1 � P. 5-8
40Ãðèãîðÿí, Ñ.À., Êóçíåöîâà, À.Þ. C∗-àëãåáðû, ïîðîæäåííûå îòîáðàæåíèÿìè // Ìàòåì. Çàìåòêè �

2010 � V. 87 � no. 5 � P. 694-703
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Ïðîñòðàíñòâî l2(X) ðàçëàãàåòñÿ â îðòîãîíàëüíûå ïðÿìûå ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ èíâàðè-

àíòíûõ äëÿ îïåðàòîðîâ Tϕ
∗Tϕ : l2(X) ≈

⊕
k∈Z+

l2(Xk), è äëÿ TϕTϕ
∗ : l2(X) =

⊕
k∈Z+

l2k, ãäå

∀k ∈ Z+, Xk := {x ∈ X : card(ϕ−1[x]) = k}, (ìû ïîëàãàåì l2(∅) := {0}). l2(Xk) ≈ {f ∈

l2(X) : (Tϕ
∗Tϕ)(f) = kf}, è ∀k ∈ N, l2k := {f ∈ l2(X) : (TϕTϕ

∗)(f) = kf}. Òàêæå ïîëàãàåì:

l20 := (
⊕
k∈N

l2k)
⊥.

Äëÿ âñåõ x ∈ X : ϕ−1[x] 6= ∅, âåêòîðû ex := 1√
card(ϕ−1[x])

∑
y∈ϕ−1[x]

δy îáðàçóþò îðòîíîðìèðî-

âàííûé áàçèñ äëÿ l2card(ϕ−1[x]). Çäåñü δx ∈ l
2(X) : ∀x, y ∈ X, δx(y) = δyx� ñèìâîë Êðîíåêåðà,

îáðàçóþò åñòåñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà l2(X). Âûïîëíåíî:

Uk(δx) =

 ex, x ∈ Xk;

0, x /∈ Xk;
Uk
∗(ex) =

 δx, x ∈ Xk;

0, x /∈ Xk.

Âî âòîðîé ãëàâå Ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà àëãåáðû Mϕ, ñîñòîÿùåé èç ñåìè ïàðàãðà-

ôîâ, îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà àëãåáðû Mϕ, â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàþòñÿ

ãðàäóèðîâêè àëãåáðû Mϕ, ïîðîæä�åííûå êîâàðèàíòíûìè ñèñòåìàìè ñ ãðóïïàìè îêðóæíîñòè

è áåñêîíå÷íîìåðíîãîãî òîðà. Äëÿ ýòîãî èçó÷àåòñÿ ñòðóêòóðà ïîëóãðóïïû ìîíîìîâ èññëåäóåìîé

àëãåáðû. Êðîìå òîãî, â äàííîé ãëàâå ìû äîêàçûâàåì ÿäåðíîñòü àëãåáðû Mϕ. Ñ ýòîé öåëüþ

ìû ïîäðîáíî èçó÷èì ñòðóêòóðó ïîäàëãåáðû Mϕ,0. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî óêàçàííàÿ ïîäàëãåáðà

ÿâëÿåòñÿ èíäóêòèâíûì ïðåäåëîì áëî÷íûõ ïîäàëãåáð, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÿäåðíûìè. ßäåðíîñòü

àëãåáðû Mϕ äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâíîãî îæèäàíèÿ íà ïîäàëãåáðó Mϕ,0.

Ìàòåðèàë äàííîé ãëàâû èçëîæåí â ðàáîòàõ [1], [3], [4].

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëóãðóïïà ìîíîìîâ àëãåáðû Mϕ.

Ýëåìåíòàðíûì ìîíîìîì àëãåáðû Mϕ íàçîâåì ëþáîé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà

{Uk}k∈N
⋃
{Uk∗}k∈N

⋃
{Mf}f∈l∞(X).

Ìîíîìîì àëãåáðû Mϕ íàçîâåì ëþáîå êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ ìîíîìîâ.

Äëèíîé d(V ) ìîíîìà V íàçîâåì íàèìåíüøåå ÷èñëî îïåðàòîðîâ ÷àñòè÷íîé èçîìåòðèè (ýëå-

ìåíòàðíûõ ìîíîìîâ èç ìíîæåñòâà {Uk}k∈N
⋃
{Uk∗}k∈N), ó÷àñòâóþùèõ â åãî ïðåäñòàâëåíèè.

Îïðåäåëèì èíäåêñ ind, äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ìîíîìîâ, ïîëîæèâ:

ind(Uk) := 1, ind(Uk
∗) := −1, ind(Mf ) := 0.

Èíäåêñîì ind(V ), íåíóëåâîãî ìîíîìà V, íàçîâåì ñóììó èíäåêñîâ ýëåìåíòàðíûõ ìîíîìîâ, ó÷àñò-

âóþùèõ â åãî ïðåäñòàâëåíèè. Èíäåêñ íóëåâîãî ìîíîìà ïîëîæèì ðàâíûì íóëþ.

Ëåììà 2.1.2. Èíäåêñ ìîíîìà îïðåäåëåí êîððåêòíî (íå çàâèñèò îò åãî ïðåäñòàâëåíèÿ â

âèäå ïðîèçâåäåíèÿ).

10



Åñëè V1 è V2 � äâà ìîíîìà, è V1V2 6= 0, òî ind(V1V2) = ind (V1) + ind(V2) .

Ñêàæåì, ÷òî ìîíîì W ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë�åí, åñëè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå W =
m∏
k=1

MfkUjk
′Mgk , ãäå Ujk

′ ∈ {Ujk , Ujk∗}, fk, gk ∈ l∞(X) è ind

(
m∏
k=l

MfkUjk
′Mgk

)
≥ 0 äëÿ ëþáîãî

l ≥ 1.

Ëåììà 2.1.5. Ïóñòü W � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë�åííûé ìîíîì íóëåâîãî èíäåêñà, â ïðåä-

ñòàâëåíèè êîòîðîãî ó÷àñòâóþò òîëüêî îïåðàòîðû ÷àñòè÷íîé èçîìåòðèè. Òîãäà W � ïîëî-

æèòåëüíûé îïåðàòîð ñ êîíå÷íûì ñïåêòðîì è ìíîæåñòâî {δx}x∈X ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà W .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Monϕ � ïîëóãðóïïó âñåõ ìîíîìîâ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ, à ÷åðåç

Mon+
ϕ � å�å ïîäïîëóãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç íóëåâîãî è âñåõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë�åííûõ ìî-

íîìîâ. À òàêæå ïîäïîëóãðóïïó ìîíîìîâ íóëåâîãî èíäåêñà Monϕ,0, è Mon+
ϕ,0 � ïîäïîëóãðóïïó

ïîëóãðóïïû Mon+
ϕ , ñîñòîÿùàÿ èç íóëåâîãî è âñåõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë�åííûõ ìîíîìîâ èíäåêñà

íîëü. Èç ëåììû 2.1.5 ñëåäóåò, ÷òî Mon+
ϕ,0 ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ïîäïîëóãðóïïîé ïîëóãðóïïû

ìîíîìîâ Monϕ.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ãðàäóèðîâêà íà àëãåáðå Mϕ.

Îïåðàòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàþò çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî C∗-àëãåáðû. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Mϕ,n îïåðàòîðíîå ïðîñòðàíñòâî â Mϕ, ïîðîæä�åííîå ìîíîìàìè èíäåêñà n.

Òåîðåìà 2.2.1. Àëãåáðà Mϕ ÿâëÿåòñÿ Z-ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé:

Mϕ =
⊕
n∈Z

Mϕ,n.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîâàðèàíòíûå ñèñòåìû, ñâÿçàííûå ñ àëãåáðîé

Mϕ.

Êîâàðèàíòíîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ òðîéêà (A, G, α), ñîñòîÿùàÿ èç C∗-àëãåáðû A, ëîêàëüíî

êîìïàêòíîé ãðóïïû G è íåïðåðûâíîãî ãîìîìîðôèçìà α : G −→ Aut(A).

Ïîñòðîèì êîâàðèàíòíóþ ñèñòåìó (Mϕ,T, α), ãäå T � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü íà C. Ñíà÷àëà

íàïîìíèì îáùèå îïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ êàæäîãî n ∈ Z îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

An := {A ∈ A : α(z)(A) = znA, ∀z ∈ T}

è ñïåêòðàëüíûé ïðîåêòîð Pn : A −→ A, Pn(A) :=
∫
T
z−nα(z)(A) dz, A ∈ A.

Îáðàçîì ïðîåêòîðà Pn ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî An. Ïîäàëãåáðà A0 ÿâëÿåòñÿ

íåïîäâèæíîé ïîäàëãåáðîé äëÿ äåéñòâèÿ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Îïðåäåëèâ äåéñòâèå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè α : T −→ Aut(Mϕ) íà ìîíîìàõ:

α(z)(V ) = zind(V ) V
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è äàëåå ïî ëèíåéíîñòè ïîëó÷èì

Òåîðåìà 2.3.1. Ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû T â ãðóïïó àâòî-

ìîðôèçìîâ àëãåáðû Mϕ, ÷òî n-îå ñïåêòðàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðíûì

ïðîñòðàíñòâîì Mϕ,n.

Òàêèì îáðàçîì Z-ãðàäóèðîâêà Mϕ ñîãëàñîâàíà ñ êîâàðèàíòíîé ñèñòåìîé (Mϕ,T, α).

Z-ãðàäóèðîâêà Mϕ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé.

Ðàññìîòðèì C0(N,Z) � àääèòèâíóþ ãðóïïó âñåõ ôèíèòíûõ îòîáðàæåíèé èç N â Z îòíîñè-

òåëüíî ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ.

Êàæäîå n ∈ C0(N,Z) èìååò âèä n =
∑
k∈N

nkδk, nk ∈ Z, ãäå δk : N −→ Z : δk(m) := δmk .

Îïðåäåëèì ìóëüòèèíäåêñ m-ind : Monϕ −→ C0(N,Z), ïîëàãàÿ:

m-ind(Uk) := δk, m-ind(Uk
∗) := −δk, m-ind(Mf ) := 0.

Ìóëüòèèíäåêñ ìîíîìà V îïðåäåëèì êàê ñóììó ìóëüòèèíäåêñîâ ýëåìåíòàðíûõ ìîíîìîâ,

ó÷àñòâóþùèõ â åãî ïðåäñòàâëåíèè.

Òåîðåìà 2.3.5. Ìóëüòèèíäåêñ ìîíîìà îïðåäåëåí êîððåòíî.

Cëåäñòâèå 2.3.6. Monϕ =
∐

n∈C0(N,Z)

Monn
ϕ, ãäå Monn

ϕ �ìíîæåñòâî ìîíîìîâ ìóëü-

òèèíäåêñà n.

Åñëè V1 è V2 � äâà ìîíîìà, è V1V2 6= 0, òî m-ind(V1V2) = m-ind(V1) + m-ind(V2). ×åðåç

Mϕ,n îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæä�åííîå ìîíîìàìè èç Monn
ϕ.

Ðàññìîòðèì T∞ := C(N,T) � êîìïàêòíóþ ãðóïïó õàðàêòåðîâ äèñêðåòíîé ãðóïïû C0(N,Z).

Çàìåòèì, ÷òî T∞ ÿâëÿåòñÿ ñ÷�åòíûì äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì åäèíè÷íûõ îêðóæíîñòåé ñ òî-

ïîëîãèåé Òèõîíîâà. Ïî òåîðåìå Ïîíòðÿãèíà C0(N,Z) èçîìîðôíà ãðóïïå õàðàêòåðîâ T∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç χn õàðàêòåð T∞, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó n ∈ C0(N,Z).

Ðàññìîòðèì C∗-àëãåáðó C(T∞,Mϕ) îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íûõ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ñ ðàâ-

íîìåðíîé íîðìîé, ‖f‖∞ := sup{‖f(z)‖ : z ∈ T∞}, è åñòåñòâåííîé èíâîëþöèåé f∗(z) := f(z)∗.

Îïðåäåëèì äåéñòâèå τ̃ : T∞ −→ Aut(C(T∞,Mϕ)) : τ̃(z1)(f)(z2) = f(z1z2).

Äëÿ êàæäîãî ìîíîìà V ∈Mϕ îïðåäåëèì Mϕ�çíà÷íóþ ôóíêöèþ Ṽ ∈ C(T∞,Mϕ), ïîëàãàÿ:

∀z ∈ T∞, Ṽ (z) := χm-ind(V )(z)V.

Ïóñòü M̃ϕ � C∗-ïîäàëãåáðà C(T∞,Mϕ), ïîðîæä�åííàÿ ìíîæåñòâîì {Ṽ : V ∈ Monϕ}.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.8. Àëãåáðà M̃ϕ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ τ̃ .

C∗-àëãåáðû M̃ϕ è Mϕ èçîìîðôíû.

Òåîðåìà 2.3.9. Ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå ïðåäñòàâëåíèå τ : T∞ −→ Aut(Mϕ), ÷òî

îïåðàòîðíîå ïðîñòðàíñòâî â àëãåáðå Mϕ, ïîðîæä�åííîå ìîíîìàìè ìóëüòèèíäåêñà n, îïðåäå-
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ëÿåòñÿ äåéñòâèåì ãðóïïû T∞, ò. å.

Mϕ,n = {A ∈Mϕ : A =

∫
T∞

τ(z)(A)χ−n(z)dµ(z)}.

Ñëåäñòâèå 2.3.10. Íà C∗-àëãåáðå Mϕ ìîæíî çàäàòü êîâàðèàíòíóþ ñèñòåìó (Mϕ,T∞, τ).

Òàêèì îáðàçîì, íà àëãåáðå Mϕ ìîæíî çàäàòü åùå è C0(N,Z)-ãðàäóèðîâêó, êîòîðàÿ ïîðîæ-

äàåòñÿ äåéñòâèåì τ áåñêîíå÷íîìåðíîãî òîðà, à èìåííî

Mϕ =
⊕

n∈C0(N,Z)

Mϕ,n.

Â ÷åòâ�åðòîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ, òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ C∗-àëãåáð è

ÿäåðíûõ C∗-àëãåáð.

C∗-àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ÿäåðíîé, åñëè äëÿ ëþáîé C∗-àëãåáðû B, íà èõ àëãåáðàè÷åñêîì

òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè A
⊙

B, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íîðìà ïîïîëíåíèå ïî êîòîðîé ïðå-

âðàùàåò ýòî ïðîèçâåäåíèå â C∗-àëãåáðó.

Èçâåñòíî,÷òî âñå êîíå÷íîìåðíûå C∗-àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ ÿäåðíûìè è ïðÿìîé ïðåäåë ñåìåé-

ñòâà ÿäåðíûõ àëãåáð � ÿäåðíàÿ àëãåáðà.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ áëî÷íûå ïîäàëãåáðû àëãåáðû Mϕ è äîêàçûâàåòñÿ

ÿäåðíîñòü àëãåáðû Mϕ,0

Îïðåäåëåíèå[41]. Áëî÷íîé ñèñòåìîé â àëãåáðå âñåõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ íà íåêîòî-

ðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ

êîíå÷íîãî ðàíãà {Qi}i∈I , óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâó
∑
i∈I

Qi = idH . Îïåðàòîð T ∈ B(H) íàçû-

âàåòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíûì îòíîñèòåëüíî áëî÷íîé ñèñòåìû {Qi}i∈I , åñëè T =
∑
i∈I

QiTQi, ò.å.

QiTQj = 0 ïðè i 6= j. Îïåðàòîð T íàçûâàåòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëèçóåìûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ

áëî÷íî-äèàãîíàëüíûì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé áëî÷íîé ñèñòåìû.

Ïóñòü χx,k � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà ϕ−k[x]. Òîãäà îïåðàòîð Px,k := Mχx,k
∈ Mϕ,0 ÿâëÿåò-

ñÿ ïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî l2(ϕ−k[x]). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k,

àëãåáðà Mϕ ñîäåðæèò áëî÷íóþ ñèñòåìó {Px,k}x∈X , è ëþáîé ìîíîì íóëåâîãî èíäåêñà ÿâëÿåòñÿ

áëî÷íî-äèàãîíàëèçóåìûì.

Ïóñòü M
(m)
ϕ,0 � C∗-àëãåáðà, ïîðîæä�åííàÿ ìîíîìàìè íóëåâîãî èíäåêñà, â ïðåäñòàâëåíèè êî-

òîðûõ ó÷àñòâóþò ÷àñòè÷íûå èçîìåòðèè èç êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà {Uk}k∈{1,...,m}. Òîãäà èìååì öå-

ïî÷êó âëîæåííûõ äðóã â äðóãà C∗-àëãåáð, M
(1)
ϕ,0 ⊂M

(2)
ϕ,0 ⊂ · · · ⊂M

(m)
ϕ,0 ⊂ · · · , è

Mϕ,0 =
⋃
m∈N

M
(m)
ϕ,0 .

41Blackadar, B Operator Algebras � Springer � 2006 � Pp. 517 � V.4.1.1
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Êàæäóþ ïîäàëãåáðó M
(m)
ϕ,0 â ñâîþ î÷åðåäü ïðåäñòàâèì â âèäå ïðÿìîãî ïðåäåëà öåïî÷êè âëîæåí-

íûõ äðóã â äðóãà C∗-àëãåáð, M
(m),1
ϕ,0 ⊂M

(m),2
ϕ,0 ⊂ · · · ⊂M

(m),n
ϕ,0 ⊂ · · · , ò.å.

M
(m)
ϕ,0 =

⋃
n∈N

M
(m),n
ϕ,0 ,

ãäå M
(m),n
ϕ,0 � C∗-àëãåáðà, ïîðîæä�åííàÿ ìîíîìàìè íóëåâîãî èíäåêñà, èìåþùèìè â ñâîåì ïðåä-

ñòàâëåíèè îïåðàòîðû ÷àñòè÷íîé èçîìåòðèè èç ìíîæåñòâà {Uk}k∈{1,...,m} äëèíîé íå áîëüøå 2n.

Èññëåäóåì ñòðóêòóðó áëî÷íîé ïîäàëãåáðû M
(m),n
ϕ,0 .

Òåîðåìà 2.5.2. Ïðîñòðàíñòâî l2(X) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
⊕
n∈N

Hn, ãäå êàæäîå Hn êîíå÷-

íîìåðíî, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî m è n áèîãðàíè÷åíèå M
(m),n
ϕ,0 |Hn

Hn
⊂ Mat(dim(Hn),C), ãäå Mat(k,C)

� àëãåáðà ìàòðèö k-ãî ïîðÿäêà.

Ñëåäñòâèå 2.5.3. Êàæäàÿ C∗-ïîäàëãåáðà M
(m),n
ϕ,0 ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíîé.

Òåîðåìà 2.5.4. C∗-àëãåáðà Mϕ,0 ÿäåðíà.

Â øåñòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâíûå îæèäàíèÿ â àëãåáðå Mϕ.

Îíè èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ÿäåðíîñòè àëãåáðû Mϕ.

Åñëè çàäàíû C∗-àëãåáðû A è B è îòîáðàæåíèå ψ : A −→ B, òî îíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì,

∀n ∈ N, èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå

ψn : Mat(n,A) −→ Mat(n,B), ψn([Aij ]) = [ψ(Aij)].

Ïóñòü A è B � C∗-àëãåáðû è ψ : A −→ B � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà ψ ïîëîæèòåëüíî,

åñëè äëÿ ëþáîãî A ∈ A+, ψ(A) ∈ B+; n-ïîëîæèòåëüíî, åñëè ψn ïîëîæèòåëüíî; è âïîëíå

ïîëîæèòåëüíî, åñëè ψn n-ïîëîæèòåëüíî äëÿ ëþáîãî n.

Óñëîâíûì îæèäàíèåì èç C∗-àëãåáðû A â C∗-ïîäàëãåáðó B íàçûâàåòñÿ òàêîå âïîëíå ïî-

ëîæèòåëüíîå ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå θ : A −→ B, ÷òî θ(B) = B è θ(B1AB2) = B1θ(A)B2

äëÿ ëþáûõ B,B1, B2 ∈ B è A ∈ A (ñì.42 43). Äðóãèìè ñëîâàìè, óñëîâíîå îæèäàíèå ÿâëÿåòñÿ

ïðîåêòîðîì åäèíè÷íîé íîðìû èç A â B.

Ëåììà 2.6.2. Â àëãåáðå Mϕ ñóùåñòâóåò óñëîâíîå îæèäàíèå íà ïîäàëãåáðó Mϕ,0,

P0 : Mϕ −→Mϕ,0, P0(A) =

∫
T

α(z)(A)dµ(z)

ãäå µ � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Õààðà íà T.
42Blackadar, B. Operator Algebras � Springer � 2006 � Pp. 517
43Umegaki, U. Conditional expectations in an operator algebra, I // Tôhoku Math. J. �1954 � V. 6 � P.

177-181
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Ñóùåñòâóåò òàêæå óñëîâíîå îæèäàíèå íà íåïîäâèæíóþ ïîäàëãåáðó Mϕ,0 îòíîñèòåëüíî äåé-

ñòâèÿ òîðà T∞,

P0 : Mϕ −→Mϕ,0, P0(A) =

∫
T∞

τ(z)(A)dµ(z),

ãäå µ � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Õàðà íà T∞.

Ëåììà 2.6.3. Â àëãåáðå Mϕ ñóùåñòâóåò óñëîâíîå îæèäàíèå íà ïîäàëãåáðó ìóëüòèïëè-

êàòîðîâ: PM : Mϕ −→M(X).

Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ ÿäåðíîñòü C∗-àëãåáðû Mϕ

Òåîðåìà 2.7.1. Àëãåáðà Mϕ
⊗

max B, ãäå B � ïðîèçâîëüíàÿ C∗-àëãåáðà, ÿâëÿåòñÿ Z-

ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé.

Çäåñü Mϕ
⊗

max B, ãäå B � ïîïîëíåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ Mϕ
⊙

B

àëãåáð Mϕ è B ïî ìàêñèìàëüíîé íîðìå.

Òåîðåìà 2.7.2. C∗-àëãåáðà Mϕ ÿäåðíà.

Òðåòüÿ ãëàâà ¾Ïîäàëãåáðû è èäåàëû àëãåáðû Mϕ.¿ ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ.

Â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ïîäàëãåáðû àëãåáðû Mϕ, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

àëãåáðà Êóíöà è àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ îïåðàòîðîì îáîáùåííîãî ñäâèãà, ÿâëÿþòñÿ ïîäàëãåáðà-

ìèMϕ, åñëè ϕ � èíúåêöèÿ. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàþòñÿ èäåàëû àëãåáðûMϕ, îáðàçû êîòîðûõ

ïðè ôàêòîð-îòîáðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûìè èäåàëàìè â ôàêòîð-àëãåáðå.

Ìàòåðèàë äàííîé ãëàâû èçëîæåí â ðàáîòàõ [2], [3], [5], [6] , [7], [8], [9].

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïîäâèæíûå ïîäàëãåáðû Mϕ,0 è Mϕ,0 àëãåáðû

Mϕ.

Ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ íèõ âûïîëíåíî Mϕ,0 ⊆Mϕ,0. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îíè ñîâïàäàþò.

Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k ∈ N ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî l2(X) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ïðÿìîé ñóììû êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ l2(ϕ−k[x]), x ∈ X. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé

áàçèñíûé ýëåìåíò δx è íåêîòîðîå k ∈ N. Ðàññìîòðèì âñå íåóïëîòíèìûå öåïè ñ íà÷àëîì â δx,

êîòîðûå çàêàí÷èâàþòñÿ íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà {δy}y∈ϕ−k[x]. Ìû áóäåì íàçûâàòü k äëèíîé

íåóïëîòíèìîé öåïè. Ñ êàæäîé íåóïëîòíèìîé öåïüþ ñ íà÷àëîì â δx è êîíöîì â δyl , 1 ≤ l ≤

card(ϕ−k[x]), ñâÿæåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (j
(l)
1 , j

(l)
2 , . . . , j

(l)
k ).

Ïðåäëîæåíèå 3.1.1. Åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X è ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (j1, j2, . . . , jk), ñîîòâåòñòâóþùàÿ âñåì íåóïëîòíèìûì öåïÿì ñ íà÷àëîì

â δx è êîíöîì â δy, ãäå y ∈ ϕ−k[x], òî Mϕ,0 = Mϕ,0.

Çäåñü j1 = card(ϕ−1[ϕ(y)]), j2 = card(ϕ−1[ϕ2(y)]), . . . , jk = card(ϕ−1[ϕk(y)]).

Ïðåäëîæåíèå3.1.2. Ïóñòü Mϕ,0 = Mϕ,0. Òîãäà ïîäàëãåáðà Aϕ,0 êîììóòàòèâíà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîé ýëåìåíò èç X, ϕ-ýêâèâàëåíòíûé â êàêîì ëèáî ïîðÿäêå íà÷àëüíîìó
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ýëåìåíòó, ñàì ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì.

Ñëåäñòâèå 3.1.3. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) îòîáðàæåíèå ϕ � èíúåêöèÿ;

2) ïîäàëãåáðà Mϕ,0 ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé.

Äëÿ ñëó÷àÿ Mϕ,0 ⊂ Mϕ,0. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Ψ : C0(N,Z) −→ Z, ïîëàãàÿ Ψ(δk) = 1,

Ψ(
∑
k∈N

n(k)δk) =
∑
k∈N

n(k). Î÷åâèäíî, ÷òî ker(Ψ) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé C0(N,Z).

Èç ñëåäñòâèÿ 2.3.10. âûòåêàåò, ÷òî íåïîäâèæíàÿ ïîäàëãåáðà Mϕ,0 ker(Ψ)-ãðàäóèðîâàíà,

ò. å.

Mϕ,0 =
⊕

n∈ker(Ψ)

Mϕ,n.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòðóêòóðà ñêðåùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà àëãåáðå

Mϕ.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî àëãåáðó Mϕ ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ íà îòîáðàæåíèå ϕ, à èìåííî, êîãäà

ϕ � ñþðüåêöèÿ è sup{card(ϕ−1[x]) : x ∈ X} < ∞, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëóãðóïïîâîå

ñêðåùåííîå ïðîèçâåäåíèå (ïî Ñòåéñè ): Mϕ ≈Mϕ,0 oα N.

Çäåñü α ∈ End(Mϕ), ∀A ∈Mϕ, α(A) := UAU∗, ãäå U :=
∑
k∈N

Uk, ÿâëÿåòñÿ,ïðè óêàçàííûõ

âûøå óñëîâèÿõ íà ϕ, èçîìåòðèåé: U∗U = idl2(X).

Ïóñòü π � íåâûðîæäåííîå ïðåäñòàâëåíèå C∗-àëãåáðû A íà ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H,

è ïóñòü α � ∗-ýíäîìîðôèçì àëãåáðû A. Íåâûðîæäåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî π(I) = idH , ãäå I ∈

M(A) � àëãåáðå ìóëüòèïëèêàòîðîâ àëãåáðû A (àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â àëãåáðå M(A)

è A = M(A), êîãäà A óíèòàëüíà). Òîãäà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü (íî íå îáÿçàòåëüíî) íà B(H)

∗-ýíäîìîðôèçì β : B(H) −→ B(H), òàêîé, ÷òî β(π(A)) = π(α(A)) äëÿ âñåõ A ∈ A. Â ýòîì

ñëó÷àå ñóùåñòâóåò òàêîå ñåìåéñòâî èçîìåòðèé {Ti}i∈I íà H, ÷òî π(α(A)) =
∑
i∈I

Tiπ(A)Ti
∗ äëÿ

ëþáîãî A ∈ A. Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðà (π, {Ti}i∈I) ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì ïðåäñòàâëåíèåì (A, α)

êðàòíîñòè card(I).

Èç êîâàðèàíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êðàòíîñòè 1 ìîæíî ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå

ïðîèçâîëüíîé êðàòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå[44]. Ñêðåùåííûì ïðîèçâåäåíèåì êðàòíîñòè n C∗-àëãåáðû A è N, ïî ∗-

ýíäîìîðôèçìó α ïðè A∞ 6= 0 íàçûâàåòñÿ òðîéêà (B, iA, {ti}i∈I), ãäå B � C∗-àëãåáðà, iA :

A −→ B � ∗-ãîìîìîðôèçì, ïðè÷åì iA(IM(A)) = IM(B), {ti}i∈I : ti
∗tj = δijI � ñåìåéñòâî n

èçîìåòðèé â M(B), ïðè÷�åì âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. iA(α(A)) =
∑
j∈I

tjiA(A)tj
∗ äëÿ âñåõ A ∈ A;

44Stacey, P. J. Crossed product of C∗-algebras by *-endomorphisms // J. Austral. Math. Soc. � 1993 � V.

54 � P. 204 -212
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2. äëÿ ëþáîãî êîâàðèàíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (π, {Ti}i∈I) ïàðû (A, α) êðàòíîñòè n ñóùå-

ñòâóåò òàêîå íåâûðîæäåííîå ïðåäñòàâëåíèå π × T àëãåáðû B, ÷òî (π × T ) ◦ iA = π è

(π × T )(ti) = Ti äëÿ ëþáîãî i;

3. B ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè âèäà iA(A)tµtν
∗.

Ñèìâîëîì tµtν
∗, ãäå µ = (µ1, . . . , µr) è ν = (ν1, . . . , νs), îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâåäåíèå âèäà

tµ1 · · · tµr tν1∗ · · · tνs∗.

Äëÿ ëþáîãî n è ∗-ýíäîìîðôèçìà α ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñêðåùåííîå ïðîèçâåäåíèå Aon
α

N êðàòíîñòè n.

Òåîðåìà 3.2.3. Ïóñòü ϕ � ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ïîðîæäàþùåå êîíå÷íîå ñåìåé-

ñòâî ÷àñòè÷íûõ èçîìåòðèé. Òîãäà Mϕ ≈ Mϕ,0 oαN � èçîìîðôíà ñêðåùåííîìó ïðîèçâåäåíèþ,

ãäå α : Mϕ,0 −→Mϕ,0 � êàíîíè÷åñêèé ýíäîìîðôèçì ñäâèãà.

Åñëè ϕ � îòîáðàæåíèå, ïîðîæäàþùåå ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ÷àñòè÷íûõ èçîìåòðèé, òî îïðå-

äåë�åííûé àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïåðàòîð U = U1 +U2 + · · · íå ëåæèò â àëãåáðå Mϕ. Îïðåäåëèì

íîâóþ àëãåáðó Uϕ, ïîðîæä�åííóþ àëãåáðîé Mϕ è îïåðàòîðîì U . Î÷åâèäíî, ÷òî àëãåáðà Uϕ îá-

ëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è Mϕ, íàñ â ÷àñòíîñòè èíòåðåñóåò Z-ãðàäóèðîâêà. Çàìåòèì,

÷òî ïîäàëãåáðà Uϕ,0 ïîðîæäàåòñÿ Mϕ,0 è îïåðàòîðîì UU∗.

Òåîðåìà 3.2.4. Ïóñòü ϕ � ñþðúåêöèÿ. Òîãäà Uϕ èçîìîðôíà ñêðåùåííîìó ïðîèçâåäåíèþ

Uϕ,0 oα N, ãäå α � êàíîíè÷åñêèé ýíäîìîðôèçì ñäâèãà.

Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñâÿù�åí îïèñàíèþ èäåàëîâ â àëãåáðå Mϕ

Ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé íåïðèâîäèìîñòè àëãåáðû Mϕ, êîòîðûé ñâÿçàí ñ çàäàííûì íà X

îòîáðàæåíèåì. Ýòî îòîáðàæåíèå ïîðîæäàåò íàïðàâëåííûé ãðàô Γϕ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ìíî-

æåñòâà X è ðåáðàìè (x, ϕ(x)).

Òåîðåìà 3.3.1. Åñëè ãðàô Γϕ ñâÿçíûé, òî Mϕ íåïðèâîäèìà íà l2(X).

Ñëåäñòâèå 3.3.2. Åñëè ãðàô Γϕ ñâÿçíûé, òî Mϕ ñîäåðæèò èäåàë êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ

K(l2(X)).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ãðàô Γϕ ñâÿçíûì.

Ñ ïîìîùüþ ϕ íà ìíîæåñòâå X çàäàí ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, à èìåííî x ≺ y åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîé m ∈ Z+, ÷òî ϕ
m(y) = x, êîòîðûé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà åñòåñòâåííûé áàçèñ {δx}x∈X , ò. å.

δx ≺ δy åñëè x ≺ y. Çàìåòèì, ÷òî èç 〈Uk(δx), δy〉 6= 0 ñëåäóåò δx ≺ δy, è èç 〈Uk∗(δx), δy〉 6= 0

ñëåäóåò δy ≺ δx.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ex =
⋃

k∈Z+

ϕ−k[x]. Ïóñòü Px � ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî Hx ñ áàçèñîì

{δy : y ∈ Ex}. Î÷åâèäíî, ÷òî Px ∈ Mϕ äëÿ ëþáîãî x, ïîñêîëüêó l∞(X) ñîäåðæèò èíäèêàòîð

ìíîæåñòâà Ex.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè x ≺ y, òî èç îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Ex ñëåäóåò, ÷òî Ey ⊂ Ex, ñëåäîâà-

òåëüíî Py < Px. Åñëè æå ýëåìåíòû x è y íåñðàâíèìû, òî Ey ∩ Ex = ∅.

Òåîðåìà 3.3.6. Ìíîæåñòâà
{
PxMϕ + K(l2(X))

}
x∈X , òàêæå êàê è

{
(I − Px)Mϕ +

K(l2(X))
}
x∈X îáðàçóþò ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ñîáñòâåííûõ èäåàëîâ â Mϕ.

Ïðåäëîæåíèå 3.3.7. Åñëè x ≺ y, òî PyMϕ +K(l2(X)) ⊂ PxMϕ +K(l2(X)).

Òåîðåìà 3.3.8. Åñëè ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X�òàêîå, ÷òî PYMϕ + K(l2(X))�èäåàë â Mϕ,

òî íàéä¸òñÿ òàêîé x ∈ X, ÷òî: PYMϕ +K(l2(X)) ⊂ PxMϕ +K(l2(X)),

ëèáî: PYMϕ +K(l2(X)) ⊂ (id− Px)Mϕ +K(l2(X)).

×åòâ�åðòûé ïàðàãðàô ïîñâÿù�åí îïèñàíèþ èäåàëîâ àëãåáðû M̂ϕ := Mϕ/K(l2(X)) � ôàê-

òîðàëãåáðû àëãåáðû Mϕ ïî èäåàëó êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ. Ïóñòü [Px] � êëàññ ýêâèâàëåíò-

íîñòè ïðîåêòîðà Px. Î÷åâèäíî, ÷òî [Px] � ïðîåêòîð â M̂ϕ. Íàïîìíèì, ÷òî ãëàâíûì èäåàëîì

íàçûâàåòñÿ èäåàë, ïîðîæäåííûé îäíèì ýëåìåíòîì.

Òåîðåìà 3.4.1. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X ìíîæåñòâî [Px]M̂ϕ, òàê æå êàê è [id−Px]M̂ϕ ÿâëÿåòñÿ

ãëàâíûì èäåàëîì â M̂ϕ.

Òåîðåìà 3.4.3. Ïóñòü çàäàíî òàêîå îòîáðàæåíèå ϕ : X −→ X, ÷òî ñóùåñòâóåò Y ⊂ X,

ïðè÷åì

1) PY � áåñêîíå÷íîìåðíûé ïðîåêòîð;

2) card(ϕ[Y ] \ Y ) <∞;

3) ëèáî ϕ−1[Y ] ⊂ Y , ëèáî card(ϕ−1[Y ] \ Y ) <∞.

Òîãäà ôàêòîð-àëãåáðà M̂ϕ îáëàäàåò íåòðèâèàëüíûì öåíòðîì.

Ñëåäñòâèå 3.4.6.Ôàêòîð-àëãåáðà M̂ϕ ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîé ñóììû äâóõ ãëàâíûõ

èäåàëîâ. M̂ϕ = [Px]M̂ϕ ⊕ [id− Px]M̂ϕ.

Ïÿòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îïèñàíèþ íåêîòîðûõ ïðèìåðîâ àëãåáð Mϕ.

1) Ïîëîæèì X = Z+ è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå: ϕ : Z+ −→ Z+ : ϕ(n) = n+ 1. Ýòî îòîá-

ðàæåíèå ïîðîæäàåò êîèçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð Tϕ : l2(Z+) −→ l2(Z+). Ïîýòîìó îïåðàòîð Tϕ
∗

� íåóíèòàðíàÿ èçîìåòðèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êîáóðíà, C∗-àëãåáðà Aϕ, ïîðîæä�åííàÿ

îïåðàòîðîì Tϕ, èçîìîðôíà àëãåáðå Ò�åïëèöà T.

2) Íåèíúåêòèâíûé ñëó÷àé.

Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå: ϕ : X −→ X : ∀x ∈ X, card(ϕ−1[x]) = n ∈ N \ {1}.

Ñ.À. Ãðèãîðÿíîì è À.Þ. Êóçíåöîâîé áûëî äîêàçàíî [64], ÷òî C∗-àëãåáðà Aϕ, ïîðîæä�åííàÿ

îïåðàòîðîì Tϕ, èçîìîðôíà àëãåáðå Ò�åïëèöà T, à äëÿ n = 1, Aϕ ≈ C(T) � àëãåáðå íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ X, ðàññìîòðèì áèåêöèþ: ϕ−1[x] −→ {1, ..., n}, êîòîðóþ ¾ïåðèîäè-

÷åñêè¿ ïðîäîëæèì äî îòîáðàæåíèÿ f : X −→ {1, ..., n} è ïóñòü Mf � ìóëüòèïëèêàòîð, ïî-
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ðîæä�åííûé ýòèì îòîáðàæåíèåì.

Òåîðåìà 3.5.2. C∗-ïîäàëãåáðà àëãåáðû Mϕ, ïîðîæä�åííàÿ ñ ïîìîùüþ àëãåáðû Aϕ è ìóëü-

òèïëèêàòîðà Mf , èçîìîðôíà àëãåáðå Êóíöà On.

3) Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîðîì îáîáù�åííîãî ñäâèãà íàçûâàåòñÿ òàêîé îïåðàòîð T , äëÿ êî-

òîðîãî ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ek : k ∈ N} è âåñ αk, ÷òî T (ek) = αkek+1. Åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîå òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî αk+n = αk äëÿ âñåõ k ∈ N, òî T íàçûâàåòñÿ

ïåðèîäè÷åñêèì îáîáù�åííûì ñäâèãîì ñ ïåðèîäîì n.

Ïðåäëîæåíèå 45. C∗-àëãåáðà M(n), ïîðîæä�åííàÿ âñåìè îïåðàòîðàìè îáîáù�åííîãî ñäâèãà

ñ ïåðèîäîì n ïî îòíîøåíèþ ê ôèêñèðîâàííîìó áàçèñó {ek}k∈N óíèòàðíî-ýêâèâàëåíòíà

àëãåáðå Mat(n,C)
⊗

T è ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íî-ïîðîæä�åííîé.

Êàê è â ïðèìåðå 1) ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå: ϕ : Z+ −→ Z+ : ϕ(n) = n+ 1.

Mϕ ïîðîæäàåòñÿ îïåðàòîðîì ïðàâîãî ñäâèãà Tϕ
∗ è ìóëüòèïëèêàòîðàìè.

Ïðåäëîæåíèå 3.5.4. Àëãåáðà Mϕ ñîäåðæèò ïîäàëãåáðó, èçîìîðôíóþ T
⊗

Mat(2,C), ïî-

ðîæä�åííóþ îïåðàòîðîì îáîáùåííîãî ñäâèãà ñ ïåðèîäîì 2.

Ñëåäñòâèå 3.5.5. Àëãåáðà Mϕ, ∀n ∈ N ñîäåðæèò êàê ïîäàëãåáðó C∗-àëãåáðó M(n).

Ñëåäñòâèå 3.5.7. Mϕ =M(X)T.

Ñëåäñòâèå 3.5.8. Mϕ =
⊕
n∈Z

Mϕ,n, ãäå:

Mϕ,n =

 M(X)U1
∗n, åñëè n ∈ Z+;

U1
|n|M(X), åñëè n ∈ Z−.

Ëåììà 3.5.9. Ôàêòîð-àëãåáðà M̂ϕ îáëàäàåò òðèâèàëüíûì öåíòðîì.

Òåîðåìà 3.5.10. Àëãåáðà M̂ϕ èçîìîðôíà ñêðåùåííîìó ïðîèçâåäåíèþ M(X) oα Z.

4) Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå ϕ : Z −→ Z; ϕ(n) = n + 1. Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà Mϕ

ïîðîæäàåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì U1 è ìóëüòèïëèêàòîðàìè. Àëãåáðà, ïîðîæä�åííàÿ òîëüêî

óíèòàðíûì îïåðàòîðîì, èçîìîðôíà àëãåáðå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè.

Ëåììà 3.5.11. Öåíòð ôàêòîð-àëãåáðû M̂ϕ ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè.

Ôàêòîð-àëãåáðà M̂ϕ èìååò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå,

M̂ϕ = [P+]M̂ϕ ⊕ [P−]M̂ϕ,

ãäå [P+] è [P−] êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîåêòîðîâ âèäà PY1 èPY2 (ñ Y1 èY2

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 3.4.3), äîïîëíÿþùèõ äðóã äðóãà äî åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà

ñ òî÷íîñòüþ äî êîìïàêòíîãî ïðè ôàêòîðèçàöèè ïî êîìïàêòíûì îïåðàòîðàì.

45Davidson, K.R. C∗-Algebras by Example � Fields Institute monographs � 1996 � P. 309 � V. 3.1
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