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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Íåëîêàëüíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè îáðàçóþò âàæíûé è èíòåðåñíûé ðàçäåë îáùåé òåîðèè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå íåëîêàëüíûõ çàäà÷ íà÷àëîñü ñðàâ-
íèòåëüíî íåäàâíî, íî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòî íàïðàâëåíèå áóðíî ðàçâèâàåòñÿ. Ýòî
ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ñîâðåìåííûé óðîâåíü ðàçâèòèÿ åñòåñòâîçíàíèÿ ïðè-
âîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïîñòàíîâêè êà÷åñòâåííî íîâûõ çàäà÷ è, ñëåäîâàòåëüíî, ê
íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ èõ èññëåäîâàíèÿ. Îäèí èç êëàññîâ êà÷åñòâåí-
íî íîâûõ çàäà÷ îáðàçóþò çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè.

Íåëîêàëüíûìè ïðèíÿòî íàçûâàòü òàêèå óñëîâèÿ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå çíà÷åíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ â
ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ è âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè, â êîòîðîé èùåòñÿ ðåøåíèå
çàäà÷è. Íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè çàäà÷ ïîëèìåðèçàöèè, ðà-
äèàöèîííîãî ïåðåíîñà, ñâåðõïðîâîäèìîñòè, èçëó÷åíèÿ ëàçåðà, äèíàìèêè ìèêðîá-
íûõ ïîïóëÿöèé, ãåíåòèêè, äåìîãðàôèè. Çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè ñòà-
âÿòñÿ ïðè èçó÷åíèè ýëåêòðè÷åñêèõ âîëíîâûõ ÿâëåíèé, ìîäåëèðîâàíèè æèäêèõ
êðèñòàëëîâ, â àòîìíîé òåîðèè ðåøåòîê. Ïåðâîé ðàáîòîé, ïîñâÿùåííîé èçó÷åíèþ
çàäà÷ ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ðàáîòó Â.À. Ñòåêëîâà ¾Çàäà÷à
îá îõëàæäåíèè íåîäíîðîäíîãî òâåðäîãî òåëà¿. Çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ, â òîì ÷èñëå è äëÿ óðàâíåíèé
ñìåøàííîãî òèïà, ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ À.À. Àëèõàíîâà, À.Â. Áèöàäçå è
À.À. Ñàìàðñêîãî, À.Ê. Ãóùèíà, Â.È. Æåãàëîâà, Â.Ï. Ìèõàéëîâà, À.Ì. Íàõóøå-
âà, Î.À. Ðåïèíà, Ê.Á. Ñàáèòîâà, À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî, Â.À. Ñòåêëîâà, Å.À. Óò-
êèíîé, Ô.È. Ôðàíêëÿ è ñûãðàëè áîëüøóþ ðîëü â ïîñëåäóþùèõ èññëåäîâàíèÿõ.
Áîëüøèíñòâî ïîëó÷åííûõ íà äàííûé ìîìåíò ðåçóëüòàòîâ èçëîæåíî â îáçîðàõ è
ìîíîãðàôèÿõ À.Ì. Íàõóøåâà, Ç.À. Íàõóøåâîé, Ë.Ñ. Ïóëüêèíîé, Î.À. Ðåïèíà,
À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî.

Âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé ïðèâëåêàþò íåëîêàëüíûå çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè
óñëîâèÿìè. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå íåëîêàëüíûõ çàäà÷ ñ èíòåãðàëüíûìè
óñëîâèÿìè áåðåò íà÷àëî ñ ðàáîò Äæ.Ð. Êýííîíà è Ë.È. Êàìûíèíà. Â ýòèõ ñòà-
òüÿõ èññëåäîâàíû íåëîêàëüíûå çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ïàðàáî-
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â äàëüíåéøåì èçó÷åíèå òàêèõ çàäà÷ ïðîäîëæåíî â ðàáîòàõ
À. Áóçèàíè, Í.È. Èîíêèíà, À.È. Êîæàíîâà, Ë.À. Ìóðàâüÿ è À.Â. Ôèëèíîâñêîãî
è äðóãèõ àâòîðîâ. Ðàáîò, â êîòîðûõ èññëåäóþòñÿ íåëîêàëüíûå çàäà÷è äëÿ ãèïåð-
áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íàìíîãî ìåíüøå. Èõ èíòåíñèâíîå èçó÷åíèå íà÷àëîñü â
êîíöå XX âåêà. Îäíèìè èç ïåðâûõ ðàáîò ÿâëÿþòñÿ ñòàòüè Ë.Ñ. Ïóëüêèíîé. Ïóá-
ëèêàöèè ïî äàííîé òåìàòèêå ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû. Ïåðâàÿ ãðóïïà
ñîäåðæèò ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå èññëåäîâàíèþ çàäà÷ ñ èíòåãðàëüíûì àíàëîãîì
çàäà÷è Ãóðñà. Çàäà÷è, âõîäÿùèå â ýòó ãðóïïó, èññëåäîâàíû â ñòàòüÿõ À.Ò. Àñàíî-
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âîé, Â.À. Âîäàõîâîé, Î.Ì. Êå÷èíîé, Ç.À. Íàõóøåâîé, Ë.Ñ. Ïóëüêèíîé, Å.À. Óò-
êèíîé.

Êî âòîðîé ãðóïïå ìîæíî îòíåñòè ñìåøàííûå çàäà÷è, â êîòîðûõ ëèáî êðà-
åâûå, ëèáî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåëîêàëüíûìè. Òàêèå çàäà÷è èçó÷à-
ëèñü â ðàáîòàõ Ã.À. Àâàëèøâèëè è Ä.Ã. Ãîðäåçèàíè, Ñ.À. Áåéëèíà, À. Áóçèàíè,
Â.Â. Äìèòðèåâà, À.È. Êîæàíîâà è Ë.Ñ. Ïóëüêèíîé. Ðàçëè÷àþò íåëîêàëüíûå èí-
òåãðàëüíûå óñëîâèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Èíòåãðàëüíûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðî-
äà - ýòî óñëîâèÿ, ñîäåðæàùèå çíà÷åíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ òîëüêî âî âíóòðåííèõ
òî÷êàõ îáëàñòè. Èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà íàçûâàþò ñîîòíîøåíèÿ,
ñâÿçûâàþùèå çíà÷åíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ êàê âî âíóòðåííèõ
òî÷êàõ îáëàñòè, òàê è â òî÷êàõ åå ãðàíèöû. Â ðàáîòå Ë.Ñ. Ïóëüêèíîé ïîêàçàíû
ðàçëè÷èÿ ìåæäó óñëîâèÿìè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñðåäè èíòåãðàëüíûõ óñëîâèé âòîðîãî ðîäà ìîæíî âûäåëèòü
ñëåäóþùèå:

1) Èíòåãðàëüíîå óñëîâèå ñîäåðæèò ñëåä ïðîèçâîäíîé ïî ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé. Íàïðèìåð, â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå

∂u(x, t)

∂n
+

∫
Ω

K(x, y, t)u(y, t)dy = 0, (x, t) ∈ ST ,

ãäå ST - áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà.
2) Èíòåãðàëüíîå óñëîâèå ñîäåðæèò ñëåä ñàìîãî ðåøåíèÿ:

u(x, t) +

∫
Ω

K(x, y, t)u(y, t)dy = 0, (x, t) ∈ ST ,

ãäå ST - áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà.
Áóäåì îáîçíà÷àòü óñëîâèÿ âèäà 1) è 2) NI è DI ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ èñ-

ñëåäîâàíèÿ çàäà÷ ñ óñëîâèÿìè NI è DI ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû äîêà-
çàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè, ýôôåêòèâíûå èìåííî äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ âàðèàíòîâ
íåëîêàëüíûõ óñëîâèé. Îêàçàëîñü, ÷òî â ñëó÷àå NI íàèáîëåå óäà÷íûì ÿâëÿåòñÿ ìå-
òîä êîìïàêòíîñòè, ïîçâîëÿþùèé äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå
Ñîáîëåâà, à â ñëó÷àå DI ìîæíî ïðèìåíèòü êàê ìåòîä âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷,
òàê è ìåòîä ñâåäåíèÿ çàäà÷è ñ êëàññè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, íî äëÿ
íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ.

Èññëåäîâàíèå íåëîêàëüíûõ çàäà÷ âûÿâèëî èõ òåñíóþ ñâÿçü ñ îáðàòíûìè çà-
äà÷àìè. Â îáðàòíûõ çàäà÷àõ âìåñòå ñ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè,
õàðàêòåðíûìè äëÿ òîé èëè èíîé ïðÿìîé çàäà÷è, çàäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ, íåîáõîäèìîñòü êîòîðîé îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì íåèçâåñòíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ èëè íåèçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàþò
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îáðàòíûå çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè ïåðåîïðåäåëåíèÿ, òàê êàê äîïîë-
íèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ ÷àñòî ïîñòóïàåò â óñðåäíåííîì âèäå. Îñíîâíàÿ ÷àñòü
ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ îáðàòíûì çàäà÷àì, ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé îá-
ðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Îòìåòèì ðàáîòû Í.È. Èâàí-
÷îâà, Â.Ë. Êàìûíèíà, Äæ. Êýííîíà ñ ñîàâòîðàìè, À.Á. Êîñòèíà, À.È. Ïðèëåïêî
è Ä.Ñ. Òêà÷åíêî. Èçó÷åíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.
Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé èññëåäîâàíèå îáðàòíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ áîëåå
òðóäíûì, è íå âñåãäà ìîæíî íàéòè ðåøåíèå âíå íåêîòîðîé îáëàñòè. Ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôèçè÷åñêîãî ïðî-
öåññà, îïèñûâàåìàÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, ÿâëÿåòñÿ áî-
ëåå òî÷íîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé
ãèïåðáîëè÷åñêãî òèïà âîçðàñòàåò. Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ Í.Ë. Àáàøååâîé, À.Õ. Àìèðîâà, Í.Â. Áåéëèíîé,
À.Ì. Äåíèñîâà, Ì.Þ. Êîêóðèíà è Ñ.Ê. Ïàéìåðîâà, Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà è Â.Ã. Ðî-
ìàíîâà, Ñ.Ñ. Ïàâëîâà, Â.Ã. Ðîìàíîâà, Ð.Ð. Ñàôèóëëîâîé.

Ïðåäñòàâëåííàÿ äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé çàäà÷ ñ
íåëîêàëüíûìè ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé óñëîâèÿìè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé, ïðîñòðàíñòâåííî íåëîêàëüíûõ çàäà÷ äëÿ ìíîãîìåðíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ, çàäà÷ ñ äèíàìè÷åñêèìè óñëîâèÿìè, à òàêæå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ìíî-
ãîìåðíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ìåòîäîâ èññëå-
äîâàíèÿ ðàçðåøèìñòè çàäà÷ ñ ïðîñòðàíñòâåííî íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè òèïà
NI è äîêàçàòåëüñòâî ñ èõ ïîìîùüþ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñ äèíàìè÷åñêèìè óñëî-
âèÿìè, à òàêæå ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ñ óñëîâèÿìè DI,
ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ ñ íåëîêàëüíûì ïî âðåìå-
íè óñëîâèåì è îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Îáùàÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, àïïàðàò ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà, ìåòîäû àïðèîðíûõ
îöåíîê.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
1. Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ñ äèíàìè÷åñêèìè óñëîâèÿìè, ñîäåðæàùè-

ìè èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð.
2. Ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ñ óñëîâèÿìè òèïà DI, êîòî-

ðûé îêàçàëñÿ ýôôåêòèâíûì â ñëó÷àå îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.
3. Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûì ïî âðåìåíè óñëîâèåì.
4. Äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ.
Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-
ñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ïðåäñòàâëÿþò íàó÷íûé èíòåðåñ
è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè íåëîêàëüíûõ çà-
äà÷, äëÿ ïðèìåíåíèÿ â èññëåäîâàíèè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî òåìå äèññåð-
òàöèè äîêëàäûâàëèñü íà:

• Ìåæâóçîâñêîì íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà â 2011-2015 ãã. (ðóêîâîäè-
òåëü - ä.ô-ì.í., ïðîôåññîð Ë.Ñ. Ïóëüêèíà);

• ÑàìÄèôô-2011, Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, Ñàìàðà, 2011;

• ÑàìÄèôô-2013, Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, Ñàìàðà, 2013;

• 1-îé Âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàí-
òîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ¾Ïðîáëåìû è ïåðñïåê-
òèâû ðàçâèòèÿ åñòåñòâåííûõ íàóê¿, Îðåë, 2014;

• ×åòûðíàäöàòîé Âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Ëîáà÷åâ-
ñêèå ÷òåíèÿ � 2015¿, Êàçàíü, 2015;

• Äåñÿòîé Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì
¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è¿, Ñàìàðà, 2016.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ñåìè ðà-
áîòàõ [1]-[7]. Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Òðè ñòàòüè:
[1]-[3] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå
[3] ïîñòàíîâêà çàäà÷è è èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæèò íàó÷íîìó ðóêîâîäè-
òåëþ Ë.Ñ. Ïóëüêèíîé.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ
è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 125 íàèìåíîâàíèé, âêëþ÷àÿ ðàáîòû àâòîðà. Îáúåì äèñ-
ñåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 96 ñòðàíèö ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ïðèâåäåí îáçîð ëèòåðàòóðû, ñâÿçàííîé ñ òåìîé äèññåðòàöèè,
îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü, èçëàãàåòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû, ñôîðìóëèðî-
âàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
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Ïåðâàÿ ãëàâà äàííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ çàäà÷ ñ ïðîñòðàíñòâåííî
íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñ äèíàìè÷åñêèì íåëîêàëüíûì óñëî-
âèåì âòîðîãî ðîäà. Ê çàäà÷àì ñ äèíàìè÷åñêèìè óñëîâèÿìè ïðèâîäèò ìàòåìàòè-
÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ: ïðîöåññîâ ïåðåíîñà âî-
äîðîäà ñêâîçü ìåòàëëè÷åñêèå ìåìáðàíû ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ëîâóøêàìè è
ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà ïîâåðõíîñòè, êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû, êîíòàêòè-
ðóþùåé ñ ãàçîîáðàçíûì âîäîðîäîì, ñ ó÷åòîì àäñîðáöèîííî-äåñîðáöèîííûõ ïðî-
öåññîâ íà ïîâåðõíîñòè. Îïèñàíèå ýòèõ ïðîöåññîâ è ïîñòðîåíèå èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ Þ.Â. Çàèêè. Äèíàìè÷åñêèå óñëîâèÿ â çàäà÷àõ
äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè àêóñòè÷åñêèõ ÿâëåíèé.
Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàíèå óëüòðàçâóêîâûõ âîëí äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìåäèöè-
íû: èñïîëüçîâàíèå óëüòðàçâóêà â êà÷åñòâå ñðåäñòâà, ðàçðóøàþùåãî îáðàçîâàíèÿ
â ïî÷êàõ, äëÿ íåèíâàçèâíîãî ëå÷åíèÿ ðàêîâûõ îïóõîëåé, äîñòàâêè ëåêàðñòâ è
ãåíåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïðè âîññòàíîâëåíèè êðîâîòîêà â ñîñóäàõ. Ðåàêöèÿ áèî-
ëîãè÷åñêîé òêàíè íà âîçäåéñòâèå óëüòðàçâóêà çàâèñèò îò ìåñòà âîçäåéñòâèÿ, à
òàê æå îò àêóñòè÷åñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ òêàíåé, ïîäâåðãàþùèõñÿ âîç-
äåéñòâèþ. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ òàêèõ ïðîöåññîâ èçó÷àëîñü
â ðàáîòå Ò. Ëó ñ ñîàâòîðàìè.

Çàäà÷à î ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ ñòåðæíÿ ñ äèíàìè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè ðàññìîòðåíà â ðàáîòå Ë.Ñ. Ïóëüêèíîé. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðå-
ìåííîé âðåìåíè ïîÿâëÿåòñÿ, åñëè ïðèñóòñòâóåò ãðóç îïðåäëåííîé ìàññû íà êîí-
öå ïðóæèíû. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàëè÷èå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè â
äèíàìè÷åñêîì êðàåâîì óñëîâèè â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêîãî óñëîâèÿ,
ñîäåðæàùåãî ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè, ïðèìåíèòü ýòîò ìåòîä
íåâîçìîæíî äàæå äëÿ ïðîñòåéøåãî îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïåðâîãî ïàðàãðàôà ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå ðàçðåøè-
ìîñòè ñëåäóþùåé çàäà÷è:

Çàäà÷à 1. Íàéòè â öèëèíäðå QT = Ω× (0, T ) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

utt(x, t)− (aijuxi
(x, t))xj

+ c(x, t)u(x, t) = f(x, t), (1)

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì äàííûì

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 (2)

è íåëîêàëüíûì óñëîâèÿì

∂u(x, t)

∂N
+ α(t)

∂u(x, t)

∂t
+

∫
Ω

K(x, y, t)u(y, t)dy = 0. (3)
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Ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

aij ∈ C(QT ), aijt ∈ C(QT ), aij = aji, µξ
2 ≤ aijξiξj ≤ νξ2,

K(x, y, t) ∈ C(Ω̄× Q̄T ), Kt(x, y, t) ∈ C(Ω̄× Q̄T ),

c ∈ C(Q̄T ), ct ∈ C(Q̄T ), f ∈ L2(QT ),

α(t) > 0, α(t) ∈ C(Q̄T ), α′(t) ∈ C(Q̄T ).

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(3).
Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ

u(x, t) ∈ W 1
2 (QT ),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ u(x, 0) = 0 è òîæäåñòâó

T∫
0

∫
Ω

(−utvt + aijuxi
vxj

+ cuv)dxdt+

T∫
0

∫
∂Ω

α(t)
∂u

∂t
vdsdt+

+

T∫
0

∫
∂Ω

v(x, t)

∫
Ω

K(x, y, t)u(y, t)dydsdt =

T∫
0

∫
Ω

f(x, t)v(x, t)dxdt, (4)

äëÿ âñåx v(x, t) ∈ W 1
2 (QT ), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ v(x, T ) = 0.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè
òèïà DI äëÿ îäíîìåðíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

utt − (a(x, t)ux)x + c(x, t)u = f(x, t). (5)

Çàäà÷à 2. Íàéòè â QT ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì
äàííûì

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, (6)

à òàêæå èíòåãðàëüíûì óñëîâèÿì

u(0, t) +

l∫
0

K1(x)u(x, t)dx = 0,

u(l, t) +

l∫
0

K2(x)u(x, t)dx = 0.

(7)
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Ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ (7) ýêâèâàëåíòíû äèíàìè÷åñêèì íåëîêàëüíûì óñëî-
âèÿì

a(0, t)ux(0, t) = α11u(0, t) + α12u(l, t) + β11utt(0, t) + β12utt(l, t)+

+

l∫
0

H1(x, t)u(x, t)dx+

l∫
0

S1(x)f(x, t)dx,

a(l, t)ux(l, t) = α21u(0, t) + α22u(l, t) + β21utt(0, t) + β22utt(l, t)+

+

l∫
0

H2(x, t)u(x, t)dx+

l∫
0

S2(x)f(x, t)dx,

(8)

ãäå αij, βij, Hi, Si âûðàæàþòñÿ ÷åðåç a(x, t), c(x, t), Ki(x) . Óñòàíîâëåííàÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòü óñëîâèé ïîçâîëèëà ïðèìåíèòü ê èçó÷åíèþ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è 2
ìåòîä êîìïàêòíîñòè. Äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(a) a ∈ C(Q̄T ), at ∈ C(Q̄T ), a(x, t) > 0 ∀(x, t) ∈ Q̄T , c ∈ C(Q̄T ),

(b) Hi ∈ C(Q̄T ), Si ∈ C[0, l], f ∈ L2(QT ), ft ∈ L2(QT ),

(c) α11ξ
2 − 2α21ξη − α22η

2 ≥ 0, β11ξ
2 + 2β21ξη − β22η

2 ≥ 0,

(d)α12 + α21 = 0, α
′

11(t) < 0, α
′

22(t) > 0, β12 + β21 = 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5), (6), (8), êîòîðîå
ïîíèìàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ u(x, t) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó

T∫
0

l∫
0

(−utvt + auxvx + cuv)dxdt+

T∫
0

v(0, T )[α11u(0, t) + α12u(l, t)]dt−

−
T∫

0

v(0, T )[β11ut(0, t) + β12ut(l, t)]dt+

T∫
0

v(0, t)

l∫
0

H1udxdt−

−
T∫

0

v(l, t)[α21u(0, t) + α22u(l, t)]dt+

+

T∫
0

vt(l, t)[β21ut(0, t) + β22ut(l, t)]dt−
T∫

0

v(l, t)

l∫
0

H2udxdt =
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=

T∫
0

l∫
0

fvdxdt−
T∫

0

v(0, t)

l∫
0

S1fdxdt+

T∫
0

v(l, t)

l∫
0

S2fdxdt. (9)

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à ñ óñëîâèåì DI äëÿ ìíîãîìåðíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå À.È. Êîæàíîâà è Ë.Ñ. Ïóëüêèíîé. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà åå ðàçðåøèìîñòè ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñâåñòè çàäà÷ó
ñ íåëîêàëüíûì óñëîâèåì ê îáû÷íîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å äëÿ íàãðóæåííî-
ãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ÿäðî êîòîðîãî
ñîâïàäàåò íà áîêîâîé ãðàíèöå ñ ÿäðîì íåëîêàëüíîãî óñëîâèÿ. Îäíèì èç óñëî-
âèé ðàçðåøèìîñòè ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîñòü èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, âõîäÿùåãî â
íåëîêàëüíîå óñëîâèå. Ïðåäëîæåííûé â ïðåäñòàâëåííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå
ìåòîä ïîçâîëèë ñíÿòü ýòî îãðàíè÷åíèå.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàáîòû èññëåäîâàíû çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûì ïî âðåìåíè
óñëîâèåì: ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ñ íåëîêàëüíûì èíòåãðàëüíûì óñëî-
âèåì ïî âðåìåíè äëÿ ìíîãîìåðíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Áîëüøàÿ ÷àñòü
ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ çàäà÷àì ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñîäåðæèò èññëåäîâàíèÿ íåëîêàëüíûõ çàäà÷ ïî ïðîñòðàíñòâåí-
íûì ïåðåìåííûì. Èññëåäîâàíèå òàêèõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ Ã.À. Àâà-
ëèøâèëè è Ä.Ã. Ãîðäåçèàíè, À.È. Êîæàíîâà è Ë.Ñ. Ïóëüêèíîé. Çàäà÷è ñ íåëî-
êàëüíûìè ïî âðåìåíè óñëîâèÿìè èññëåäóþòñÿ â ðàáîòàõ À.Ì. Àáäðàõìàíîâà,
Ñ.Â. Êèðè÷åíêî, À.È. Êîæàíîâà.

Çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè ïî âðåìåíè óñëîâèÿìè òåñíî ñâÿçàíû ñ îáðàòíûìè
çàäà÷àìè, óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ â êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì.
Íàïðèìåð, â ðàáîòå Â.Ë. Êàìûíèíà è À.Á. Êîñòèíà 1 óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ
èìååò âèä

T∫
0

ω(τ)u(x, τ)dτ = χ(x).

Çàäàííûå òàêèì îáðàçîì óñëîâèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëü äåéñòâèÿ
íåêîåãî ïðèáîðà, ðåãèñòðèðóþùåãî ôèçè÷åñêèå ïîëÿ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò òðåòüåãî ïàðàãðàôà ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå ðàçðåøè-
ìîñòè ñëåäóþùåé çàäà÷è:

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, T � êîíå÷-
íîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì QT = Ω×(0, T ) , ST = ∂Ω×(0, T ) � áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü
öèëèíäðà QT .

1Äâå îáðàòíûå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè.// Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ.-

2010.-Ò.46.-� 3.-Ñ. 372-383.
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Çàäà÷à 3. Íàéòè â öèëèíäðå QT ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Lu ≡ utt −∆u+ c(x, t)u = f(x, t), (10)

óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

u(x, t)
∣∣∣
ST

= 0, (11)

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
u(x, 0) = ϕ(x) (12)

è íåëîêàëüíîìó óñëîâèþ

T∫
0

k(t)u(x, t)dt = h(x). (13)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ïðèìå-
íåí ìåòîä ñâåäåíèÿ íåëîêàëüíîãî óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà ê óñëîâèþ âòîðîãî ðîäà

ut(x, 0) +

T∫
0

K(x, t)u(x, t)dt = g(x). (14)

Ýòî ïîçâîëèëî ñâåñòè ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ê îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ. Çà-
òåì ïîêàçàíî, ÷òî èç ðàçðåøèìîñòè îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ âûòåêàåò ðàçðåøè-
ìîñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Íàéäåíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íåëî-
êàëüíîé çàäà÷è ñ óñëîâèåì (14). Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ
íà âõîäíûå äàííûå, ðåøåíèå çàäà÷è c óñëîâèåì (14) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
W 2

2 (QT ) è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 3.
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ

ìíîãîìåðíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (10), ãäå f(x, t) = p(x)h(x, t), ïðè÷åì
p(x) íåèçâåñòíà.

Äëÿ íåãî ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:
Çàäà÷à 4.2. Íàéòè ïàðó ôóíêöèé (u, p) , óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (10),

íà÷àëüíûì äàííûì
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, (15)

ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
u(x, t)|ST

= 0 (16)

è óñëîâèþ ïåðåîïðåäåëåíèÿ

T∫
0

H(t)u(x, t)dt = E(x). (17)
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Â ðàáîòå âûâåäåíî ñîîòíîøåíèå

p(x) =
1

σ(x)

[ T∫
0

r(x, t)u(x, t)dt−∆E(x)
]
, (18)

ãäå r(x, t) = H ′′(t) + c(x, t)H(t). Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëèëî ñâåñòè îá-
ðàòíóþ çàäà÷ó ê îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ è äîêàçàòü åãî ðàçðåøèìîñòü, à òàêæå
ïîêàçàòü, ÷òî ðàçðåøèìîñòü îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ âëå÷åò è ðàçðåøèìîñòü îá-
ðàòíîé çàäà÷è.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, äîêòî-
ðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Ëþäìèëå Ñòåïàíîâíå Ïóëüêèíîé
çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, öåííûå ñîâåòû è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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