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0-771736 

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Тематика диссертации. Теория диффере1щиальных форм яв­

ляется одной из важнейших частей математического языка и ап­

парата современного естествознания, по существу это - современ­

ное интегро-дифференциальное исчисление. Классический вектор­

ный анализ был полностью поглощен теорией дифференциальных 

форм. Использование дифференциальных форм привело к важным 

результатам в алгебраической топологии. Ярко проявляется значе­

ние 1:1нешних форм при исследовании оператора Лапласа и теории 

эшш11тиче<:ких ;~ифференциальных комплекеов. 

Сформулируем главные понятия диссертации. На римановом мно­

гообразии М пространство L~(M) состоит из дифференциальных 

k-форм с интегрируемым в степени р модулем. Определим простран­

ство iv:.q = {w Е L; 1 dJ.JJ Е L~+l }. Символы .Ср и Wp,q обозначают 

формы, локально лежащие в Lp (соответственно, в Wp,q)· Положим 

также WP = Wp,p· Последовательность···__<!_,, w;- 1(M) __<!_,, w;(м) .:!... 
· · · образует ко:vшлекс де Рама. Гомологии этого комплекса называ­

ются Lр-КОГОМОЛОГИЯМИ многообразиям и обозначаются н;(м). в 

1ш.стоящсй /~иссертации решен ряд задач, во:тикаю1цих 11ри иссле­

довании Lр-комплексов де Рама дифференциальных форм. 

Актуальность темы можно продемонстрировать, очень кратко 

указав связь с результатами других авторов. 

В главе 1 получены результаты, которые могут быть интерпре­
тированы как решение проблемы, поставленной Уитни: построение 

теории интегрирования Lр-форм по k-мерным поверхностям. В дис­

сертации раэработан аппарат обобщенной теории интегрирования 

в смысле Лебега k-форм по компактным k-мерным поверхностям, 

включающей с себя как теорию Уитни flOJ, так и теорию вложения 
Соболева (при k = п мы получаем теорию интегрирования Лебега в 

пространстве JRn). 
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Часть результатов главы 2 являются обобщениями результатов 

Доджика [15J об изоморфизме де Рама. 
Главы 3-4 посвящены Lр-когомологиям, изучаются возникающие 

при этом вопросы, связанные с нормальной и компактной разреши­

мостью оператора внешнего дифференцирования. Вопросами, отно­

сящимися к нормальной и компактной разрешимости краевой задачи 

для уравнения du = f, занимались, например, Сакс [8J, Телеман [271, 
Берхин [lJ, Хилсум [21). Общий подход к серии краевых задач для 
оператора d позволил получить и интерпретировать результаты Ко­

даиры [24J, Даффа и Спенсера [16J, Дезина [4J. Задачи, которыми 
для р = 2 занимались, в частности Чигер [13], Доджик [14], Мюллер 
[25), оказались частными случаями задач про Lр-формы на искрив­
ленных цилиндрах (такие цилиндры естественно возникают в ка­

честве концов многообразий). Результаты исследования компактной 

разрешимости оператора d для k-форм обобщают критерий А. Бай­

дера [12) дискретности спектра оператора Лапласа для функций на 
римановом многообразии. 

Результаты главы 5 об аппроксимации дифференциальных форм 

сетествеш1ым обра.зом обобщают как резуль·гаты Соболева [91 о плот­
ности гладких финитных функций в функциональном пространстве 

t;CRn), Т'д.К и результаты Масленниковой и Боговского [5J, [61 об 

аппроксимации соленоидальных векторных пслей соленоидальными 

финитными векторными полями. В этом же ключе могут быть ин­

терпретированы и результаты Хейвуда [20). Некоторые рсзульта1'Ы 
можно рассматривать, ка.к обобщения результатов Гаффни [19J и Чи­
гера [13]. Часть результатов близка к результатам О. В. Бесова [2] и 

Р. Ойнарова (см. [71). 
В главе 6 исследуется одно из важнейших свойств функториаль­

ног.ти Lр-когомологий - формула Кюннета. Вариант этой формулы 

бы.11 установлен Цукером в [28[ при дополнительных по сравнению с 

Кltщнсхмй roc,, ·, ~твэннь~ 
ун~ • · · .~ :·cr 

ЗОНАЛ~НдГ: НМ . • ; - ~ ШИСi~kд 
У~' 4,1•}·:·; . ~· ·~, 



нашими предположениях. 

Глава 7 посвящена исследованиям гомологического характера об 

абстрактных дифференциальных комплексах. Часть результатов яв­

ляется обобщением результатов Киченассами l22J. 

В главе 8 получены достаточные условия дискретности спектра 

оператора Лапласа на многообразии с цилиндрическими концами. 

Для нуль-форм , т.е . для функций соответствующие результаты име­

юп;я у Регины Кляйн [23]. Полученные адциционные теоремы для 

многообразий с дискретным спектром оператора Лапласа можно рас­

сматривать, как принцип расщепления, см. Эйхорн [18\. 

Научная новизна. Результаты диссертации являются новыми. 

Основные результаты диссертации. 

В главе 1 установлен естественный топологический изоморфизм 

между пространствами локально бемольных форм по Уитни llOJ и 
дифференциальными формами класса w~,oo. Установлена теорема, 

аналогичная теореме вложения функций Соболева для форм w;,q и 
построено интегральное представлеIШе интеграла дифференциаль­

ной фор~tы по k-поверхности Х в римановом многообразии У . 

I3 главе 2 строится и изучаетсJ.1 изоморфизм де Рама u случае 

комплекса Lр-форм. Указаны условия на триангуляцию К многооб­

разия М, при выполнении которых топологические векторные про­

странства когомологий н;(м) и н;(к) изоморфны. 

В главе 3 исследована зависимость (для некомпа1<тных многооб­

разий) Lр-кого:мологий от параметра р. Приведены примеры пuдком­

плексов W2 (X), позволяющие интерпретировать результаты о крае­

вых задачах для оператора d. Изучены Lр-когомологии цилиндров 

[а, Ь) х Х, снабженных римановой метрикой искривленного произ­

ведения (ds) 2 = (dt)2 + f 2 (t)(dg) 2 . Получены резулиаты о плотно­

сти финитных k-форм в соответствующих пространствах, обобщаю­

щие ре:зультаты Соболева о плотности гладких финитных функций 
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в функциональном пространстве t;(!Rn) . Результаты также являют­

ся обобщением результатов МаслеШ1ИКовой и Боговского (5/, [6] об 

аппроксимации соленоидальных векторных полей соленоидальными 

финитными векторными полями. Разработаны адциционныс методы 

вычисления редуцированных когомологий . 

В главе 4 найдены условия нормальной и компактной разрепшмо­

сти оператора dг на подпространстве ГС Wv(M), заданном некото­

рыми краевыми условиями. Построены примеры граничных условий 

Г на компактном многообразии, для которых оператор dг не явля­

ется нормально разрешимым, а также примеры условий Г, для ко­

торых оператор dr нормально, но не компактно разрешим . Найдены 

как необходимые, так и достаточные условия нормальной разреши­

мости оператора d на искривленном цилиндре. 

В главе 5 решен ряд аппроксимационных задач типа задач Собо­

лева и Хейвуда для диффереm~иальных k-форм на многообразии с 

цилиндрическими концами. 

В главе 6 доказана формула Кюннета, связывающая Lv-когомо­

логии искривленного произведения с Lр-когомологиями сомножите­

лей . Исследованы условия, при которой эта формула справедлива. 

В главе 7 для (полу)точной последовательности комнлексов ба­

наховых пространств выяснено, как нормальная (ком11акт11ая) раз­

решимость дифференциалов одного из комплексов влияет на свой­

ства дифференциалов остальных двух комплексов. Предложен ана­

лог вложения Киченассами для банаховых комплексов, в частности 

для диффереiщиальных эллиптических комплексов на замкнутом 

многообразии. 

В главе 8 найдены условия, при которых дифференциалы эл­

липти•юского комплекса, действующие в весовых Lр-пространствах, 

компактно разрешимы. Установлена аддиционная теорема для мно­

гообра..-зий с дискретным спектром оператора Лапласа, гri.e вонрос о 
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сохранении дискретности спектра оператора .iiашш.са при разреза­

нии и склеивании многообразий сводится к вопросам о компактной 

разрешимости операторов d. Получен также критерий дискретности 

спектра оператора Шредингера. 

Теоретическая и практическая ценность. Диссертация име­

ет теоретический характер. Результаты могут использоваться в ис­

следованиях по функциональному анализу и римановой геометрии . 

Апробация работы. Результаты, вошедпше в диссертацию, до­

кладывались на Ленинградской международной топологической кон­

ференции (1982), на V Тираспольском симпозиуме по общей топо­

логии и ее применениям (1986), па международной топологической 

конференции (Баку, 1987), на Советско-Японском симпозиуме по тео­

рии размерности (Хабаровск, 1989), на научных семинарах в универ­

ситетах Бар-Илан (Тель-Авив) и Бен-Гуриона (Беер-Шева) в 1996 

г, на :-.tеждународной школе-конференции по анализу и гсо:.1етрии, 

посвященной 75-летию академика Ю.Г. Решетняка (Новосибирск, 

2004), а также неоднократно докладывались на различных научных 

семинарах в Институте математики им. С.Л.Соболева СО РАН. 

Публикации. Результаты uпубликонаны в работах 29· 49. Ре­

зультаты совмсс·гных публикаций, выносимые на защиту, получены 

в про1~сссе неразделимой творческой деятельности соавтор01~. 

Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из 

ввсдс1шя, восьми глав и списка литературы (88 наименований). Объ­

ём диссертации-· 314 стр. 

КРАТКИЙ ОБЗОР ГЛАВ ДИССЕРТАЦИИ 

ГЛАВА 1. ИСЧИСЛЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ФОРМ СОБОJIЕН­

СКОГО ТИПА. 

§ 1.1 Диффере11:и,иалънъ~е формъ~ на лиnши-цевом многообразии. 

На римановом многообразии М пространство L;(м) образовано 

дифференциальными k-формами с модулем, интегрируемым в сте-
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пени р; w;,9 (M) :={(А) Е L; 1 di.JJ Е L~+l }. Символы l,P и Wp,q обозна­
чают пространства форм, локально лежащих в Lp (соответственно, 
в Wp,q) . Коэффициенты внешнего дифференциала lh.v формы w яв­

ляются некоторыми линейными комбинациями частных производ­

ных коэффициентов самой формы (А). Классы дифференциальных 

форм w;,q оказываются инвариантными относительно билипшице­
вых замен координат и поэтому могут быть определены на любом 

липшицевом многообразии. 

Условие суммируемости коэффициентов формы lh.v проявляется 
в свойствах формы (А) 1 связанных в основном с интегрированием . В 

связи с построением геометрической теории интегрирования Уолф 

и Уит1m [10] рассматривали класс бемольных форм, инвариантный 

при mшшицевых отображениях. Оказывается, что дифференциаль­

ные формы класса w;.,,00 - это в точности локально бемольные 

формы. В последнем пункте классы форм w;,q использованы для 
переноса теории Чженя - Вейля, описывающей характеристические 

классы расслоения в дифференциально-геометрических терминах, 

на случай расслоений над лиmпицевым многообразием. 

§ 1.2. Об интегрировании дифференцuаЛ'ЬНЪLХ форм класса w;,q. 
Классы w;,q дифференциальных форм на липшицевых многообра­
зиях, введенные в § 1.1, представляют аналог функциональных клас­

сов Соболева Wi.ioc для случая дифференциальных форм . В частно­

L'ТИ, формы класса w~,p - это просто функции класса w;, !ос' Функ­
ция ! из w;, \ос (JR.n)' вообще говоря, определена в :R.n лишь почти 

всюду и может быть разрывной. Согласно теореме вложения Собо­

лева при р > n функцию ! из w;, \ос (IR.n) можно так переопределить 

на множестве меры О, чтобы она стала непрерывной. В§ 1.2 предла­
гается аналогичная теорема для дифференциальных форм классов 

w;,q. В таком варианте теоремы вложения роль значе1rnй функции f 
в точках пространства .lll" играют интегралы k-мерной формы (А) 
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110 ориентированным k-мерным поверхностям в JRn. Непосредствен­

но определение интеграла дифференциальной формы w степени k, 

заданной на !Rn, по k-мерной поверхности в JRn, параметризованной 

липшицевым отображением g в JRn области из JRk, сводится к опре­

делению формы g•w = adx /\ ... Л dxk и интегрированию функции а 

по области И. 

Такой интегра.п определен не для каждой поверхности, посколь­

ку пс для всех липшицевых отображений g и форм w Е w;,q форму 
g*(w) можно определить. В этом параграфе для достаточно боль­

ших р и q определен интеграл f
9 

w произвольной формы w Е w;,q 
по произвольной k-мерной поверхности, параметризованной липши­

цевым отображением g. Этот новый интеграл совпадает с непосред­

ственным интегралом для почти всех поверхностей. Интеграл J w 
g 

непрерывно зависит от формы w Е w;,q, а также (в определенном 
смысле) от области интегрирования. 

Теория интегрирования дифференциальных форм классов w;,q 
в случае р = q = оо развита в книге Уитни /10], где изучаются 

бемольные формы. Совпадение класса w.;.,,
00 

с классом локально­

бсмольпых форм установлено в § 1.1. Таким образом, интегрирова­

ние Уитни оказывается частным предельным случаем интегрирова­

ния форм классов w;,q. Существенное отличие случая р < оо, q < оо 
от случая р = q = оо заключается в том, что для любого липшицева 
отображения g: И-+ JRn, И С JRk и формы w Е W~100 (1Rn) интегри­
рование по поверхности в JR.n, параметризованной отображением g, 

сводится к интегрированию в смысле Лебега некоторой ограничен­

ной измеримой функции на И. В§ 1.2 показано, что интегрирование 

форм класса w;,q при р, q < оо не может быть сведено к mIТегри­
ровапию А смысле Лебега и приведены соотвL'ТСтвующие примеры. 

Установлен ряд свойств интеграла J
9 

w, в частности теорема Стокса 

и теорема о замене переменной интегрирования. 
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§ 1.3. Ишпегра.лъное nредставление tштегра.ла ошfкfiе7Jенч1юлънтi. 

формw. Пусть Х - гладкая k-мерная компактная поверхность, ле­

жащая в k + m-мерном римановом многообразии У . Оказывается, 

на У существуют такие диффереIЩиальные формы т степени т и 1Р 

степени т -1, что .для гладких ограничеиных форм w на У 

Для форм степени О это представление совпадает с известным 

представлением Соболева функций 

ГЛАВА 2. ИЗОМОРФИЗМ ДЕ РАМА Lр-КОГОМОЛОl'ИЙ НЕКО:v!ПАКТ­

НЫХ РИМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЙ . 

Классическая теорема де Рама устанавливает изоморфизм между 

когомо;ю1·иями многообразия и гомологиями комплекса лифферен­

циальных форм на этом многообразии. В этой главе аналогичный 

изоморфи:iм строится в случае комплекса дифференциа.11ы1ых форм 

класса Lp на римановом многообразии . 

Предположим, что задана гладкая триангуляция т : IKI --+ М 

многообразия М. В пространстве коцепей симнлициалъного комплек-

са К введем норму llcllc•(K) = ( L: lc(T)IP) t/p . Пространство с;(к) 
р тек 

состоит из k-мерных коцепей с, у которых llcllc;(к) <ос. 

Комплекс К называется звездно-ограниченным, если количество 

симплексов в звезде каждой вершины комплекса К равномерно огра­

ничено. Если комплекс К звездно-ограничен, то кограничный опера­

тор d переволит с;(к) в с;+ 1 (К), причем d: с;(к)--+ с;н(К) -
Оl'ра11ичс1шый оператор . Обозначим н;(к) когомологии KOMllJleкca. 

{с;(к); d} . 
В главе 2 указаны условия на триангуJ1яцию т, при выполнении 

которых топологические векторные пространства н;(м) и н;(К) 

изоморфны. Следствием этого изоморфизма является изоморфизм 
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-k -k 
пространств Нр(М) и Нр(К). Последний иэоморфизм был ранее 

установлен Доджиком [15] при р = 2 и дополнительных ограниче­

ниях на радиус инъективности и тензор кривизны многообразия М. 

Метод Доджика существенно использует эти ограничения и приго­

ден (что отмечено в [15]) только для отделимых когомологий н;. 
Наш метод основан на другой конструкции. 

ГЛАВА 3. Lр-КОГОМОЛОГИИ РИМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЙ. 

§ 3.1 называется так же, как и глава. Lр-когомологии компактного 
многообразия Х не зависят от р и совпадают с его обычными кого­

мологиями Н*(Х, R). L2-когомологии римановых мнш·ообразий и, в 

частности, искривленных цилиндров изучали, в частности, Доджик 

/14], Мюллер /25], Чигер /13]. Последний подробно рассмотрел L2-ко­
гомологии многообразий с коническими особенностями. Для неком­

пактных многообразий Lр-когомологии могут зависеть от р. В § 3.1 

исследована эта зависимость для конуса над римановым многооб­

разие:--1. Приведены примеры подкомплексов W2 (X), позволяющие 

интерпретировать результаты о краевых задачах для оператора d, 

полученные ранее Кодаирой [24], Даффом и Спенсером [16], Дези­
ным 14]. 

В § 3.2 (редуцирован-н:ые Lр-когомологии искривлснн'Ых ЦUJl.UH­

()poв) и ~ 3.3 (Lр-когомологии искривленнъ~х ц1J.Лuндров) изучаются 

Lр-когомологии цилиндров [а, Ь) х Х, снабженных римановой метри­

кой искривленного произведения (ds) 2 = (dt) 2 + f 2 (t)(dg) 2 . 

В§ 3.2 описываются редуцированные Lр-когомологии искривлен­

ных цилиндров. Результаты обобщают на случай произвольного р 

результат Доджика про поверхности вращения из [14], результаты о 
цилиндрах являются новыми и для р = 2. 

Приведем один из результатов параграфа 3.2. Рассмотрим в про­

странстве JR.n+l полярные координаты: t = /yl, х = y/IYI Е sn . Обо­
значим JR./+ 1 риманово многообразие, rюJ1учающсеся в ре3ультатс за-
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дания в JRn+l римановой метрики, совпадающей вне некоторого шара 

с метрикой искривленного произведения (ds) 2 = (dt)2 + f2(t)(dx) 2
. 

Такие метрики могут быть охарактеризованы как метрики , кото­

рые в окрестности бесконечности инвариантны относительно группы 

вращений SO(n + 1). 

Теорема 3.2.5 Пусть ko = [п/р] + 1. Тогда 

1) н;(IR? 1 ) =О npu k ~ {О, ko, n + 1}; 
-ko +1 

2) Н Р (IR/ ) :/:- О тогда и толысо тогdа, когда 

00 00 ! jC< ~ }-l)p(t)dt < оо, ! 1-{; }р' (t)dt < 00 (f; + ~ = 1) ' 
о о 

-=<! +1 -=n+l n+l · -ko +1 
в этом слу"Чае Hp(!Rj ) = НР (IR1 ) =О и d1mHP (JR/ ) = оо; 

3) если volJRn+l < оо то 7l°(an+l) !::'1 fi+1(1Rn+l) ~ JR · 1 J pf -р 1 -, 

если vol!R/+1 = оо, то ~(JR/+ 1 ) = н;+ 1 (R/+1 ) =О . 
§ 3.4. Аддиционные формулъt дл.н. редуцированных Lv-когомоло­

гий. Гармонические k-формы на компактном многообразии М изо­

морфны k-мсрным когомологиям М. Для некомпактного М Атья 

в [l lJ предложил описывать гармоиические L2-формы при помощи 
ред,уцированных L2-когомологий. Чигер в /13J установил, что L2-

когомологии и ред,уцированные L2-когомологии компактного псев­

домногообразия совпадают. В общем случае применение адцицион­

ных методов вычисления рсд,уцированных когомологий затруднено 

неточностью соответствующих когомологических последовательно­

стей. В § 3.4 нредJJагается способ преодоления этих трудностей. По­

лученные результаты применяются для вычисления ред,уцирован­

ных Lр-когомологий многообразий специального вида, которые мо­

гут быть охарактеризованы как многообразия, квазиизометричные 

впе некоторого компакта искривленному цилиндру. Lv-когомологии 

таких многообразий выражаются с помощью гомологических после-
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)\онатсльностей в зависимости от ограниченности или неоl'рапичсн­

ности СЛС/JУЮЩих интегралов, которые играют важную роль и в сле­

дующих главах . Для цилиндра [а,Ь) х 1 Х они таковы (ui -- · веса 
ь 

на [а, Ь) С R): Ik = J(Jnfp-kO'k)P dt при О S k S п , Ik = оо 
а 

ь 

при k ~ п + 1, Ik = О при k < О; Jk = f (Jnfp-k~ 1 uk)-P
1 

dt нри 
а 

1SkSп+1, Jk =ос при k S О, Jk =О при k > п + 1. Результа-

ты носят исчерпывающий характер в том смысле, что в ней учтены 

все комбинации значений констант 1 k, J k, 1 k-l . Некоторые частные 

случаи были установлены в (14J, [13), [251, [26}, /35] . 

Гллвл 4. НОРМАЛhНАЯ и КОМПАКТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ОПЕ­
РАТОРА ВНЕШНЕГО ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ . 

Замкнутый оператор Т : Х -+ У, действующий на банаховых 

пространствах, нормально (компактно) разрешим, если непрерывен 

( ко:-.шактен) 11 обратный 11 оператор из Im Т в domT / ker Т. Замкну­

тость образа Т эквивалентна нормальной разрешимости Т, поэтому 
k -k 

пространство НР (1\1) совпадает с 11ростра11стном Н р(М) в том и 
только в то:-.r случае, когда оператор внешнего дифференцирования 

d~,л.} : L;-1 (M) _, L;(м) нормально разрешим . 

§ 4.1. О нор.малъной ·и компактной разрешимости оператора 

внешнего дифференцирования при однородных краевъ~х условиях. 

Здесь найдены условия нормальной и компакт1юй разрешимости 

оператора dг на 11од11ространстве Г, заданном некоторыми краевыми 

ус:юnиями , V"(M) с Г с Wp(M) (символ Vp(M) обозначает замыка­

ние в i-~'p(l\t/) множества форм с компактными носителями, зануля­

ющимися на крае М). Задача на компактном М сводится к окрест­

ности края, т. е. к цилиндру 1 х дМ. Построены примеры граничных 

условий Г на компактном многообразии , для которых оператор dг 

не является нормально разрешимым, а также примеры условий Г, 

для которых оператор dг нормально, но не компактно разрешим. 
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Вопросы нормальной и компактной разрешимости краевой зада­

чи для уравнения du =/,близкие к теме§ 4.1, рассматривались в 

работах (17), (4), (8), (27), (lJ, (21), из них можно извлечь доказатель­

ство компактной ра.зрешимости dv"(M) и dw"(M)-

B § 4. 2 (нормальная разрешимость оператора внешнего диффе­
ренцирования на искривленном цилиндре) и § 4.3 (о нормалъной раз­

решимости оператора внешнего дuфференцированuл на искривлен­

ных произведениях) найдены как необходимые, так и достаточные 

условия нормальной разрешимости оператора d;,м на искривленном 

цилиндре. Сходные вопросы возникали, например, у Чигера (13] , он 

доказал пормалъную разреmимость операторов d~ м на многообра­

зиях М, которые можно получить из замкнутых псевдомногообра­

зий удалением особенностей. В частности, в параграфе 4.3 предлага­

ется метод получения ненулевых элементов Lр-когомологий, позво­

ливший к тому же получить ряд необходимых условий нормальной 

разрешимости оператора d на искривленном произведении. Для ри­

манова многообразия Х и двух весовых функций т и .; на Х мы 

определяем коцепной комплекс (R~(X, т, Е), д): 

Найдены некоторые условия нормальной разрешимости оператора 

д: R~(X, т, О--. R~+l(X, т,.;), построена точная последовательность, 

связывающая когомологии комплекса Rp(X, т, .;) с когомологиями 

комплексов де Рама Lp ( Х, т) и Lp ( Х, .;) , вычислены когомологии и 

редrцированные когомологии комплекса Rp(X, т, .;) для Х = [а, Ь). 

Установлена связь вопроса о нормальной разрешимости оператора d 

на искривленном цилиндре [а, Ь) х / У с теоремами вложения весовых 

пространств Соболева на полуинтервале [а, Ь). 
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~ 4.4. О компактной. разреш1LМости оператора внешнего диффе­

ренцирования. Здесь найдены разнообразные условия компактной 

разрешимости оператора d, действующего в пространствах L; ( М, и). 

Полученные условия для искривленных цилиндров и поверхностей 

вращения эффективны, т. е. их проверка сводится к вычислению и 

оценкам конкретных интегралов. Наши исследования компактной 

разрешимости оператора d имеют прямое отношение к результатам 

А . Б3.йдера. [121 о дискретности спектра оператора Лапла.<:а на рима­

новом многообразии. Рассмотрим оператор dv : Lg ( Х, а) -+ LH Х, и), 
область задания Dom dv = V(X) которого состоит и:3 гладких фи­

нитных функций. Пусть dv : Ц(Х, и) -+ Lg(x, и) - оператор, со­

пряженный оператору dv, с(х) - гладкая функция на М, А -­

самосопряженное расширение по Фридрихсу оператора dv о dv + с 
и dv - замыкание оператора dv. Спектр самосопряженного опера­

тора дискретен тогда и только тогда, когда его ядро конечномерно 

и он компактно разрешим. Используя это, нетрудно доказать, что 

при с(х) = О спектр оператора А дискретен тогда и только тогда, 
когда оператор dv компактно разрешим. Условия компактной раз­

рсшимос·rи оператора dv: L;(x, и)-+ L~+l(X, r) из теоремы 2 ~ 4.4 

в частном случае k = О и р = 2 совпадаlО'r с критерием Байде­

ра l 12, теорема 2.2] дискретности спектра оператора А. Решение 

задачи о компактной разрешимости оператора d, действующего в 

пространствах дифференциальных форм, позволяет указать условия 

дискретности спектра оператора Лапласа d* od+dod*, действующего 

в пространствах Li(X, и) дифференциальных форм. 

ГЛАВА 5. ФИНИТНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

ФОРМ . 

§ 5.1. Финиrпна.х аппроксимацн.н. замкнутш.~х дшfиfiереtщ1J,алъны:с 

форм на римановых мио~ообразиях сnециалъного вида. Возможность 

аппроксимации в JRn потенциальных nскторных полей градиентами 
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фию1п1ых функций вытекает из рсзульт-атов CoGoлena 19]. А1111рокси­
мируемость в IRn соленоидальных векторных полей финитными уста­

новлена Хейвудом в 120]. Но потенциальные векторные ноля можно 
трактовать как точные дифференциальные формы степени 1, а со­

леноидальные - - как замкнутые формы степени п - 1. В § 5.1 мы 

исследуем задачи финитной аппроксимации в Lv-норме замкнутых 

дифференциальных форм на римановых многообразиях и предлага­

ем решение ряда аппроксимационных задач типа задач Соболева и 

Хейвуда для дифференциальных k-форм на многообразии с цилин-

дрическими концами. 

§ 5.2. Финитпа.я аnnрокси.м.а-ци.я дифферени,иалънь~х фopJ.t в ве­

совых nрострти;ттиюх соболевско20 тпипа. Здесь мы изучаем, каким 

условиям должна удовлетворять форма w, чтобы она принадлежа­

ла Wv-замыканию множества гладких финитных форм, т. е. подпро­

странству VP С Wv· Эти вопросы связаны с выполнеm1ем на :шюrо­

образии М формулы типа Стокса. А именно : форма w Е w; ( М, а) 
принадлежит 11одпространству Vpk(M,a) тогда и только тогда, косда 

для каждой формы и Е w;-k-1(M,a'), равной О на дМ , выполне­

но равенство J d(w /\и) = О. Полученные в параграфе результаты 
м 

можно рассматривать, как обобщения результатов Гаффпи \19] и 
Чигера [13]. При l = 1 задача о плотности финитных функций в 

весовых пространствах Соболева wJ1>(м, а) для областей }v[ евкли­
дова пространства - это задача о совпадении пространств W~(Jv!, а) 

н v:(м, а). Мы получаем условия принадлежности формы подпро­

стралству vpk(M,a) для искривленного цилиндра Af = [а,Ь) Xf х 

над комш1кт11ым Х. Наши ре:зультаты о финитной анпрою:имш~ии н 

'vV;(м, а) для случая k = О близки к результатам О. В. Бесова 12] 
и Р. Ойнаrовi:i (с~1. 171). I3 § 5.2 усилены рсзуJ1ьтаты В . Н. :\'1асл1::11-

никовой и М. Е. Боговского [б/ об аппроксимации соленоидальных и 

потенциальных векторных полей. 
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ГЛАВА 6. ФОРМУЛА КЮННЕТА. 

§ 6.1 - формула Кюннета для редуцuрованнъ~х L2 -когомологий. 

Для L2-когомологий произведения вьшоm1ена формула Кюннета: 

если У компактно, то Н~(Х хУ) ~ ЕfЭ Н~(Х)®ННУ). Для искрив­
i+j=k 

ленных произведений Х х / У справедливо следующее: если искрив-

ляющая функция f ограничена и для каждого 1 ~ j ~ n = dim У 
. 1 . 

оператор dy : L~- (У)~ Ц(У) нормально разрешим, то 

Н~(Х х1 У)~ Е1Э Н~(Х, jn/2-j; Hj(Y)) . 
i+j= k 

Эта формула, выражающая L2-когомологии искривленного произ­

ведения Х х / У через весовые когомологии многообразия Х с веса­

ми jn/2 - j и коэффициентами в гильбертовых пространствах Н1(У), 

была установлена С. Цуксром в [281 при некотором допо1шитс;1ыюм 
предположении об области задания оператора dx х / у . Без этого до­

полнительного ограничения формула дока."iана в [37), причем в слу­

чае Lр-когомологий при 1 < р < оо . Топологический изоморфизм 

индуцирует изоморфизм редуцированных L2-когомологий 

Н~(Х х 1 У)~ Е1Э ~(X,j"/2-;;H;(Y)). 
i-t-j=k 

Цель данного параграфа - доказать последнюю формулу в слу­

чае ограниченной искривляющей функции f, не требуя нормальной 
разрешимости dy . Доказательство использует спектральную теоре­

му для самосопряженных операторов в гильбертовом про<:транстnе 

и поэтому не переносится на случай Lр-когомологий при р :/= 2. 

§ 6.2. Lр-когомологии искривленных nроuзведенuй лиnшuцевых ри­

мановых многообразий. Пусть Х и У -- римановы многообразия 

размерностей m и n соответственно, f - гла,цкая положительная 

функция на Х . Пусть р(х) и а(у) -· весовые функции на Х и У. В 

работе [37\ доказано, что если р Е (1 , оо), функция f ограничена и 
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Lр-комnлекс де Р!!.ма Lp(Y, ст; R.) расщепляем (т. с . подпространства 

Im dj и kerdH1 дополняемы в пространстве Lp(Y, ст, JR) при j Е N), 

то имеет место nекторный топологический изоморфизм 

н;(х х / У, рст ; JR) ~ ЕfЭ Н~(Х, pjn/p-j ; Ht(Y, ст ; R)) . 
i+j=k 

Там же было установлено, что Lр-комплскс де Рама гладкого ком­

пактного многообразия расщепляем, если 1 < р < оо. Нам неизвест­
но, расщепляем ли этот комплекс при р Е [1, оо] . Кроме того , даже 

если Lр-комплекс де Рама многообразия У расщепляем, метод дока­

зательства формулы Кюннета, предложенный в [37], не переносит­

ся на случай р Е [1, оо], так как пространства дифференциальных 

форм при р Е { 1, оо} нерефлексивны . Метод, развитый в настоя­

щем параграфе, позволяет установить формулу Кюннета /(ЛЯ любого 

р Е [1 , оо) в том случае, когда либо многообразие У компактно, либо 

его Lр-комплекс де Рама расщепляем . Более того, стало возможным 

отказаться от условия гладкости многообразий, заменив его предпо­

ложением о том, что Х и У - липшицевы римановы многообразия. 

ГЛАВА 7. БАНАХОВЫ КОМПЛЕКСЫ и ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ФОР­

МЫ. Банахов комплекс - это коцепной комплекс банаховых прост­

ранств и замкнутых линейных операторов. 

В § 7.1 (гомологи"tеские acneкm'ЬI. теории бана.т,ов'Ьl.х комnле·ксов) 

изучаются последовательности комплексов. Одна из задач - выяс­

нить, как нормальная (компактная) разрешимость одного из ком­

плексов влияет па свойства остальных дифференциалов. 

Для банахова комплекса А = (А\ Ti)iEZ и целого числа k опре­

делены топологическое векторное пространство гомологий Hk А и 
-k 

банахово пространство редуцированных гомологий Н А. Простран-
k -k 

стuа П А и Н А совпадают тогда и только тогда, когда оператор 

тk- l нормально разрешим. 
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Короткой точной последовательности бапа.ховьtх комплексов 

(1) 

соответствуют точная последовательность гомологий 

H i-1c 6'-1 нiА н'~р IIiв н'"' нiс .s' . . . --+ ---+ ---+ ---+ ---+ . .. (2) 

и полуточная последовательность редуцированных гомологий 

-=='1I._ 1c .s•-I -=='н·л н•~р -н-iв Н'Ф Jiic 6' . . . --+ ---+ ---+ ---+ ---+ ... (З) 

Мы выясняем, как сказывается на поведении последовательно­

стей (2) и (3) предположеtше о том, что один из дифференциалов 

комплексов А, В и С нормально разрешим. 

,Друга.я задача, с которой мы имеем дело, состоит в том, что­

бы выяснить, как влияет предположение о нормальной (компакт­

ной) разрешимости одного из дифференциалов комплексов А, В и 

С, образующих короткую точную последовательность (1), на свnй­

ства других дифференциалов этих комплексов. 

Методы бана.ховых комплексов ока.зьmаются полезными в § 7.2 

(теорема компактности д.л..я дифференv,иалъных форм) при иссле­

довании свойств вложений комплексов дифференциальных форм. 

Пусть М -- · замкнутое ориентируемое гладкое n-мерное многообра­

зие . Киченассами [22] доказал, что если 1 < р < оо, 1 ~ q < оо, 
! - ! < .!., то пространство Wpk(M) компактно вложено в потоки 
р q rL 

с 11ормой inf {llw - d<pllL + ll<pllL }. В р.2 установлено, что кон-
-.рЕL, ч ч 

струкция Киченассами связана со свойством рефлективности подка-

тегории банаховых комплексов с непрерывными дифференциалами в 

категории всех банаховых комплексов. Предложен аналог вложения 

Кичспассами для бана.ховых комплексов, в частности для дифферен­

циальных эллиптических комплексов на замкнутом мно1·ообразии. 
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ГЛАВА 8. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ КОМПЛЕКСЫ 

И МНОГООБРАЗИЯ С ЦИЛИНДРИЧЕСКИМИ КОНЦАМИ . 

§ 8.1 . Комnшктиая разреши.м.ость дифференциалов э.л..л:иnти-ч,еско­

го дифференциального комплекса. Интерес к компактно разрешимым 

операторам вызван, в частности, тем, что дифференциалы эшшnти­

ческого дифференциального комплекса на компактном :многообра­

зии без края являются компактно разрешимыми операторами. Кро­

ме того, свойство компактной разреnmмости оператора имеет пря­

мое отношение к дискретности спектра этого оператора, а именно 

самосопряженный оператор Т, действующий в гильбертовом про­

странстве, имеет дискретный спектр тогда и только тогда, когда он 

компактно разрешим и dimKcrT < оо. 
Если дифференциальный эллиптический комплекс задан на не­

компактном многообразии, то его дифференциалы не обязательно 

компактно разрешимы. Простейший пример - оператор дифферен­

цирования, действующий в L2 (1R) . Компактная разрешимость диф­

ференциалов эллиптического комплекса на компактном :многообра­

зии с краем зависит от выбора граничных условий. 

В § 8.1 найдены условия, при которых компактно раэрешимы 

дифференциалы эллиптического комплекса, действующие в весовых 

Lр-пространствах . Детально разобран случай дифференциа.ilа d0 ком­

плекса де Рама на многообразии с цилиндРическими концами. Наши 

результаты позволяют исследовать некоторые вопросы дискретности 

спектра оператора Шредингера. Для нуль-форм, т.е. для функций 

соответствующие результаты имеются у Регины Кляйн /23\ . 

§ 8.2. Аддиционная теорема д.л.я многообразий с дискретным спек­

тром оператора Лапласа. Пусть риманово многообразие Х разбито 

поверхностью У на две области Х+ и Х_. Представляет интерес за­

дача о том, как соотносятся между собой спектральные свойства опе­

раторов Лапласа, действующих в пространствах дифференциальных 
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форм на многообразиях Х, Х+ и Х_ . В случае О-форм эта задача 

тесно связана с так называемым принципом расщепления в каче­

ственной спектральной теории дифференциальных операторов (З] . 

В качестве лапласианов в указанной задаче естественно рассмат­

ривать самосопряженные расширения минимального оператора Л~in, 

порожденного дифференциальной операцией Л k. Если многообразие 

Х полно (без края), то расширение единственно. В общем случае это 

нс так. Поэтому нужно указывать, какие именно лапласиаиы, дей­

ствующие на многообразиях Х, Х + и Х _, имеются в виду. Мы рас­
сматриваем операторы Лk = D* о D, D -- замкнутый оператор, по­

рожденный дифференциальной операцией d х о, d - - операция внеш­

него дифференцирования, о - операция кодифференцирования. 

Ключевой момеит в исследовании - следующий факт: спектр 

оператора D* о D дискретен тогда и только тогда, когда оператор D 

компактно разрешим и dim Ker D < оо. Это позволяет свести вопрос 
о сохранении дискретности спектра оператора Лапласа при разре­

зании и склеивашrn многообразий к аналогичным вопросам о ком­

пактной разрешимости операторов внеnшего дифференцирования и 

на этой основе найти условия, при выполнении которых дискрет­

ность спектра оператора Лапласа на многообразии Х равносиль­

на дискретности спектров соответствующих операторов Лапласа на 

обоих многообразиях Х + и Х _. Получеmrые адциционные теоремы 

для многообразий с дискретным спектром оператора Лапласа можно 

рассматривать, как принцип расщепления, см. Эйхорн (18]. 
Все резу;1ьтаты параграфа. о спектре операторов относятся к са­

мосопряженным операторам, действующим в гильбертовом простран­

стве . В то же время вспомогательные результаты о компактной раз­

решимости относятся к операторам, деtkтвующим в Gа:нахоных про­

странствах. Нам представляется, что в этой большей обш,ности вспо­

мо1·атсльпые результаты приобретают самостоятельное значение. 
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