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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ i~ 
~:lij 

Актуальность темы. Основой многих деформируемых конструкций, 

взаимодействующих с температурным полем, являются оболочечные и 

пластинчатые элементы из нетрадиционных материалов - композитов, 

полимеров, новых сплавов. Существенное влияние на nрочность и устой-

чивость таких элементов оказывают сдвиговые наnряжения, последова-

тельный учет которых ведет к nостроению уточненных (неклассических) 

моделей оболочек - естественным образом такие модели возиккают н 

при построении различных теорий многослойных оболочек. В настоящее 

время известно множество нелинейных моделей термоупругих много­

слойньiХ. анизотропных оболочек, однако, с одной стороны, практически 

отсутствует сравнительный анализ различных моделей (особенно по от­

ношению к задачам устойчивости), а с другой- отсутствует анализ моде­

лей по отношению ко всем основным постулатам термодинамики сплош­

НЪIХ сред (как nравило, из рассмотрения "выпадают" интегральные вари­

анты принциnа Онсагера и уравнение энергетического баланса, что nриво­

дит к утрате некоторых индивидуальных свойств реальной термодинами­

ческой системы). Вместе с тем nроблема корректности nостроенных нели­

нейных уточненных моделей, включая вопросы разрешимости и сходимо­

сти численньiХ методов, относится к классу нерешенных проблем матема­

тической теории оболочек. В свою очередь, наличие такой проблемы ока-

зывает, например, негативное влияние на качество получаемых результа­

тов при исследовании эволюционных режимов (и динамической устойчи­

вости) деформируемьiХ конструкций- хорошо известно, что полное опи­

сание эволюции механической системы требует введения фазового про-

странства, но его суть раскрывается именно в теоремах существования . 
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Таким образом, математическое моделирование в задачах статики и 

динамики конструктивно неоднородных термаупругих оболочек является 

исключительно актуальной тематикой исследований и предполагает реше­

ние трех задач: 1) построение моделей оболочек, согласованных с посту­

латами термодинамики; 2) исследование корректности уточненных моде­

лей; 3) проведение численных экспериментов и анализ полученных ре­

зультатов. 

Цель работы . Построение неклассических математических моделей 

конструктивно неоднородных термаупругих пологих оболочек с дополни­

тельным требованием инвариантности всех основных уравнений термоди­

намики для конечных трехмерных объемов сплошной среды, относитель­

но используемых приближенных уравнений состояния при независимой 

аппроксимации определяющих функций; исследование корректности по­

строенных моделей, эволюционных уравнений для оболочек Рейссиера и 

для трехслойных оболочек Григолюка-Чулкова; обоснование сходимости 

численных методов и проведение на их основе числеиных экспериментов 

по исследованию устойчивости оболочек в рамках различных моделей. 

Научная новизна. В работе развивается новое научное направление, 

связанное с разработкой теории и методов решения неклассических задач 

термаупругости для конструктивно неоднородных пологих оболочек и 

пластин. 

Впервые доказана разрешимость геометрически нелинейных связан­

ньхх задач термаупругости для пологих оболочек в рамках гипотез Кирх­

гофа-Лява с учетом трехмерного уравнения теплопроводности параболи-

ческого типа. 

Впервые доказана разрешимость геометрически нелинейных связан­

ных задач термаупругости "в перемещениях" для трехслойных оболочек, n 

рамках гипотез Гриrолюка-Чулкоnа. 



Предложены универсальные "проекционные" условия движения и 

равновесия деформируемых твердых тел, взаимодействующих с темпера­

турным полем. Основой "проекционных" условий являются фундамен­

тальные постулаты термодинамики и вариационные уравнения для конеч­

ных объемов сплошной среды. Указанные условия позволяют отказаться 

на этапе построения математических моделей оболочек от использования 

"смешанных" вариационных уравнений при независимой аппроксимации 

определяющих функций. 

Построены на базе "проекционных" условий непротиворечивые с 

точки зрения фундаментальных постулатов термодинамики геометрически 

нелинейвые варианты уточненных моделей многослойных ортотропных 

термаупругих оболочек. При этом эволюцию оболочек определяют не­

классические системы дифференциальных уравнений различного типа и 

размерности, неразрешенные относительно "старших" производньiХ по 

переменной "время". 

Впервые с помощью построенных моделей многослойных оболочек 

выявлена неоднозначность в оnределении НДС оболочек - установлено, 

что статические условия идеального контакта слоев не относятся к классу 

необходимых условий в континуальной теории многослойных оболочек. 

Вnервые исследованы воnросы существования и единственности 

решения для связанных и несвязанньiХ геометрически нелинейных задач 

термауnругости в уточненной теории nологих оболочек и nластин Рейс­

снера. К изученному классу задач относятся краевые задачи, оnределяю­

щие модели мноrослойньiХ оболочек в рамках обобщенных гипотез Ти­

мошенко, Пелеха-Шереметьева, Амбарцумяна, Григолюка-Куликова. 

Впервые исследована частичная диссипативность эволюционных 

уравнений в связанных задачах термоупругости для пластин - рассмот-
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реры классические и уrочненные модели пластJр~. Проведеиные исследо­

вания обобщают известные результаты Н.Ф.Морозова. 

Определен новый класс задач в теории оболочек - обобщенные за­

дачи дифракции, характерной особенностью которых является учет ло­

кальной,по "объему" оболочки, аппроксимации определяющих функций и 

локального взаимодействия с температурным полем. 

Впервые доказана разрешимость связанных и несвязанных обоб­

щенных задач дифракцнн для термеуnругих nологих оболочек nеремеJiной 

толщины; тем самым доказана корректJIОСТЬ предложенного способа де­

комnозиции оболочек. 

Впервые исследована сходимость метода Бубно.ва-ГалерJ<ИJJа при 

решенни линейных связанных задач термсуnругости для nластин в р~ках 

гипотез Кирхгофа-Лява н Рейссиера с учетом конечной скоросц. расnро­

странения тепла. 

Достоверность результатов, с одной стороны, обесnечивается их 

полным соответствием всем основным уравненням термодинамики для 

конечных объемов сплошной среды, а с другой - гарантируется доказан­

ными в работе теоремами и nроведеиными численными эксnериментами, 

включая соnоставление с известными и эксnериментальными результата­

ми. 

Практическая ценность nолученных результатов заключается в ис­

nользовании при проектировании и оценке качества новых деформируе­

мых конструкций nостроенных корректных моделей оболочек и алгорит­

мов. Некоторые из разработанных моделей многослойных оболочек и ал­

горитмов внедрены в расчетную nрактику НIЩ "АЛМАЗ-ФАЗОТРОН". 

Соответствующий документ nрилагается к диссертации. Кроме того, ре­

зультаты работы используются: 1) в учебном nроцессе при чтении автор­

ского спецкурса "Математическое моделирование" по теме "Теория экс-
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тремальных задач и вариационные nринцилы в механике" (оnублнковано 

три nособия no данной тематике); 2) nри nодготовке кандидатских диссер­

таций соискателей (nодготовлено три кандидата наук). 

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладыва­

лись и обсуждались: на Ресnубликанской школе no оnтимальному уnрав­

лению тепловыми nроцессами в ~еханических системах (Терноnоль, 

1981); на Всесоюзном симnозиуме "Актуальные nроблемы нелинейной 

теории уnругости" (Ленинград, 1983); на Всесоюзной конференции "Со­

временные проблемы строительной механики и орочиости nетательных 

апnаратов" (Москва, 1983); на IV Всесоюзной конференции "Проблемы 

научных исследований в области изучения и освоения -мирового океана" 

(Владивосток, 1983!, на VIII и IX Всесоюзных конференциях "Численные 

методы решения задач теории уnругости и nластичности" (Новосибирск, 

1983; Саратов, 1985); на П Всесоюзном симпозиуме · "Устойчивость в ме­

ханике деформируемоrо· твердого тела" (Калинин, 1986); на П Всесоюзной 

конференции "Механика несднородных структур" (Львов, 1988); на XV, 

XVIII, XIX Международных конференциях по теории оболочек и пластин 

(Казань, 1990; Саратов, 1997 - сделан nленарный доклад; Нижний Новго­

род, 1999); на симnозиуме "Математическое моделирование в естествен­

ных и гуманитарных науках" (Воронеж, 2000); на Межвузовской научной 

конференции "Современные проблемы нелинейной механики конструк­

ций, взаимодействующих с агрессивными средами" (Саратов, 2000); на 

семинаре по теории оболочек Казанского государственного университета 

(Казань, 1986). 

В целом работа докладывалась на научном семинаре по теории nла­

стин и оболочек кафедры "Высшая математика" СПУ под руководством 

профессора Крысько В .А. , и на научном семинаре по теории пластин и 

оболочек КГУ под руководством академика Конаплева Ю.Г. 
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На защиту выносятся: "проекционные" условия движения и равнове­

сия деформируемых твердых тел, позволяющие построить согласованные 

с основными уравнениями термодинамики варианты уточненных моделей 

многослойных ортотропных оболочек; новые уточненные модели много­

слойных ортотропных термаупругих пологих оболочек; доказательства 

разрепшмости связанных и несвязанных задач термоупруrости для клас­

сических и уточненных моделей оболочек, в том числе для оболочек Рейс­

снера; доказательства частичной диссипативности эволюционных уравне­

ний в связанных задачах термаупругости для пластин; определение и до­

казательство корректности обобщенных задач дифракции в теории конст­

руктивно неоднородных оболочек; модифицированный ятерационный ал­

горитм решения уравнений типа Кармана; результаты численных экспе­

риментов по исследованию динамической и статической устойчивости "в 

большом" пологих оболочек в рамках различных моделей. 

Публикщmи. По материалам диссертации опубликовано 28 работ ав­

тора. В автореферате приведен список, состоящий из 18 основных публи­

каций. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех 

глав, заключения и библиографического списка, содержащего 270 наиме­

нований литературных источников. Диссертация содержит 328 страниц 

машинописного текста, 2 таблицы и 11 страниц иллюстраций. 

Диссертационная работа выполнена на кафедре "Высшая математи­

ка" Саратовского государственного технического университета . Часть 

диссертационной работы выполнялась в рамках двух Грантов Министер­

ства образования РФ в области фундаментальных исследований (Грант 

1992 г.- "СПИ-161" и Грант 97-0-4.3-160). 

8 



КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении дается анализ современного состоянНJI исследуемых 

вопросов, из.11агается содержание работы по главам и приводится краткий 

исторический обзор, посвященный математическому моделированию в за­

дачах статики и динамихи многослойных термоупругих оболочек. 

Основополагающие работы по формированию математических мо­

делей конструктивно неоднородных оболочек и пластин принадлежат та­

ким ученым, как И.Г.Бубнов, С.П.Тимошеико, В.З.Власов, Т.Карман, 

В.В.Новожилов, Х.М.Муштари, К.З.Галимов, Н.А.Алфутов, 

С.А.Амбарцумян, А.Н.Андреев, В.Н.Бакулин, В.Г.Баженов, 

А.Е.Богданович, В.В.Болотин, Н.А.Буяков, А.Т.Василеико, В.В.Василъев, 

В.Е.Вериженко, 

Я.М.Григоренко, 

И.И.Ворович, 

В.Г.Карнаухов, 

Э.И.Григоmок, 

Ю.Г.Коноплев, 

М.С.Ганеева, 

В.И.Королев, 

В.А.Крысько, Н.Д.Кузнецов, В.А.Лазько, Н.Ф.Морозов, Н.Н.Москаленко, 

Ю.В.Немнровский, Ю.Н.Новичков, И.Ф.Образцов, В.Н.Паймушин, 

Б.Л.Пелех, В.В.Пикуль, В.Г .ПИскунов, А.П.Прусаков, Б.Е.Победря, 

И.Н.Преображенский, А.О.Рассказов, А.Ф.Рябов, В.С.Сиnетов, 

А.В.Саченков, А.Г.Терегулов, И.Г.Терегулов, В.П.Тамуж, П.Е.Товстик, 

К.Ф.Черных, Н.А.Шульга, Р.Кристиансен, Э.Рейсснер и др. Итогом дея­

тельности нескольких поколений ученых являются различные дискретные 

и континуальные модели оболочек, при этом в последнее время отчетливо 

наблюдается объективная тенденцНJI к отказу от построенНJI "универсаль­

ной" двумерной модели в пользу построения моделей, воспроизводящих 

лишь некоторые количественные и качественные характеристики оболо­

чек. Проявление такой тенденции наблюдается и в теории многослойных 

оболочек: дискретные модели целесообразно применять при исследовании 

НДС оболочек, а континуальные - при исследовании устойчивости. Кро­

ме того, проведеиные исследования убедительно показали необходимость 
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учета сдвиговых напряжений и обжатия при построении многослойных 

оболочек - различные методы учета указанных факторов приводят к 

уточненным вариантам теории оболочек (модели Рейсснера, Амбарцумя­

на, Пелеха-Шереметьева, Григолюка-Чулкова, Григолюка-Куликова, Не­

мировского, Паймушина, Болотина-Новичкова, Пикуля, Пискунова, Рас­

сказова и др.) - в обзоре дается краткая характеристика некоторых базо­

вых моделей многослойных оболочек. 

Выдающуюся роль в обосновании корректности матемаntЧеСJСИХ 

моделей оболочек сьпрали фундаменТЗJJьные работы отечественных ма-­

тематиков и механиков: С.Л.Соболева, В.Н.Кондрашова, 

С.М.Николъского, О.А.Ладыженской, М.М.Вишика, И.И.Воровича, 

С.Г.Михлина, Н.Ф.Морозова и др. При этом центральным понятием в 

обосновании стало понятие обобщенного решения краевых задач, тесно 

связанное с вариационными уравнениями в механике сплошных сред. К 

настоящему времени для краевых задач, определяющих классические мо­

дели оболочек (в рамках гипотез Кирхгофа-Лява) исследованы многие во­

nросы о существовании и единственности решения в трудах таких ученых, 

как И.И.Ворович, Н.Ф.Морозов, Л.П.Лебедев, В.И.Седенко, Ф.Сьярле, 

П.Рабле, Ж.-Л.Лионс, Ю.А.Дубинский, В.И.Скрыnник, Ш.М.illлафман, 

С.Г.Михлин, М.М.Карчевский, А.Д.Ляшко, Б.А.Шойхет и др. 

Исследование корректности уточненных моделей оболочек является 

во многом открытой проблемой. В .этом направлении получены отдельные 

результаты, например, исследована разрешимость граничной задачи рав­

новесного состояния трехслойной оболочки (Э.И.Гриrолюк, В .Ф.Власов, 

А.А.Юркевич) и многослойных оболочек с трансверсалыю-мягким запол­

нителем (М.М.Карчевский, А.Д.Ляшко, В.Н.Паймушин), а также разреши­

мость уравнений динамики в "смешанной" форме для трехслойных оболо­

чек (А.И.Голованов). 
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Связанным задачам термоуnругости посвящены работы М.Био, 

В.Новацкоrо, А.Д.Коваленко, Я.С.Подстригича, Р.Н.Швеца, Ю.М.R.оляно, 

В.А.Крысько, 

В.Н.Бакулина, 

В.Г.Карнаухова, 

И.Ф.Образцова, 

В.Ф.Грибанова, Н.Г.Паннчкина, 

В.А.Потопахина, Б.Е.Победри, 

Ю.В.Немировского, В.Р.Куnрадзе, Т.Г.Гегелия, Т.В .Бурчуладзе, Г.Венка, 

И.И.Воровича, В.Г.Сафроненко и др. По результатам ннформационноrо 

исследования делается вывод об отсутствии работ , в которых исследуется 

корректность связанных задач термоупруrости для оболочек в рамках 

уточненных моделей с учетом геометрической нелннейности. 

ЗаЮIЮчительная часть обзора посвящена исследованиям в области 

задач дифракции и декомnозиции оболочек. 

В первой главе рассмотрены вопросы корректности математических 

моделей пологих оболочек в рамках классических гипотез Кирхгофа-Лява 

и Гриrолюка-Чvлкова, кроме того, обоснована сходимость (подтвер­

жденная численными экспериментами) алгоритмов по численному иссле­

дованию задач динамической и статической устойчивости оболочек. 

Хорошо известно, что эволюция диссm1ативиой распределенной 

системы качественно отличается от эволюции гамильтоновой системы, в 

частности, для: диссипативной системы допускается существование ат­

тракторов, а для гамильтоновой-не допускается. Вместе с тем связанные 

задачи термоупруrости для пологих оболочек оnределяют в силу термауп­

ругого рассеяния энергии класс распределенных диссиnативных систем и, 

следовательно, вопросы разрешимости таких задач имеют принципиаль­

ное значение как для обоснования корректности исnользуемых моделей 

оболочек, так и для изучения их эволюционных режимов. Одним из объек­

тов иссnедоваНИя явилась следующая система эnолюционных уравнений, 

определяющая: связанную задачу термаупругости для изотропной, одно-

11 



родной nластины с учетом малости инерции продольных перемещений и 

трехмерного уравнения теnлопроводности параболического типа 

(1) 

(2) 

t(-3_[__!,(ou,o +v оиз-tо)]--о [ Е х 
~ ох, 1-v ох/ ox3-l ox3-l 2(1+v) 

1 

x(outo + ои,о)])dхз = } (3_{__!,[!_(оизо)
2 

+v!...(~)
1

]-ox1 ох/ _., ох, 1-v 2 ох, 2 OXJ-1 

(3) 

_ аЕО}+-о-[ Е OU30 OU 30 ])dx 
1-v ох1_1 2(1+v) ох 1 ох 1 

3' 
(4) 

(5) 

где U;o - продольные комповеты вектора перемещевий точек средин-

ной поверхности пластины; u30 -функция проrиба; 8 -функция при­

ращения темnературного поля; &-коэффициент демпфирования, &>О; n 
- nлан nластины; h - ее толщина; n =fluon, F=o.Ox[t0 ,t1 ], 
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D = n х(-!!. . !!.) 2 2 J 

D =DvдD, 

Q2 = D х (t0 ,t 1 ) ; [t 0 ,t 1 ) - "временной отрезок" наблюдения за эволюцией 

пластины; Е, v, а, Л, е0 -упругие и теплофизические постоянные; Т0 -

температура пластины в исходном состоянии; g1 - интенсивность попе-

речной нагрузки; g2 - интенсивность источников тепла; eij - компонен-

ты тензора деформаций; rp30 , lflзo• rp~ -известные функции, определяю-

щие начальные условия. 

Теорема. Пусть дfl имеет гладкость, достаточную для используе­

мьiХ теорем вложения, и выполняются такие условия: g1 е L 2 (Q1 ); 

rp30 ен;(n); lflзo eL 2 (fl); rp~ eL1 (D), i = 1,2. Тогда: 1) существует хотя 

бы одно решение ~10 ,u30 ,l1} задачи (1)-(5), при этом 

il30 eL"'~0 ,t1 ;H%(n)), дilзо eL"'~0 ,t1 ;L2 (n)); 
дt (6) 

2) приближенное решение задачи (1)-(5) может быть найдено методом 

Бубнова-Галеркина, при этом функции и10 , i = 1,2, определяются как ре­

шения задачи (3}, (4}, а все множество получаемьiХ приближенных реше­

ний слабо компактно в пространствах, соответствующих (6}, и его пре­

дельные точки определяют решение задачи (1)-(5); 3) при выполнении до­

полнительных условий g01 =esssuJig1/n <оо, &1 =esssu.Jig1 jD <оо система 

эвоmоционньiХ уравнений (1}-(3) частично диссипативна, то есть при про­

извольных rp30 , lflзo• rp4 из указанного в теореме класса функций найдется 

такое t 1 ~ t 0 и число у > О , что для почти всех t > t 1 выполняется условие 

дilзо 2 < 2 1~
2 

+IL1изоlп - r . 
дt n 
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Аналогичная теорема рассмотрена для системы уравнений движения 

в "смешанной" форме. Кроме того, исследована возможность решения свя­

занной линеаризованиой задачи термауnругости для пластин с учетом ко­

нечной скорости распространения тепла. 

Далее, для связанной задачи термаупругости пологих трехслойных 

оболочек, моделируемой в рамках гиnотез Григолюка-Чулкова (задача в 

"nеремещениях"), доказано существование хотя бы одного приближенного 

решения такой задачи с помощью метода Бубнова-Галеркина. 

Оrметим, что все рассмотренные краевые задачи относятся к классу 

неклассических задач, определяемых системами дифференциальных урав­

нений различного типа и размерности. 

В следующем разделе главы описываются результаты по численно­

му исследованию динамической устойчивости для жестко защемленной по 

контуру пологой оболочки в рамках гипотез Кирхгофа-Лява с полным уче­

том инерции вращения и инерции nродольных персмещений точек сре­

динной поверхности. Приближенное решение связанной задачи термауп­

ругости определяется с помощью метода Бубнова-Галеркина, при этом 

обоснование его сходимости и доказательство разрешимости поставлен­

ной задачи бьшо получено в кандидатской диссертации. Выявление "ди­

намической" критической нагрузки проводилось в соответствии с тремя 

критериями (Шио, Сунг и Рота; Будянекого и Рота; Вольмира) и по всем 

критериям получены одинаковые результаты: учет "эффекта связанности" 

оказывает влияние (порядка 6-7%) на величину критической нагрузки, а 

учет инерции вращения- практически не оказывает (менее 2%). 

В заключительном разделе главы изучена модификация одного ите­

рационного алгоритма решения стационарных задач в теории пологих 

оболочек (модель на базе гипотез Кирхгофа-Лява) - такой алгоритм по­

зволяет сводить решение исходной ·системы уравнений к последователь-
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ному решению одного линейного дифференциального уравнения эллипти-

ческого типа. 

Во второй главе определены "проекционные" условия движения 

термаупругого деформируемого тела и на их основе построены новые мо­

дели термаупругих многослойных ортотропных оболочек с учетом и без 

учета обжатия; доказана корректность построенных моделей и моделей 

оболочек Рейсепера с учетом геометрической нелинейности; получены ус­

ловия "неединственности" НДС для многослойных оболочек и с помощью 

численных экспериментов проведен анализ особенностей различных 

уточненных моделей многослойных оболочек при исследовании статиче­

ской устойчивости "в большом". 

Пусть деформируемое твердое тело (ДТТ) занимает в пространстве 

R3 ограниченную измеримую по Лебегу область D с граничной поверхно­

стью Ю. Пространство НЗ параметризовано декартовой системой коорди-

нат так, что координатные линии х1, х2 совмещены с линиями кривизны 

поверхности приведения, а ось Ох3 направлена по нормали к поверхности 

приведения в сторону центра кривизны. Тогда D = D u iD = .Q х [б0 ,oJ, 
n = n u оп' где n - проекция дтг на поверхность приведения (план 

ДП), iJ n - граница плана, б0, ь;, - координаты на оси Ох3, 

Q2 =Dx(t0 ,t1 ), (x 1 ,x1 ,x3 ,t)eQ1 • Полагаем, что ДТГ состоит из "n" орто­

трапных слоев, поверхности раздела которых определяются уравнениями: 

х 3 = б t , k = 1, n -1. Каждый слой является прямым цилиндром 

D. =kxl'x 1 ,x)eR 3 /(x 1 ,x 1 )en,б._1 <х 3 <бk}, k=1,n-J; h=бп-бо­

"толщина" ДТТ; в произвольной точке М(х1 ,х~ .х: )е D.t оси ортотропии 

совпадают с направлением координатных линий. Ограничиваясь рассмот­

рением ДТТ в виде пологой оболочки, компоненты тензора деформаций 

&
9 
примимаем в квадратичном приближении по В.В.Новожилову (с точно-
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стью до малых добавок). Кроме того, в пределах "k''-го слоя D~: для термо­

упругого многослойного ортотропного Д1Т выполняется закон Дюгамеля­

Неймана 

(7) 

E:(v;1 +v;1v:1 ) k - k ( ) k ( ) + d , =l,n, ст11 x 1,x2 ,x3 ,t =2G12&11 1~2~3~1, 

где E 1k =Е1k(х 1 ,х 1 ,хз}, G; =G;(xi'x 2 ,x3 ), v; =v;(х 1 ,х 2 ,х 3 }-соответ-

ственно неоднородные модули упругости, сдвига и коэффициенты Пуас-

с она в "k"-м слое; 

Т =T(x 1 ,x1 ,x 3 ,t), То- соответственно абсолютная температура ДП в 

момент времени t и исходная температура в медеформированном состоя­

нии; д;= р;(х~'х 1 ,х 3 ), а р;(т -Т0 )- компоненты тензора темпера-

турных напряжений. На поверхностях раздела слоев выполняются условия 

"идеального" контакта. Состояние ДТГ в момент времени t0 определяют 

Т(х i'x 2 ,х 3 ,t0 )=T '(х 1 ,х 2 ,х 3 ), (х рХ 1 ,х 3 )е D, 

где срАх 1 ,х 2 ,х 3 ), \f/
1
(xl'x 2 ,x3 ), т'(х 1 ,х 2 ,х 3 )- известные функции; 

и 
1

- компоненты вектора перемещений. 

"Проекционная" форма основных условий движения термаупругого 

многослойного ортотропного Д1Т состоит из следующих уравнений, ап­

проксимаций и задач. 

1. Уравнение энергетического баланса 
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~ J ( " а и: d. -~ k)dx dx dx ~ I . а и: d'S = L.." Р F1 --- zv К +Ко 1 1 1 + L.." Р1 -- ' 
k=IDt дt kclav: дt 

(8) 

где pt = pt (х 1 ,х 1 ,х 1 ,t ), е; - nлотность ц комnоненты тензора дефор-

маций в слое D~c; Ю1 - граничная nоверхность области D~c; ю; - часть 

nоверхности Ю~с, на которой заданы статические условия; р; -- комnо-

ненты известного вектора наnряжений, действующего на nоверхность Ю; 

g" -вектор теnлового nотока с комnонентами 

" ~ "дТ" . -К1 =-L.."A:y--, z=l,З; 
J=l дх J 

(9) 

к: :;;к0 (х 1 ,х 1 ,х1't)- объемная плотность теnловых источников в слое 

компоненты вектора nлотности массовых сил; 

S: :;; S: (х 1 ,х 1 ,х 1 ,t)-удельная энтропия в слое D~c, отнесенная к единице 

объема, уравнение состояния для энтроnии имеет вид 

т-т 
Sy =с.---0 +{JiJ&IJ, 

То 

(10) 

с.:;; с.(х 1 ,х 2 ,х 1 ) -удельная теnлоемкость nри nостоянной деформации. 

2. Модифицированное уравнение Гамильтона-Остроrрадского(Г.-0.) 

'I' • I( "аи: а(ои:} " "f ~ J " " _ L -р ----+a-ii о eij 1dx1dx1dt- L.." р rp1lи1 dx1dx1dx1 -
tok=lйt дt дt k=IDt 

(11) 
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где би: - компоненты вектора виртуальных перемещений, бс: - функ­

ции от компонент бu,t; '$.* -возможная аппроксимация функции энтро­

пии; бТ t - вариация функции температурного поля в области Dk; 

Dt =Dt uю.; и: eL:(Q1 ), би,• eL:(Q1 ), и11 eL~(QJ; L:{QJ, L;(Q1 ), 

L ~ (Q1 ) - нормированные пространства функций, определенных на об­

ласти Q2 и обладающих гладкостью, достаточной для оnределения инrе­

rралов от слагаемых в (8) и (11). 

3. Способ аппроксимации перемещений: 

1) компоненты и1 (х рХ 1 ,х 3 ,t) задаем в виде 

и, =~/"'(x 1x 1 ,xpt),x 3 е[б.,г1 ,б,.J, т, =l,M1 , i=l,З, (12) 

где М;- число слоев, на которые разбивается область D nлоскостями, 

определяемыми уравнениями х 3 =б,., (при этом бм, =б.); 

2) '</m"t("' eL:,.J$2;' )cL:~;' ), где Q;' =D .. , x(t0 ,t1 ), 

D",, = «х рХ 1 ,х 3 )(х рХ z}e .О,б,..1 _1 <х 3 < б,.J, L:",, ~;' )­

в общем бесконечномерные nодпространства пространства L,~;' ); 

3) для функций и,'"' моrут задаваться дополнительные ограничения в 

виде различных функциональных уравнений, которые, в свою очередь, оn­

ределяются интеrральными, дифференциальными и вариационными урав-

нениями, а также терминальными условиями. 

Из (12) при М1 = 1('<1 i = 1,3) получаем континуальные модели, при 

М 1 = n('<l i = 1,3) и б т, = б* -дискретные модели с послойной аппрокси-

мацией компонент вектора nеремещений, при М,:~:- n и б",, :~:- бt -раз­

личные модификации, nозволяющие учесть предполагаемые особенности 

НДС. Заметим, что примером функциональных ограничений на и;•• n nиде 
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терминальных условий являются ограничения в модели Лепеха­

Шереметьева, примером ограничения в виде вариационного уравнения яв­

ляется используемое уравнение Г.-0 . , а ограничением в виде дJ'Iфференци­

алъного уравнения выстуnает обобrценное уравнение теплопроводности 

при рассмотрении связанных задач. 

4. Проекционная форма уравнений состояния {11): 

1) аnпроксимацию компонент aiJ определим так 

где LiJ - число слоев, на которые разбивается область D плоскостями, 

определяемыми уравнениями х 3 = б1и ( б1У ::б~); 

) ""' z tu Lэ (,.,Jv) Qtv - D f ) 2 v iJ , Cf 11 Е !J/u \\::! 1 , где 2 - tu х \t 0 ,t 1 , 

D1v =~xl'x2 ,x 3 ){x 1 ,x 2 )e.O, б1и_1 <х3 <б1и}' 

L~1u (Q~u) - в обrцем бесконечномерные подпространства пространства 

L~{Qj ), при этом норма в L~{Q;v) определяется как "сужение" функцио­

нала нормы из L~(Q1 ); 

3) - '7>1-ly -
явныи вид компонент v iJ определяем как решение следуюrцеи 

(14) 

где ~j - искомые функции, обеспечиваюrцие (в силу выбора nодпро­

странств L~{g.j )) выnолнение условий идеального контакта, cif,.[x 1 ,x:rэ}-

компоненты тензора упругих постоянных, а функции &1111 т,/== /,3 и (Т-

Т0)- полагаются известными; 
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1 4) дополнительные ограничения на вид аппроксимации 'i1 li~ задают-

ся различными функциональными уравнениями. 

Из (13) при Lv = n, i,j = 1,3, o1v =оп получаем послойную аппрок-

симацию напряжений, определяемую, в общем, различными подпростран­

ствами (в границах слоя) и не всегда приводящую к дискретным моделям 

(например, если уравнения движения формируются относительно апnрок­

симаций перемещений, принимаемых для всего пакета слоев в целом). 

5. Проекционная форма начальных условий, позволяющая найти 

комnоненты аппроксимаций 111"'' (х 1 , х 2Х 3 J) при t = t0 определяется как 

решение экстремальной задачи 

(15) 

где r: .. , (D .. ,)- нормированные пространства следов функций из соответ­

ствующих подпространств L ~. (Q;• ); \·\н - обозначение нормы в норми-

рованном пространстве Н. 

б. Необходимое условие эхетремума в интегральном принципе тер­

модинамики при постоянном потоке (принцип Онсагера) 

декартов базис; Т eL4 (Q2 ), S ELJ(QJ, geL~(QJxL~(Q2 )xL~(Q2 ); 

L4 (Q2 ), LJ(Q2 ), L~(Q2 ) (i=l,З)- нормированные пространства функ-

ций, оnределенных на области Q2 и обладающих достаточной гладкостыо 

для определения интегралов от слагаемых в (16); g -возможная аппрок-

симация вектор-функции теплового потока. 
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Компоненты в аnпроксимации энтропии и теплового потока нахо­

дятся из экстремальных задач, подобных (14), с учетом оrраничений в ви­

де вариационных уравнений ( 11 ), ( 16); аппроксимация температурного по­

ля определяется подобно аnпроксимации перемещений. 

При данном определении "проекционной" формы условий движения 

1-6 центральное место занимает выбор подпространств, на которых опре­

деляются аппроксимации. Конструктивный механизм наполнения физиче­

ским содержанием указанных подпространств заключается в "согласова­

нии" получаемых приближенных уравнений состояния (на базе выбран­

ных подпространств) с основными постулатами термамеханики ДТТ. Для 

формализации понятия "согласование" даются следующие определения. 

Определение 1. Назовем любое приближенное уравнение ·состояния 

ДТТ из (7), (9), (1 О) согласованным с основными постулатами термомеха­

пики ДТТ, если использование такого уравнения позволяет в сочетании с 

другими принимаемыми уравнениями состояния сохранить исходную 

трехмерную (по пространствеиным nеременным) форму заnиси уравнений 

(8), (11), (16), полученную на базе точных уравнений состояния (7), (9), 

(10). 

Таким образом, согласованные уравнения состояния nозволяют "в 

среднем", то есть по отношению к основным nостулатам термомеханики, 

заnисанным в интеrральной форме для конечного объема, сохранить ин­

дивидуальные физические свойства материала ДТТ. 

Как известно, в различных теориях оболочек, например, на базе ги­

потез Кирхгофа-Лява и Тимошенко, используют "укороченные" уравнения 

энергетического баланса и Г.-0., то есть такие, в которых с помощью раз­

личных асимптотических оценок отбрасывается ряд слагаемых. В связи с 

этим дается такое определение. 
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Определение 2. Назовем любое приближенное уравнение состояния 

ДТТ из (7); (9), (10) асимптотически согласованным с основными постула­

тами термамеханики Д1Т, если выполняются условия из оnределения 1 по 

отношению к "укороченным" уравнениям (8), (11); (16). 

Определение 3. Математическую модель оболочек будем называть 

согласованной или асимптотически согласованной, если при ее rюстрое­

нии используются согласованные или асимnтотически согласованные 

уравнения состояния; в противном случае модель будем называть несогла­

сованной. 

Тривиальным примером согласованных и асимптотически согласо­

ванных моделей являются те, в которых используются точные уравнения 

состояния (7), (9), (10); примером несогласованных (в том числе асимпто­

тически не согласованных) моделей являются модели многослойных обо­

лочек, для которых уравнения состояния получаются с помощью вариаци­

онных уравнений Рейсснера. и их модификаций. 

Далее в работе определяются условия движения многослойного ор­

тотропноrо Д1Т на базе "смешанного" модифицированного уравнения 

Челленджера-Рейсснера и уравнения Онсагера, nри этом способ аппрок­

симации перемещений, комnонент тензора напряжений, темnературного 

поля, энтропии, комnонент вектор-функций теплового потока и начальных 

условий соответствует принятому для "проекционной" формы условий 

движения. Кроме того, на базе принципа виртуальных работ получена 

"проекционная" форма основных условий равновесия Д1Т (стационарная 

задача). 

На основе уравнений Г.-0., Челленджера-Рейсснера. виртуальных 

работ и интегрального принципа Онсагера построены новые математиче­

ские модели оболочек с использованием проекционной формы уравнений 

состояния и начальных условий - при этом выявлена соответствующая 
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таким моделям многозначность в определении НДС, которая, однако, не 

влияет на решение итоговых двумерных систем уравнений движения или 

равновесия. В частности, построены две модели многослойной ортотрои­

ной термоупругой оболочки с учетом обжатия, одна из которых на базе 

"проекционной" формы условий движения дает нетривиальный пример 

согласованной модели - с этой целью рассматривается аппроксимация 

компонент вектора перемещений в виде 

(17) 

таким образом, М1 =1, L~1 (QJ=LЦQ2 ), k=1,3, LЦQ2)-линейные много­

образия элементов вида ( 17) из L ~ (Q1 ). Исполъзуется трехмерное уравне­

ние теплопроводности с точными уравнениями состояния (9), (1 О) без ка­

ких-либо аппроксимаций температурного поля. 

В рамках первой модели компоненты тензора напряжений aiJ 

( i = 1,3 ) определяем с помощью точных уравнений состояния (7) -таким 

образом, в общем, нарушаются условия идеального контакта слоев, но вся 

модель является согласованной. Итоговая система уравнений термомеха­

нического движения пологой многослойной ортотроиной оболочки ( свя­

занная задача термоупруrости) с учетом обжатия определяется как система 

уравнений Эйлера-Лагранжа для вариационных уравнений (11 ), ( 16). 

В рамках второй модели используем проекционную форму уравне-

ний состояния для компонент Giз i = 1,3 , с этой целью зададим аппрокси-

мацию Giз в виде 

nри этом полагаем L н = 1 ( k = 1,3 ). Далее прннимаем, что 

L~3 (QJ=L2 {Q1 ), k=1,3. Таким образом, аппроксимация (18) эквива-
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лентна оnределению компонент ёftз• k = 1,3, как элементов бесконечно­

мерных подnространств L~31 (QJ, k = 1,3, пространства L 2 (Q2 ) следую-

щего вида 

L~31 (Qz)= {v(x рХ 2 ,Х 3 ,t )v(x рХ 2 ,х 3 ,t )= ~w~ (х 1 ,х 2,t )xi }• 

где n1 =n1 =2, п3 =4; w'f(xpx1,t)- произвольные элементы про-

странства L 1 (.0x(t0 ,t1 )). Компоненты сти (i,j=1,2)- оnределяем из 

уравнений состояния (7), а комnоненты ёf н, k = 1,3 -из условия ( 14) как 

единственные (в силу строгой нормированности пространства L 2 (Q2 )) 

проекции на nодпространства L~31 (QJ комnонент U;з, k = 1,3. При этом 

элементы ( ёf t 3 -а t 3 ) ортогональны соответствующим nодпространствам 

L~JJ(QJ, но тогда из выполнения условия (14) следует выполнение усло­

вий ортогональности вида 

откуда в силу nроизвольмости элементов wo\1 (х l'x 1 ,t) для почти всех 

(х 1 ,х 2 ,t )е .ах (t0 ,t1 ) получаем равенства 

6. - --
f{ёfkJ -стн)хidх 3 =0, k =1,3, j =O,nt. 

(19) 

6о 

Так как система функций ~ j} - линейно независима на [о;,, оп], то сис­

тему ( 19) можно разрешить, наnример, по правилу Крамера относительно 

искомых функций p 11 (i = 1,2, l = 0,2 ), p3AJ = 0,4)- полагаем, что такое 

решение найдено. Очевидно, по построению аппроксимации (18) удовле-

творяют условиям идеального контакта . 
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Итоговая сищма уравнений термомеханического движения оболоч­

ки для второй модели вновь определяется нз вариационных уравнений 

(11), (16). Доказательство согласованности второй модели следует из тео-

ремы. 

Теорема. При выполнении условий построения nервой и второй мо­

делей оболочки справедливы равенства 

8,. 6,. 6,. 6,. 

fllн&вdx з = fO'н&tjdx з' flltзб&tзdx з = fO'н&kзdx з, 
5о 5о 5о 5о 

51 ОЕн dx 5J" О&н k -llн -- 3 = О'kз --dx 3 , = 1,3, 
~ дt ~ дt 

где Сfн - компоненты вида (18), О'н - компоненты, найденные из 

уравнений (7); о &н -определяются подобно &н. 

Следствие 1. Вторая модель является согласованной моделью. 

Следствие 2. При заданной аmrроксимации компонент вектора пе­

ремещений решения итоговых двумерных (по пространствеиным пере­

менным) уравнений термомехавического движения в рамках первой и 

второй моделей эквивалентны, то есть НДС оболочки не определяется од­

нозначно, а выполнение статических условий контакта не является необ-

ходимым. 

Следствие 3. При построении второй модели выполняется условие 

инвариантности основных уравнений термодинамики (8), (11), (16) для 

конечных трехмерных объемов сплошной среды относительно используе­

мых приближенных уравнений состояния. 

Проблемы разрешимосm, сходимости численных методов и качест­

венного анализа для связанных задач термоупругости в уточненной теории 

пологих оболочек относятся к разделу перешеиных проблем - часть из 

них указана в моноrрафии И.И.Воровича "Математические проблемы не­

линейной теории пологих оболочек" - поэтому в работе этим воnросам 
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уделено особое внимание и для всех nостроенных асимmотически согла­

сованных моделей (а тем самым для моделей Рейсснера, Пелеха­

Шереметьева и континуальных моделей Григолюка-Куликова) nолучено 

nолное или частичное решение всех указанных проблем. 

Одной из рассмотренных задач является следующая связанная зада­

ча термоупругости для однородных изотропных пологих оболочек "в nе­

ремещениях" с учетом демnфирования (модель Пелеха-Шереметьева) 

h 

J (р fi.u;0 + &, ди,0 _ au" _ ди12 )dx 
3 

= 0 , 
-~ дt at ах, ах J-1 

2 

х~[(х _ 4х;)и _ 4х; ди30 ]-(х _ 4x;)au"_(x _ 4х;)ои11 + (2О) 
дt 3 Зh1 11 3h1 ах, 3 Зh1 ах, 3 3h1 дх3_, 

( 4х 1 ) J -+ 1- h/ u,3)dx 3 =О, i = 1,2, 

_ 4х; аизо])-& (- 4х;)~(~[(х _ 4х;)и _ 4х; аuзо])+ 
3h1 ах, ' Зh2 ах, at 3 3h1 11 Зh1 ах, 
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С0 ofJ -~.:1(}=- Еа !_[±[е +(х _ 4х;)аии +(- 4х;)х 
Т0 ot Т0 

1 1-v дt 1-1 н 3 3h1 дх, 3h1 (21) 

ou 1 (22) U3olг=O, а~о г =0, иvlг=О, Ois =0, Г=onx~O.tl], s =oDx[to,t,]; 

( ) ( ) 
ди11 (х 1 ,х 2 ,t0 ) ( ) • - • -

U
11

X1 ,X2 ,t0 =tp1JXI'X 2 , =l{/11 x,.x 1 ,1=1,2,j=0,J, 
дt 

( ) ( ) ди30 (Х 1 ,Х1 ,t0 ) ( ) 
u3o xl,xJ,to =tp3o xl,x1 ' =1{/зо xl,x1 • 

дt (23) 

fJ(x 1 ,Х 2 ,Х 3 ,10 )= tp1 (x 1 ,Х 1 ,Х 3 ); 

где Q1 = n х (t 0 ,t 1 ), е11 - компоненты тензора деформаций срединной no-

верхи ости. 

Т~ор~ма. Пусть iJ n имеет гладкость, достаточную для используе­
мых теорем вложения, и вШJолняются такие условия: g, eL2 (QJ, 

tp30 енg(п), '1/30 eH~(n), 'Ри eH~(n), '1/v eL1(n), i=l,2, j=O,l, 

rp4 е L2(D ). Тогда: I) существует хотя бы одно решение ~11 ,1130 ,t1} задачи 

(20)-(23), nри этом 

'il30 eL"'{f0,t1;Hg(n)); ulj, аи30 eL"'{f0 ,t1 ;H~(n)); 
дt 

дuil eL"'~0 ,t1 ;L2 (n)); tJ eL'{f0 ,t1 ;H~(D)), tJ eL"'(t0,t1;L 1 (D)); 
дt 

(24) 

2) приближенное решение задачи (20)-(23) может быть найдено методом 

Бубнова-Галеркина, nри этом все множество получаемых приближенных 

решений слабо компактно в nространствах, соответствующих (24), а его 

предельные точки определяют решение задачи (20)-(23). 
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Подобные теоремы доказаны для связанных и несвязанных задач 

термаупругости с малой инерцией продольных перемещений; при допол-

нительном nредположении о малости инерции вращения доказана, следуя 

методике Н.Ф.Морозова, теорема единственности решения для несвязан­

ной задачи (модель Пелеха-Шереметьева). Кроме того, доказана возмож­

ность решения методом Бубнова-Галеркина связанной линеаризованной 

задачи термаупругости для пластин с гиперболическим уравнением теn­

лопроводности (модель Пелеха-Шереметьева) и стационарной задачи тер­

маупругости для nластин с учетом геометрической нелинейности. 

Как известно, при исследовании эволюции оболочек большое значе­

ние имеет диссипативность уравнений движения (это одно из необходи­

мых условий существования аттрактора у распределенной системы) -

первые результаты по диссипативности уравнений Маргера-Власова полу­

чены Н.Ф.Морозовым. В настоящей главе доказана частичная диссипатив­

ность эволюционных уравнений в уточненной теории пластин, то есть 

диссипативность относительно функции проrиба. 

В заключительном разделе главы представлены результаты числен­

ных экспериментов по исследованию статической устойчивости nрямо­

угольных в nлане многослойных ортатрапных оболочек на базе моделей 

Пелеха-Шереметьева (PEL), KULO и KUL - соответственно моделей 

Григолюка-Куликова без учета и с учетом "доnолнительных" функций !J: 
в аппроксимации СТ;~ , АСМО и АСМ - соответственно асимптотически 

согласованных моделей без учета и с учетом функций f.J;k, ТIМ 1 и TIMF 

соответственно моделей типа Тимошенко 

( 
4х 1 ) J(x J= х 1 - Зh~ . На рисунках 1 и 2 приведены "кривые устойчивости" 

для центральной точки оболочки, а на рисунках 3 и 4 - "кривые напря-
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жений" для компоненты u/J при rраннчных условиях "скользящая задел­

ха" (тип 1) н при "шарнирном опнраннн" (тип 2). Анализ численных экс­

периментов подтвердил теоретические выводы об эффективности модели 

АСМ: 1) результаты (по отношению х "кривым устойчивости"), получен­

ные для модели KUL, существенно зависят от учета фушщий J.l1k , а для 

модели АСМ - не зависят; 2) при учете дополнительных функций J.l: 

"кривая устойчивости", полученная по модели KUL, приближается (по от­

ношению х расположению кривой на рисунке) к кривой, полученной по 

модели АСМ; 3) "кривые напряжений" по отношению к комnонентам q 13 

качественно отличаются для модели PEL (эти компоненты раэрывны no 

nеременной "хз") и для модели KUL н АСМ (эти компоненты неnрерывны 

по переменной "х3"), при этом, что принцнпиально, "кривые устойчиво­

сти" для модели PEL и АСМ совnадают. 

В третьей главе рассмотрены актуальные вопросы моделирования 

обобщенных задач дифракции в теории оболочек и вопросы обоснования 

их корректности. К классу обобщенных задач дифракции можно отнести, 

например, задачи, оnределяемые для оболочек в рамках моделей Григо­

люка-Чулкова, Болотнна-Новичкова, задачи с учетом зоны краевого эф­

фекта, задачи для составных ~онструкций, основанные на системном ана­

лизе (метод структурной декомпозиции), задачи для ребристых оболочек и 

т.д. Традиционно указанные задачи не рассматриваются в рамках единого 

класса задач, однако вариационные уравнения, оnределяющие эволюцию и 

равновесие деформируемых тел, дают почти очевидную методическую ос­

нову для выделения нового класса обобщенных задач дифракции в теории 

оболочек - именно такая "вариационная" методика использована при 

моделировании задач в данной главе. 

Одним иэ объектов исследования явилась пологая однородная изо­

тропная оболочка переменной толщины, занимающая в параметризован-
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ном пространстве If область 

h(x 1,x1 )>0 функция, определяющая толщину оболочки, (x 1 ,x1 )en. 

Полагаем, что план оболочки м<>жно разбить достаточно гладкой кривой у 

на две измеримые подобласти n;, i = 1,2' n = nl un1, nl ()n1 =0 так, 

i = 1,2 . Кроме того, "толстая" область D1 взаимодействует с температур­

ным полем, а "тонкая"D2 - не взаимодействует. Математическая модель 

рассматриваемой оболочки определяется, согласно результатам из второй 

главы, следующей системой вариационных уравнений 

(25) 
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(26) 

Еа ,,{ (a[z( 1 ( )д1и:ю)] 1( 4х;)аин =---1 Jf - L е/1+ -XJ --1 oB-:L XJ--1 -х 
1-v,0 v1 дt t•l дх, 1~1 3h1 дх, 

х дoB)dxldxzdxз}dt+ Еа н{±(хз- 4xl)дuv(to))x 
дt 1-vv, 1~1 3h1 дх, 

при этом для "толстой" области D1 использована аппроксимация компо­

нент вектора перемещений в рамках модели Пелеха-Шереметъева, а в 

"тонкой" области D1 - в рамках гипотез Кирхгофа-Лява; р1 - индикатор-

вые функции. 

Уравнения движения и теплопроводности, получаемые из вариаци­

онных уравнений (25)-(26}, как уравнения Эйлера-Лаграижа, дополняются 

следующими краевыми условиями 

Uзоlг =0, дизо' =0, ин!~ =0, u,olг =0, B\s =0, 
дп г 1 1 

дfl=д:й1 uд:й1 , n, =fl, uдn" дfl, =д:й, uy, Г=дflx[t0 ,t 1 ], 
~ =дfl1 x[t0 ,t1 ], S 1 =дD1 x[t0 ,t1 ], 

( ) ( ) ди30 (ХрХ 2 ,t) ( ) ( ) и30 x 1 ,x 1 ,t =qJ30 ХрХ2 , =llfзo ХрХ 2 , u10 xl'x 2 ,t = 
дt 

и определяют связанную задачу термоупругости для оболочки (задача А). 
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Теорема. Пусть кривые iJ n, iJ Ц, r имеют гладкость, достаточную 
для используемых теорем вложения и выполняются такие условия: Ц -

измеримые подобласти области n 

lf/30 ,(/)10 ен:(п), lf/10 eL1 (n), i=l,2, ffJ4 eL 1(DJ Тогда: 1) существует 

хотя бы одно решение ~10 , 1111 , u 30 }}} задачи А, при этом 

'il30 eL'"'(t0 ,t1;H;(n)); 'il10 , д'ilзо eL'"'~0 ,t1 ;H:(n)); 
дt 

'ilu eL"'~0 .t,:н:(n,)); д:;о eL'"'~0 .t1 ;L2 (n)); BeL1 ~0 .t,;H;(D1 )); 

(27) 

2) приближенное решение задачи А может быть найдено методом Бубно­

ва-Галеркина, при этом функции и11 определяются как решения соответст-

вующих уравнений эллиптического типа, а все множество получаемых 

приближенных решений слабо компактно в пространствах (27) и его пре~ 

дельные точки определяют решение задачи А. 

Подобные задачи и теоремы, доказывающие корректность постро­

енных моделей, получены для обобщенных задач дифракции термаупру­

гих пологих оболочек и пластин, локально определяемых в рамках гипотез 

Григолюка-Чулкова, обобщенных гипотез Тимошенко и гиnотез Кирхго­

фа-Лява; рассмотрены варианты уравнений движения "в перемещениях" и 

"в смешанной" форме, кроме того, исследована стационарная задача. 

В заключении диссертации сформулированы основные результаты и 

Dыводы научного и прикладиого характера. 

1. Для геометрически нелинейных связанных задач термауnругости 

nологих оболочек и пластин в рамках гипотез Кирхгофа-Лява с учетом 

трехмерного уравнения теnлопроводности параболического тиnа и мало­

сти инерции продольных персмещений точек срединной поверхности по­

лучены доказательства существования решения и слабой компактности 

33 



множества, определяемых с помощью метода Бубнова-Галеркина, при­

ближенных решений; доказана дисснпатнвность указанных эволюционных 

уравнений по отношенню к функции прогиба (частичная диссипатнв­

ность). 

2. Для геометрически нелинейных связанных задач термоупругости 

трехслойных пологих оболочек в рамках гипотез Григолюка-Чулкова, с 

учетом трехмерJЮГО уравнения теnлоnров.QдВ:.ОСТU параболического типа и 

без учета малости инерции продольных перемещений точек срединной по­

верхности получено доказательство существования \!!ешения и слабой 

компактности множества, определяемых с помощью метода Бубнова­

Галеркина, приближенных решений- система эволюционных уравнений 

рассмотрена "в перемещениях". Предложенная схема доказательства мо­

жет быть основой при исследовании сходимости конечно-разностных ме­

тодов и различных вариантов проекционных методов для указанного клас­

са задач. 

3. Для геометрически нелинейных связанных задач термаупругости 

пологих оболочек в рамках гипотез Кирхrофа-Лява с учетом трехмерного 

уравнения теплопроводности параболического типа и без учета малости 

инерции продольных перемещений точек срединной поверхности прове­

дены численные эксперименты на базе метода Бубнова-Галеркина, в ре­

зультате которых установлено: а) в рамках допустимой для пологих обо­

лочек 5%-ной погрешности учет "инерции вращения" не оказывает влия­

ния на "динамическую критическую нагрузку" (по А.С.Вольмиру); б) учет 

"эффекта связанности" температурного и деформационного полей приво­

дит к изменению указанной нагрузки на 6-7% при неоптима..'Iьном, с точки 

зрения "эффекта связанности", выборе материала оболочки - за основу 

при определении безразмерных параметров был взят алюминий. 
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4. Предложена и теоретически исследована модификация итераци­

онного алгоритма для численного решения уравнений типа Кармана, по­

зволяющая исследовать смежные формы равновесия пологих оболочек и 

пластин при продольном натружении - проведеиные численные экспе­

рименты подтвердили эффективность модификации для определенного 

класса параметров цилиндрических паиелей и пластин. 

5. Определены новые "проекционные" условия движения и равнове­

сия деформируемых твердых тел, взаимодействующих с температурным 

полем: указанные условия nредставляют собой совокуnность интеграль­

ных уравнений энергетического баланса, Гамильтона-Остроградского (или 

принцила виртуальных работ), Онсагера, для конечных объемов сплошной 

среды, а также экстремальных задач для определения наилучших апnрок­

симаций комnонент тензора напряжений, вектора теплового потока, эн­

тропии и начальных условий. Сформулированные условия допускают ес­

тественное обобщение на случай взаимодействия с различными физиче­

скими nолями - для этого достаточно учесть "энергетический" вклад но­

вых физических nолей и воспользоваться "nроеКIЩонной" формой записи 

дополнительных уравнений состояния. 

6. Построены на базе "проекционных" условий новые континуаль­

ные модели многослойных, ортотропных, термауnругих пологих оболочек 

с учетом и без учета терминальных условий для сдвиговых компонент тен­

зора напряжений - одно из отличий получаемых моделей от известных 

заключается в новых уравнениях состояния для указанных компонент, при 

этом выполняется дополнительное требование инвариантности основных 

уравнений термодинамики (в интегральной форме) относительно таких 

уравнений состояния. 

7. С помощью новых моделей многослойных оболочек, без учета и с 

учетом обжатия, доказана неединственность НДС для рассматриваемого 
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класса оболочек - этот факт является следствием интегрального характе­

ра уравнений теории оболочек относительно "поперечной" координаты. 

Следствием "неединственности" НДС является возможность нарушения 

статических условий идеального контакта слоев в континуальных моделях 

многослойных оболочек. 

8. С помощью новой методИI<и получения априорных оценок, в ос­

нове которой лежит интеrродифференциальная (трехмерная) форма запи­

си исследуемых эвоmоционных и стационарных уравнений, доказана раз­

решимость связанных и несвязанных задач термаупругости для пологих 

оболочек в рамках обобщенных гипотез Тимошенко (модель Пелеха­

Шереметьева) с учетом геометрической нелинейности и трехмерного 

обобщенного уравнения теплопроводности параболического типа. Иссле­

дована сходимость метода Бубнова-Галеркина (доказана слабая компакт­

ность множества получаемых приближенных решений) и установлена днс­

сипатнвность эволюционных уравнений по отношению к функции прогиба 

(частичная диссипативность). Доказательства приведены для систем урав­

нений движения в "смешанной" форме и "перемещеииях", то есть с учетом 

и без учета малости инерции продольных перемещений. Частным случаем 

изученных моделей являются модели оболочек Рейсснера. 

9. Проведено численное исследование на базе метода конечных раз­

ностей статической устойчивости "в большом" для многослойных орто­

трапных nологих оболочек в рамках семи уточненных моделей, в частно­

сти, исследованы континуальные модели Тимошенко, Пелеха­

Шереметьева, Гриrолюка-Куликова и новые модели, nостроенные в рабо­

те. Полученные результаты nодтвердили установленную теоретически не­

однозначность в определении НДС для многослойных оболочек и выявили 

эффективность, по отношению к точности получаемых результатов, новых 

моделей и модели Пелеха-Шереметьева. 
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1 О. Определена на базе вариационных уравнений Гамиль тона­

Остроградского н Онсагера связанная обобщенная задача дифракции для 

пологой оболоЧIСН переменной толщины, локально определяемой в рамках 

обобщенных гипотез Тимошенко (модель Пелеха-Шереметьева) и гипотез 

Кирхгофа-Ляпа, при локальном взаимодействии с температурным полем. 

Для систем эволюционных уравнений "в перемещениях" и "смешанной" 

форме доказана разрешимость поставленных краевых задач и возможность 

их приближенного решения методом Бубнова-Галеркина . 

11. Определена на базе вариационных уравнений Гамильтона­

Остроградского и Онсагера связанная обобщеЩJая задача дифракции для 

многослойной пологой оболочки переменной толщины, локально опреде­

ляемой в рамках обобщенных гипотез Тимошенко и гипотез Григолюка­

Чулкова, при локальном взаимодействии с температурным полем. Для 

систем "в nеремещениях" и "смешанной" форме доказана разрешимость 

поставленных краевых задач и возможность их приближенного решения 

методом Бубнова-Галеркина. 

12. Определена на базе принципа виртуальных работ стационарная 

обобщенная задача дифракции для пологой оболочки nеременной толщи­

ны, локально определяемой в рамках обобщенных гипотез Тимошенко и 

гипотез Кирхrофа-Лява, при локальном взаимодействии с темnературным 

nолем. Для системы уравнений равновесия в "смешанной" форме доказана 

разрешимость поставленных краевых задач и возможность их приближен­

ного решения методом Бубнова-Галеркина. 
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