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Общая характеристика работы 

Актуальность темы. Для решения прикладных трёхмерных задач в 

сложных областях возникает необходимость создания технологии построения 

расчётных сеток, методов дискретизации дифференциаJJьных уравнений на 

них и СIJособов решения полученных систем алгебраических уравнений. Зада­

чам построения расчётных сеток для сложных геометрических областей уде­

ляется большое внимание . Существующие методы построения тетраэдраль­

ных, призматических, гексаэдральных и многогранных сеток , как правило , 

требуют ручного вмешательства пользователя для получения результата, или 

применимы только для узкого класса геометрических областей . Перспектив­

ным направлением видится разработка методов построения гибридных сеток, 

состоящих из многогранных ячеек . 

Дискретизация уравнений математической физики на сетках с много­

r·ранными ячейками является отдельной задачей. Во многих прикладных за­

дачах важно соблюдение определённых физических свойств решения , напри­

мер, неотрицательности концентрации в задачах диффузии. В последнее вре­

мя особый интерес привлекают монотонные консервативные схемы дискрети­

зации уравнений диффузии для сред с анизотропными свойствам и. 

Цель диссертационной работы. Целью диссертационной раб9ты яв­

ляется разработка технологической цепочки для приближённого решения 

трёхмерной задачи диффузии в сложных областях, включающая создание 

технологии надёжного построения неструктурированных треугольных и тет­

раэдральных сеток и разработку новой монотонной нелинейной схемы дис­

кретизации для трёхмерного численного моделирования диффузионных про­

цессов на сетках с многогранными ячейками. 

Научная новизна. В работе предложена технология автоматического 

надёжного построения тетраэдральных сеток для сложных областей на осно-
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вс метода 11родщ11·аемо1·0 фронта. Проuедён ана.11из влияния вычислите:1ы1ых 

1ю1·ре111ностей на алгоритмы 11ри их реали:заци11 на ЭBtvI , представлено теоре­

тическое обоснование коне•шост11 работы прс;~,ложснных алгоритмов. Пред.тю-

жена и 11ссле;\ована мо11ото1111ая нелинейная схема на основе мrто,1\а конс•1ных 

объi;~юв l\ШI уравнения диффузии на неструктурированных сетках с ~шого-

1·ра~111ыми ячейками. 

Практическая значимость. Практическая значимость дисссрта~\ион-

ной работы заключается в со:здашш 11 но;щсржке комнлекса нрограмм для 

автоматического построения гетраэдральных сеток 11 для прибщ1ж(;шю1'0 ре-

шrш1я эада'I диффуэии на мно1·огrжнных сетках. Пр01·раммы для ностроrния 

новсрхностных треугольных 11 тстраэдра.пьных сеток включе11ы в библиоте­

ку нроrрамм АнiЗD и находятся в свободном доступе. Решена практическая 

·ж;щ•1а о стационарном распределении интерферона в лимфоу:ше. 

На защиту выносятся следующие основные результаты: 

1. Рюработана технология надёжного построения неструктурированных 

тстраэдра.J1ьных сеток, реа.Jшэованы рюные снособы эадания области, 

н том 'IИСЛе с помощью САПР. 

2. Пре;\дожсна и исследована нова.я монотонная нелинейная схе~1а ;щскрс-

тизации уравнения диффузии на основе метода конечных объёмов на 

сетках с многогранны;-,ш ячейками. 

3. На основе предложенных методов разработана модель стационарного 

рас11рсде.:~с1111я интерферона в лимфоузлс с учётом 1·еометричсских осо­

бсшюстей юшфоузла. 

Апробация работы. РсзуJ1ьтаты дисссртащюнной работы докющьша­

;1ис1> автором 11 обсуждаJJись на научных семинарах Института вы'шслитель-

ной математики РАН , Института математи•1еского моделирования РАН , Вы-
/U;.,СТЕРс·ьс CБflд]C8A" ;il " ;11 lfJ.'f(iol PCCCillA'C<OИ Фf.С.ЕРА~'О!~ 

ФГ\О!'В~'4~1фi.~i~·,~~:~с)~~rв~~rп~~{iКСКИИ) 
ОГРi1 1021102841391 

Науч111111 библиотека 
И:\1.Н. И.Лобаче в с .кого 



числитеJ1ьно1·0 центра РАН , Мсханико-математическо1·0 факультета 1\IГУ им. 

М. В. Ломонос:овя., в Институте 11р11кладной ~1атематики и 11нформа111ю1111ых 

технологий, г. Пя.вия (Италия) , в Лос-Аламосской на11ионалыюf\ лаборя.то­

ри11, г. Лос-А.•~амос (США) и на с:ле;tующих научных конфсрс1щ11ях: ко11фс­

рс1щ1111 'Тихо11овск11с •1тсння" (1\-JГУ, Москва, ноябрь 2007, октябрь 2009): ко11-

фере1щии "Ломоносов" (МГУ, l\·lоскна, апрель 2008, апрель 2010); ко11фере11-

ци11 "Ломоносовские чтения" (МГУ, Москва, апрель 2009, апрель 2010): конфс­

ре1·щия МОJЮ/\ЫХ у•1ё11ых "Технологии нысокопроизводитель11ых вы•1исле11иn 11 

1<омпьютср11ого :-.10;1елирова1111я" (СПбГУ ИТМО, С.-Петербурr, а11рс.пь 2009): 

конференция "Лобачевские чтенш1" (КГУ, Ка:зань, ноябрь 2009); меж;1,у11арод­

ньн:' конференш1и ":iU)..lGR.ID-2006" и "NUMGR.ID-2008" (ВЦ РАН, l\·fосква, 

июнь 2006, июнь 2008); международная конферс1щия "SIAl\I Gcosciences 2009'' 

(Jlей11ц11г, Германия, июнь 2009); меж;1,,ународный научный семинар "Coшpн­

tatioпal Matlieшat.ics аш1 Applicatioпs" (Технологический университет Та~ше­

ре, Тамнсре, Финляндия, сентябрь 2009). 

Публикации. Основные материя.лы диссертации онубликованы в G 11е­

чатных работах, из них 3 статьи в рецензируемых журналах, нхо;1ящих в 

11срсчс11ь ВАК, '1-3). 

Личный вклад автора. В сонместной работе [1] вклад <штора :шк:1ю­

ча.J1ся в раэработке нелинейной схемы дискретизации уравнения ;1иффу:з11и в 

трёхмерном 11ростра11стнс, в программной реаJIИЗаI\ИИ мсто;\а 11 в 1юс:та~юв1<с 

численных экспериментов. 

В сонместной работе [4] нк;щ.:~, антора :заключа.11ся в раэработке мстодон 

1юст1юе11ия треугольных и тетраэдра.J1ы1ых неструктуриронанных сет1ж. 

В совместноt1 работе [5] вклад автора заклю•1я.пся в раэработке мсто;\ов 

взаимодействия с САПР нри ностросшш сеток, н 11рограмм11ой реал11 :шщш 

f1JIП>ритмон и 11роведенин чисj]енных экс11еримснтов. 

Структура и объём диссертации. Диссертационная работа состоит 
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из введения, обзора методов построения сеток и комплексов программ , четы­

рёх глав, заключения и списка литературы из 73 наименований. Диссертаци­

онная работа содержит 32 рисунка и 15 таблиц. Общий объём диссертацион­

ной работы - 148 страниц. 

Содержание работы 

Во Введении обоснована актуальность диссертационной работы, сфор­

мулирована цель и аргументирована научная новизна исследований , показана 

практическая значимость полученных результатов, представлены выносимые 

на защиту научные положения. 

В обзоре методов построения сеток и комплексов программ проведён 

краткий анализ широко распространённых методов построения треугольных 

и тетраэдральных неструктурированных сеток, сделан обзор наиболее из-

вестных комплексов программ для построения неструктурированных сеток: 

'Il:iaпgle, TetGen, TetMesh, NETGEN и СUВIТ. Автор диссертационной ра-

боты является основным разработчиком библиотек для построения неструк­

турированных треугольных и тетраэдральных сеток, входящих в свободно 

распространяемые пакеты библиотек Aпi2D1 и Aпi3D2 . В обзор вклю•~ено 

описание особенностей разработанной библиотеки и её сравнение с осталь­

ными комплексами программ. Отметим , что в пакете Ani3D предусмотрен 

богатый выбор способов построения поверхностных сеток [3 , 4]. 

В первой главе предложены алгоритмы построеtrия неструктурирован­

ных треугольных сеток для многоугольных областей. 

В разделе 1.1 введены основные обозначения и понятия, используемые 

в первой главе. 

1 http ://sourceforge .net/projects/ani2d/ 
2 ht tp: / / sourcef orge . net/pro j ects/ aniЗd/ 
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В разделе 1.2 описаны основные шаги метода продви1·аемо1·0 фронта, 

записывается формальный алгоритм (Алгоритм 1.1 ). В качестве исходных 

данных выступает фронт многоугольной области - дискретная rраниr\а об­

ласти с определённой ориентацией. При построении сетки алгоритм сохра­

няет заданный след на границе. Предложенный алгоритм применим как к 

11ростым многоугольникам, так и к произвольным многокомпонентным, мно-

госвязным многоугольным областям , границы которых могут не быть одно­

мерными многообразиями. На каждой итерации алгоритма около границы 

фронта строится подход.ящий треугольник, лежащий внутри расчётной об­

ласти , этот треугольник добавляется в сетку, а фронт продвигается внутрь 

области, ограничивая в каждый момент времени не разбитую на треуголь­

ники область. Предложенный способ построения треугольников позволяет 

контролировать желаемые размеры элементов в полученной сетке. 

В разделе 1.3 проведено исследование устойчивости алгоритма к вы-

числительным погрешностям, возникающим при реализации алгори·гма на 

современных ЭВМ, предлагается устойчивый алгоритм провер1<и пересече-

ния треугольника и отрезка на плоскости, основанный на вы<rислении знака 

определителя матрицы 2 х 2. Отметим, что при использовании в реализации 

на ЭВМ типов вещественных чисел с двойной точностью знак определителя 

может быть вычислен •rочно. 

В разделе 1.4 проведён анализ Алгорит.м.а 1.1, доказана конечность 

числа операций, необходимых для завершения алгоритма. В частности дока­

зано существование подход.ящего треугольника на каждой итерации а.пгори1'-

ма, и получена оценка на максимальное количество построенных треуrольни-

ков: 

88 4р 
Nт :::; 7Гд2 + 1Гд + 2К - 5, 

где Nт - количество треугольников, S - площадь многоугольной области, р -
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неримстр области, К - количество ком1юне11т сш1зности и д - параметр, за­

в11сящ11й от минимального расстояния между нершинами нача.;1ьного фронта 

и от фу111щ11и распределения желаемых размеров треугольников 13 об,1аст11. 

В разделе 1.5 проведён анализ вы•111с.rштелыюti слож1юст11 Алгоршп.ма 

1.1, вьщеJ~сны критические участки алгоритма, нредложсны снособы ускоре-

11ш1 работы этих участков с иснользованием структур данных на основе чет-

11ер1111ных J\еревьев ноиска.. В результате а.на.JJиза сложност11 были нолучены 

01(е11ю1 13 среднем и 13 ху;\шсм слу•1ае /\Ля коли•1ества 011срац11й Алгоритма 1.1. 

I3 у11рощё111юм l311де эти оценки записываются следующим обр~юм: 13 среднем 

кою1 честно онерацнй нро1юрционалыю Nт log Nт, и в худшем случае 11ро11ор­

ц1ю11а;1ыю Nf. Предложены две ыод11фикац11и Алгорuт,1ш 1.1 с уj1учшенны­

ми онснками количества онераций в худшем случае. Первая мол,иф11кан11я 

ос1ю11щ~а 11а результатах, получс11ных в разделе 1.4 при доказательстве сущс­

ство1ш11ш1 подход.ящего трсу1·ольннка, н в худшем случае требует кш111 чсспю 

011сращ1й 11ро1юрц11ональнос Nj.. Во второй нредложенной модификации на­

клат,1наются дополнительные ограничения на равномерность дискретизации 

11ач8..'1ыюго фронта: отношение м1111ималыюй и ;1,1аксима.;1ыюй длин отрезков 

110 до:~жно нревышать двух. В этом случае количество операций в худшем 

Сj1учас будет 11ро11орционально Nт log Nт. Отмстим, что все 11редложснныс 

аJ11·оритмы имеют среднюю сложность 11ро11орциона.11ьную Nт log Nт, и на 

11ракт11кс 11р11м еняется исходный вариант Алгоритма 1.1, 011иса.нный в раз­

Д('Jlе 1.2. 

В разделе 1.6 рассмотрены с11особы уJ1у<1шения ка'1сстна 11острос1шой 

с 1юмощыо Алгорит~на 1.1 сетки. Автором диссертациошюti работы 11редло­

жс11 мсто;\, основанный на 11севдомипи~шзац11и функционала качест13а сетки . 

Прс;\Jюжс1111ый а.J11·оритм 11рост в реализации и 11а 11µактикс даёт хорошие 

рt':~у;1ьтаты. 

I3 разделе 1. 7 11ровсдсны экс11ер11менты, 11одтверж1.~ающ11е на 11ра1<п1-
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кс среднюю оценку количества онераций Алгоритма 1.1, иссJ1едовано шшя­

ние способа выбора желаемого шага сетки на качество сетки и на структуру 

сетки. Проведена проверка работы алгоритма на сложном нерегулярном на­

чально!\'! фронте, а также продемонстрированы возможности алгор11т~ш для 

улучшения сеток, полученных для сложных областей. 

Во второй главе предложена модификация алгоритма продвигасмо1·0 

фронта для построения треугольных сеток на криволинейных 11оверхностях, 

введены и используются дополнителы1ые обозначения и понятия. 

В разделе 2.1 рассмотрены способы задания и представления в ш1мя­

ти ЭВМ кусочно-гладких понерхностей, 11редложен общий снособ построения 

дискретизации криволинейных рёбер и криволинейных граней. 

В разделе 2.2 описаны возможности взаимодействия с геометри•rеским 

ядром системы автоматизации проектных работ (САПР) . В работе 15] деталь­

но рассмотрен с11особ организации взаимодействия с промежуточной библио­

текой Сопшюп Geoшctry .tviodule (CGJ\'1), предоставляющей универсальный 

снособ доступа к данным разных САПР. В накет АпiЗD была добавлена воз­

можность подключения библиотек CGM и свободно распространяемой САПР 

Ореп CASCADE, для этого автором диссертационной работы была реализо­

вана базоная поддержка САПР Ореп CASCADE в библиотеке CGM. 

В разделе 2.3 рассмотрены геометрические особенности построения тре­

угольных сеток на криволинейных поверхностях с помощью алгоритма про­

двигаемого фронта, проведён аш1.л11з конечности числа операций и устойчи­

вости алгоритма к вычислитс;1ьным 1югрешностям. 

В разделе 2.4 проведены эксперименты, нодтверждающие на нракти­

кс среднюю оценку количества операций алгоритма продвигаемого фронта 

на криволинейных поверхностях: количество операций в среднем пропорцио­

на.11ьно Nт log Nт, где Nт - количество построенных треугольников. В каче­

стве демонстрации юаимодействия с 1·еометрическим ядром САПР на Рис. 
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а) в) 

Рис. 1. Модель, за,цанная в САПР: а) геоме•rрическая модель, 6) дискретизация криволи-

нейных рёбер , в) поверхностная ква:зиравномерная треугольная сетка. 

приведён пример построения поверхностной сетки для модели, заданной в 

САПР. 

В третьей главе предложено расширение алгоритма продвигаемого 

фронта для построения тетраэдральных сеток в трёхмерном пространстве, 

введены и используются дополнительные обозначения и понятия . 

В разделе 3.1 рассмотрены особенности построения тетраэдральных 

сеток с помощью алгоритма продвигаемого фронта, проведён анализ конеч­

ности числа операций и устойчивости алгоритма к вычислительным погреш­

ностям, предложен устойчивый алгоритм проверки пересечения тетраэдра и 

треугольника, основанный на вычислении знака определителя матрицы 3 х 3. 

Рассмотренный алгоритм не всегда строит сетку для всей области, иногда 

остаются лакуны - локальные несвязные части области, в которых алгоритм 

продвигаемого фронта не работает. На практике лакуны занимают менее 1% 

объёма области. 

Для построения тетраэдрмьных сеток в лакунах в разделе 3.2 предло­

жен второй метод, основанный на тетраздризации Делоне [6] . Доказана конеч­

ность работы второго метода. Комбинация двух :методов позволяет строить 

сетки в трёхмерных многоугольных многосвязных многокомпонентных обла-

стях с заданным следом дискретизации на границе. 

В разделе 3.3 сделан краткий обзор доступных методов улучшения ка-
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чества полученной тетраэдральной сетки. 

В разделе 3.4 проведено экспериментальное подтверждение оценки ко­

личества операций алгоритма продвигаемого фронта, проведено исследова­

ние распределения объёмных частей области, для которых строится сетка с 

помощью алгоритма продвигаемого фронта и с помощью алгоритма на основе 

тетраэдризации Делоне. Проведено исследование качества элементов сеток , 

полученных на разных этаI1ах построения, а также изучены возможности 

улучшения качества с помощью доступных алгоритмов и методов . На Рис. 2 

продемонстрирован разрез тетраэдральной сетки, полученной с помощью ме­

тодов, изложенных во второй и третьей главах, на основе модели , заданной 

в САПР. 

а) б) 

Рис . 2. Модель, заданная в САПР: а) геометрическая модель, 6) разрез тетраздральной 

сетки . 

Рассмотренные методы и технология построения тетраэдральных сеток 

опубликованы в работе [2] . 

В четвёртой главе проведён обзор методов дискретизации уравнения 

диффузии и предложена новая монотонная нелинейная схема дискретизации 

на сетках с многогранными ячейками для полного анизотропного разрывного 

тензора диффузии. Предложенный метод, его анализ и результаты экспери­

ментов опубликованы в работе [ 1] . 
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В разделе 4.1 дана ностановка задачи. Пусть П - трёхмерная многогран­

ная область, граница которой состоит из двух частей, Г = ГN U ГD, прпчём 

множество Го замкнуто и не11усто, ГD = f'D, ГD -f=. 0. Рассматривается задача 

;1иффу:зии для неизвестной кО1щентрации с: 

с 

-n · JКV'c 

g в 

9D па ГD 

9N на Г;V, 

(1) 

'щесь IК(х) = ост(х) > О - полный анизотропный тензор диффузии, g -

шrешние источники, gD и gн - граничные условия Дирихле и Неймана, соот­

ветственно, n - вектор внешней нормали. 

I3 разделе 4.2 нредложена новая схема дискретизации на основе мето­

да конечных объёмов с иснользованием нелинейного двухточечного шаблона 

il,.i!Я ашrроксимации диффузионного потока на гранях расчётной сетки. Диф­

фузионный поток q' на грани f между двумя ячейками Т+ и Т_ представля­
ется в виде 

г;~,е n1 - нормаJIЬ к грани, направленная из Т+ в Т_, Ст± - значения дискрет­

ных концентраций в Т±, Mf ~ О - коэффициенты, зависящие от значений 

КОJЩснтрации в окружающих ячейках. 

В разделе 4.3 нриведён аJiгоритм решения задачи диффузии и провсµён 

анализ монотонности предложенной схемы. Система нелинейных алгебраиче­

ских уравнений решается с помощью метода Пикара, на каждой итерации 

которого решается система линейных уравнений с помощью метода бисопря­

ж(;нных 1·радиентов (BiCGStab) с исrюльзованием предобуслашшвателя ILU 

второго порядка. Сформулирована и доказана следующая теорема. 

Теорема. Пустъ g ~О, 9D ~О, 9N :::; О и Го -f=. 0 в (1). Если ншшлыiое 

прибл1~;;1се1ше С0 ~ О и лиnейные систем:ы в мemoiJe Пикара решаются точ-
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но, то полученное решение с1.- > О иа -ка:ждой итерации метода Пикара, 

k:::: 1. 

В разделе 4.4 проведены эксперименты , анализирующие сохранение 

неотрицателыюсти решения и выполнение дискретного принципа максиму­

ма, нроведено исследование количества итераций в методе Пикара и скорости 

сходимости метода нри различных условиях. Полученные результаты демон­

стрируют второй норядок сходимости концентрации в дискретной L2-нормс 

на тстраэдральных, призматических и гексаэдральных сетках, в том числе с 

раэрывным тензором диффузии 11 на ячейках с неплоскими гранями. Поря­

док сходимости надает ниже второго при сш1ыюй анизотронии сетки. Дис­

кретный принцип максимума может нарушаться, но неотрицательность ре­

шен1ш всег;~а сохраняется (если g :::: О, g0 :::: О, 9N ~ О и Го f. 0 в (1) , то 

решение с :::: О). Наблюдается высокая скорость сходимости метода Пикара 

на первых итерациях , обратная зависимость количества итераций от ша1·а 

сетки и слабая зависимость от т~ша сетки. 

В разделе 4.5 разработана модель стационарного рас11ределения интер­

ферона в лимфоузле с учётом геометрических особенностей вторичных ,1им­

фо11дных органов на основе уравнения диффузии-реакции . Проведена провер­

ка сходимости модели на унрощённой 1 ·еометрической модели, и нроиедены 

расчёты для полной модели, состоящей из трёх 1юдобластей , изображённой 

на Рис. 3.а. Отмстим , что отношение характерных размеров вторн•шых ЛЮ·t­

фоидных органов и всего лимфоузла составляет величину порядка 103. 

При моделировании стациuнарн01·0 раснределения интерферона в J1имфо­

узле была исследована зависимость распределения от количества источников 

интерферона - плазмацитоидных дендритных клеток (см. Рис. 3.б) , а так­

же от скорости деградации интерферона. Важным полученным результатом 

является значительная неоднuродность концентрации интерферона внутри 

;111мфоузла. 
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а) б) 

Рис. 3. Стационарное распределение интерферона в лимфоузле. а) разрез построенной 

сетки , 6) распределение интерферона (пг/л) , количество плазмацитоидных дендритных 

клеток - 10 клеток, случайно распределённых в верхней части краевого синуса. 

Основные результаты и выводы. В диссертационной работе получе­

ны следующие результаты. 

Разработана технология надёжного построения треугольных и тетраэд­

ральных сеток. В работе проведён анализ влияния вычислительных погреш­

ностей при реализации алгоритмов на ЭВМ , представлено теоретическое обос­

нование конечности числа операций предложенных а.пгоритмов. Программы 

для построения треугольных, поверхностных , и тетраэдральных сеток вклю­

чены в пакет библиотек АпiЗD и находятся в свободном доступе . 

Разработанная технология является первым шагом на пути к созданию 

технологии автоматического построения конформных неструктурированных 

гибридных сеток с многогранными ячейками. 

Для дискретизации уравнения диффузии на неструктурированных кон­

формных сетках предложена новая монотонная схема на основе метода конеч­

ных объёмов. Проведено экспериментальное исследование скорости сходимо­

сти предложенной схемы на разных типах сеток. С использованием разрабо­

танных методов и алгоритмов решена практическая задача о стационарном 

распределении интерферона в лимфоузле. 
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