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Ñ ÎÄÍÈÌ ÐÅÁÐÎÌ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

Ïðîñòûå ìîäåëè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÷àñòî èñïîëüçóþò

äëÿ îïèñàíèÿ ðàçâèòèÿ áèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé. Â ñâÿçè ñ

ýòèì, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå äèíàìèêè äèñêðåò-

íûõ âåùåñòâåííûõ îòîáðàæåíèé, çàâèñÿùèõ îò íåñêîëüêèõ ïà-

ðàìåòðîâ. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ îòîáðàæåíèå

F :

{
x 7→ f(x+ y),

y 7→ px,
ãäå f(t) =

{
1 + at, t 6 0,

1− bt, t > 0,
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à ïåðåìåííûå x , y è ïàðàìåòðû a , b è p ïðèíèìàþò âåùå-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàþò ïîïóëÿöèîí-

íûì ðàñïðåäåëåíèåì, çàâèñÿùèì îò âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû

ãðóïïû.

Ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðîâåäåíî èññëåäîâà-

íèå äèíàìèêè îòîáðàæåíèÿ F , íàéäåíû íåïîäâèæíûå è äâó-

ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ, îáëàñòè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ

è îáëàñòè, ãäå íàéäåííûå òî÷êè èìåþò ðàçëè÷íûå òèïû, ò. å.

ÿâëÿþòñÿ ïðèòÿãèâàþùèìè, îòòàëêèâàþùèìè èëè ñåäëîâûìè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü p ̸= −1 . Åñëè a > 1
1+p , òî â îáëàñòè

x+ y 6 0 îòîáðàæåíèå F èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó

(x−, y−) =

(
1

1− a− ap
,

p

1− a− ap

)
.

Åñëè b > − 1
1+p , òî â îáëàñòè x + y > 0 îòîáðàæåíèå F

èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó

(x+, y+) =

(
1

1 + b+ bp
,

p

1 + b+ bp

)
.

Òèïû íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè óñ-

ëîâèÿìè íà ïàðàìåòðû a , b è p .

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x+, y+) ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùåé ïðè

p ∈ (−∞,−1) è b ∈
(
− 1

1+p ,+∞
)
; p ∈ (1/2, 1) è b ∈

(
1
p ,−

1
p−1

)
;

p > 1 è b ∈
(
1
p ,+∞

)
; p ∈ (−1,−1/2) è b ∈

(
1
p ,−

1
1+p

)
.

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x+, y+) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé ïðè p ∈
∈ (−1, 1) è b ∈

(
− 1

p−1 ,+∞
)
. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x+, y+) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé ïðè p ∈ (−1,−1/2) è b ∈
(
1
p ,−

1
p−1

)
;

p ∈ (−1/2, 1/2) è b ∈
(
− 1

p+1 ,−
1

p−1

)
; p ∈ (1/2,+∞) è b ∈

∈
(
− 1

p+1 ,
1
p

)
.



Ñ.Â.ÁÎËÄÛÐÜ, Í.È.ÍÀÑÛÐÎÂÀ 31

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x−, y−) ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùåé ïðè

p ∈ (−∞,−1) è a ∈
(
−1

p ,+∞
)
; p ∈ (1,+∞) è a ∈

(
1

p−1 ,+∞
)
.

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x−, y−) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé ïðè p ∈
(−∞,−1) è a ∈

(
1

p−1 ,
1

p+1

)
; p ∈ (−1, 1) è a ∈

(
1

p+1 ,+∞
)
;

p ∈ (1,+∞) è a ∈
(

1
p+1 ,

1
p−1

)
. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x−, y−)

ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé ïðè p ∈ (−∞,−1) è a ∈
(

1
p−1 ,−

1
p

)
.

Íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äâóïåðèîäè÷åñêîé îðáè-

òû.

Òåîðåìà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

1 + a+ p− ap2

1 + bp+ ab− ap− abp2
> 0,

1− b+ p+ bp2

1− ap+ ab+ pb− abp2
6 0,

îòîáðàæåíèå F èìååò äâóïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè(
1 + bp+ a

1 + bp+ ab− ap− abp2
,

p(1− b− ap)

1 + bp+ ab− ap− abp2

)
,

(
1− b− ap

1− ap+ ab+ pb− abp2
,

p(1 + a+ bp)

1− ap+ ab+ pb− abp2

)
.

Ñ ïîìîùüþ ïàêåòà �Mathematica� íàìè ïîñòðîåíû îáëà-

ñòè ñóùåñòâîâàíèÿ äâóïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû. Îïðåäåëÿÿ òèïû

äâóïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, ìû ïîëó÷èëè êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

λ2 + λ(2abp− ab2 − b2p)− ab2p3 = 0,

èìåþùåå äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ λ1 è λ2 . Ñðàâíèâàÿ |λ1|
è |λ2| ñ 1 , ìîæåì ñäåëàòü âûâîäû î òèïå äâóïåðèîäè÷åñêîé

îðáèòû. Íàìè ïîñòðîåíû îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ãäå

äâóïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà èìååò ðàçëè÷íûå òèïû. Èññëåäîâà-

íî ïîâåäåíèå îòîáðàæåíèÿ F íà ãðàíèöàõ ýòèõ îáëàñòåé.

Ìû áëàãîäàðèì ïðîô. Ã. Ñ¼äåðáàêêó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è

è íàó÷íûå êîíñóëüòàöèè.




