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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îïòè÷åñêèå âîëíîâîäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äè-
ýëåêòðè÷åñêèå öèëèíäðè÷åñêèå ñòðóêòóðû, ïî êîòîðûì ìîæåò ðàñïðîñòðà-
íÿòüñÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âîëíîâîä ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íî äëèííûì è íàõîäèòñÿ â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå ñ ïîñòî-
ÿííîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ. Ñ÷èòàåòñÿ òàêæå, ÷òî äèýëåêòðè-
÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âîëíîâîäà íå ìåíÿåòñÿ âäîëü îáðàçóþùåé öèëèíäðà
è ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèåé ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò. Ñîáñòâåííûìè
âîëíàìè íàçûâàþòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ áåç èñòî÷íèêîâ, êîòîðûå ìîãóò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âäîëü âîëíîâîäà. Îíè îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîðîä-
íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà èëè ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà
(�ïðèáëèæåíèå ñëàáîíàïðàâëÿþùåãî âîëíîâîäà�).

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî îíè ïîñòàâëå-
íû â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè � íà âñåé ïëîñêîñòè R2. Äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ è
ðåøåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàçëè÷íûå ìåòîäû,
îñíîâàííûå íà ñâåäåíèè èñõîäíîé çàäà÷è ê çàäà÷å â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè íà
îñíîâå ïðèáëèæåííûõ ëîêàëüíûõ êðàåâûõ óñëîâèé1. Îòìåòèì, ÷òî òåîðåòè-
÷åñêîå îáîñíîâàíèå ýòèõ ìåòîäîâ íàòàëêèâàåòñÿ íà ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè.

Ñ íà÷àëà 90-õ ãîäîâ ïîëó÷èë ðàñïðîñòðàíåíèå ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñ-
ïîëüçîâàíèè òî÷íûõ íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ óñëîâèé. Äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà òàêèå óñëîâèÿ èñïîëüçîâàëèñü À. Ñ. Èëüèíñêèì, Â. Â. Êðàâöîâûì,
Â.Â. Ëîæå÷êî, Þ.Â. Øåñòîïàëîâûì, D. Givoli. Òî÷íûå êðàåâûå óñëîâèÿ ïîç-
âîëÿþò ñâåñòè èñõîäíóþ çàäà÷ó â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè ê ýêâèâàëåíòíîé
çàäà÷å â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ñëåäóåò îòìåòèòü ðà-
áîòû P. Joly, C. Poirier, Ð. Ç. Äàóòîâà, Å. Ì. Êàð÷åâñêîãî. Â íèõ èñõîäíàÿ
çàäà÷à (êàê ñêàëÿðíàÿ, òàê è âåêòîðíàÿ) ñâîäèòñÿ ê ïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà-
÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè (êðóãå) ñ íåëèíåéíûì
âõîæäåíèåì ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà â íåëîêàëüíîå êðàåâîå óñëîâèå. Ïîëó-
÷åííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îäíàêî, íåëèíåéíîå
âõîæäåíèå ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò ðåøåíèå çàäà-

1ñì. Êëååâ À. È. ×èñëåííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà äèýëåêòðè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ (âîëîêîííûõ ñâåòîâîäîâ).
Óíèâåðñàëüíûå ìåòîäèêè (Îáçîð) / À. È. Êëååâ, À. Á. Ìàíåíêîâ, À. Ã. Ðîæíåâ // Ðàäèîòåõíèêà è ýëåê-
òðîíèêà. � 1993. � Ò. 11. � Ñ. 1938�1968.
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÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå
÷èñëåííîãî ìåòîäà, ñâîáîäíîãî îò óêàçàííîãî íåäîñòàòêà.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå, òåîðåòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäî-
âàíèå ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ è ñîáñòâåí-
íûõ âîëí öèëèíäðè÷åñêèõ äèýëåêòðè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ íà îñíîâå òî÷íîãî
êðàåâîãî óñëîâèÿ äëÿ çàäà÷ êàê â ñêàëÿðíîé, òàê è âåêòîðíîé ïîñòàíîâêàõ.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ òåîðèè êîìïàêò-
íûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, òåîðèè ïðî-
ñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, îáîáùåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷. Ïîñòðîåíèå, îáîñíî-
âàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòà-
òû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû:

1) ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ âîëí
öèëèíäðè÷åñêèõ äèýëåêòðè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ â âèäå ïàðàìåòðè÷åñêîé ëè-
íåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è â êðóãå êàê â ñêàëÿðíîé, òàê è âåêòîðíîé ïîñòà-
íîâêàõ;

2) ïðèáëèæåííûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ âîëí è äèñïåðñèîííûõ
êðèâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ äèýëåêòðè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ äëÿ çàäà÷ â ñêàëÿðíîé
è âåêòîðíîé ïîñòàíîâêàõ;

3) îöåíêè òî÷íîñòè ïðåäëîæåííûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ;
4) îöåíêè òî÷íîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñ âîçìóùåíèÿìè äëÿ ñàìîñîïðÿæåí-

íîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Au = λBu â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ

èñïîëüçîâàíèåì îáùåïðèíÿòûõ ïîäõîäîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ äèýëåêòðè÷åñêèõ
âîëíîâîäîâ, ñòðîãèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè ñôîðìóëèðîâàí-
íûõ óòâåðæäåíèé, ñðàâíåíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûìè â íà-
ó÷íîé ëèòåðàòóðå ñîîòâåòñòâóþùèìè òåîðåòè÷åñêèìè è ýêñïåðèìåíòàëüíû-
ìè ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ, à òàêæå õîðîøèì ñîâïàäåíèåì ðåçóëüòàòîâ
ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé ñ èçâåñòíûìè äëÿ ðÿäà òåñòîâûõ çàäà÷.

Íàó÷íîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàáîòû. Ðàáîòà íîñèò, â îñíîâíîì,
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Âìåñòå ñ òåì, ðàçðàáîòàí ýôôåêòèâíûé ìåòîä, ïîç-
âîëÿþùèé ðàññ÷èòûâàòü öèëèíäðè÷åñêèå äèýëåêòðè÷åñêèå âîëíîâîäû ïðî-
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èçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ïðèìåíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà íå
îãðàíè÷èâàþòñÿ çàäà÷åé òåîðèè äèýëåêòðè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ. Ýòèì ìåòîäîì
ìîãóò áûòü ðåøåíû ðàçëè÷íûå çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëü-
öà íà ïëîñêîñòè èëè ñèñòåìå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü
è îáñóæäàëèñü íà âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: Ìåæäóíà-
ðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ �Iterative methods and matrix compu-
tations�, ã. Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2�9 èþíÿ 2002 ã.; II Ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ øêîëà-
êîíôåðåíöèÿ �Çàäà÷è äèôðàêöèè è ñîïðÿæåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé â
âîëíîâîäíûõ ñòðóêòóðàõ�, ã. Êàçàíü, 14�16 îêòÿáðÿ 2002 ã.; III âñåðîññèéñêàÿ
ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ �Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ�2003�, ã. Êà-
çàíü, 1�4 äåêàáðÿ 2003 ã.; Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè�, ïîñâÿùåííàÿ 70-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäå-
íèþ àêàäåìèêà À.Ô. Ñèäîðîâà (Åêàòåðèíáóðã, 3�7 ôåâðàëÿ 2003 ã.); II âñåðîñ-
ñèéñêàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ �×èñëåííûå ìåòîäû ðåøå-
íèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷�, ã. Êàçàíü, 27 èþíÿ � 1 èþëÿ 2003
ã.; 10 th International Conference on Mathematical Methods in Electromagnetic
Theory, Dniepropetrovsk, Ukraine, Sept. 14�17, 2004; Ïÿòûé âñåðîññèéñêèé ñå-
ìèíàð �Ñåòî÷íûå ìåòîäû äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ è ïðèëîæåíèÿ�, ïîñâÿùåííûé
200-ëåòèþ Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Êàçàíü, 17�21 ñåí-
òÿáðÿ 2004 ã.; Øåñòîé âñåðîññèéñêèé ñåìèíàð �Ñåòî÷íûå ìåòîäû äëÿ êðàåâûõ
çàäà÷ è ïðèëîæåíèÿ�, ã. Êàçàíü, 1�4 îêòÿáðÿ 2005 ã., à òàêæå ïðåäñòàâëÿëèñü
íà èòîãîâûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà (2003-2006 ã.ã.).

Â öåëîì äèññåðòàöèÿ áûëà äîëîæåíà íà ñîâìåñòíîì ñåìèíàðå êàôåäðû âû-
÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà è îò-
äåëà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ÍÈÈÌÌ èì. Í. Ã. ×åáîòàðåâà Êàçàíñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 11 ðàáîòàõ,
ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ èõ
ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò àâòîðàì â ðàâíîé ìåðå. Íåïîñðåäñòâåííî àâòîðó
ïðèíàäëåæèò ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå ìåòîäîâ, ïðî-
âåäåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è àíàëèç èõ ðåçóëüòàòîâ.
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Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââå-
äåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 63 íà-
èìåíîâàíèÿ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 130 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 4
òàáëèöû è 23 ðèñóíêà.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ïðèâîäÿòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ëèíåéíî èçîòðîïíîãî
îïòè÷åñêîãî âîëíîâîäà, â îñíîâå êîòîðûõ � ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.
×åðåç Ωi îáîçíà÷èì ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå âîëíîâîäà, Ωe = R2\Ωi (ñì. ðèñ. 1).
Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âîëíîâîäà ε çàâèñèò îò ïîïåðå÷íûõ êîîðäè-

ò ò= (x)

O

ò ò= 8

x
2

x
1

Wi

We

g

Ðèñ. 1: Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå âîëíîâîäà.

íàò x = (x1, x2), äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà �
ε∞ ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, ïðè÷åì sup

x∈Ωi

ε(x) > ε∞. Ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü
âñþäó ïîñòîÿííà è ðàâíà µ0.

Ñîáñòâåííûå âîëíû âîëíîâîäà èìåþò âèä:
[
E
H

]
(x, x3, t) = Re

([
E

H

]
(x) exp

(
i(ωt− βx3)

)
)

.

Çäåñü E, H � âåêòîðû íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé;
E = (E1, E2, E3)

T è H = (H1, H2, H3)
T � àìïëèòóäû ýòèõ âåêòîðîâ, èñ÷åçà-

þùèå íà áåñêîíå÷íîñòè; íåèçâåñòíûå ω, β � ÷àñòîòà êîëåáàíèé è ïðîäîëü-
íàÿ ïîñòîÿííàÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì îïåðàöèè divβ ,∇β ,
rotβ , ïîëó÷àþùèåñÿ èç îïåðàöèé div, ∇ è rot çàìåíîé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïî x3 óìíîæåíèåì íà −iβ. Èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà èìååì ñèñòåìó:

rotβ E = −iωµ0H, rotβ H = iωεE, (1)
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îòêóäà, â ñèëó òîæäåñòâà divβ rotβ(·) = 0, ñëåäóåò

rotβ

(
ε−1 rotβ H

)
= k2H, divβ H = 0, (2)

rotβ

(
rotβ E

)
= k2εE, divβ(εE) = 0, (3)

ãäå k =
√

µ0 ω � ïðîäîëüíîå âîëíîâîå ÷èñëî. Íà êîíòóðå γ âåêòîðíûå ïîëÿ
E è H óäîâëåòâîðÿþò äîïîëíèòåëüíûì ñîîòíîøåíèÿì. Íàïðèìåð,

[H]γ = 0, [ε−1 rotβ H]γ = 0, [divβ H]γ = 0. (4)

Çäåñü [F ]γ � ñêà÷îê ôóíêöèè F íà γ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà
íåîáõîäèìî îòäàòü ïðåäïî÷òåíèå îäíîé èç ñèñòåì óðàâíåíèé (2) èëè (3). Äëÿ
ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ áîëåå ïîäõîäÿùåé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà (2), ïîñêîëü-
êó âåêòîðíîå ïîëå H, â îòëè÷èå îò E, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â R2.

Çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ β, k è H ∈ [W 1
2 (R2)]3

òàêèõ, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (4) â R2 ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå

(Pv) : rotβ

(
ε−1 rotβ H

)− ε−1
∞∇β (divβ H) = k2H, H 6= 0,

íàçîâåì âåêòîðíîé çàäà÷åé. Èçâåñòíî2, ÷òî îáîáùåííûå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
è çàäà÷è (2), (4) � ñîâïàäàþò. Îòìåòèì, ÷òî (Pv) â îáëàñòè Ωe ñâîäèòñÿ ê
óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà:

−∆H + p2H = 0, p2 = β2 − k2ε∞.

Ïàðàìåòð p íàçûâàåòñÿ ïîïåðå÷íûì âîëíîâûì ÷èñëîì. Îí îïðåäåëÿåò ñêî-
ðîñòü çàòóõàíèÿ H íà áåñêîíå÷íîñòè è èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â äàëüíåéøåì.

Íàðÿäó ñ (Pv) ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå �ïðèáëèæåíèå ñëàáîíàïðàâëÿþùåãî
âîëíîâîäà� (ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à):

(Ps) : u ∈ W 1
2 (R2)\{0} : −∆u + β2u = k2ε u â R2.

Ïî ñêàëÿðíîé ôóíêöèè u íàõîäèòñÿ H = (H,−iβ−1 div H)T , ãäå H = (u, u)T .
Öåëü äèññåðòàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè è ðàçðàáîòêå îáîñíîâàííî-

ãî ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ (Ps) è (Pv). Çàäà÷à (Ps) ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ âî âòîðîé ãëàâå, (Pv) � â òðåòüåé. Âî ââåäåíèè òàêæå îáñóæäàåòñÿ

2ñì., íàïð., A. Bamberger Mathematical analysis of the guided modes of an optical �ber/ A. Bamberger,
A. S. Bonnet// SIAM J. Math. Analys. � 1990. � v. 21, no. 6. � pp. 1487�1510.
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àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû, ïðèëåãàþ-
ùåé ê òåìàòèêå äèññåðòàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû, íåîáõîäèìûå äëÿ îöåíîê òî÷íîñòè
ñõåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîíñòðóèðóåìûõ âî âòîðîé è òðåòüåé ãëà-
âàõ. Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä Ãàëåðêèíà ñ âîçìóùåíèÿìè äëÿ
àáñòðàêòíîé îáîáùåííîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âèäà Au = λBu

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå V ñ ñàìîñîïðÿæåííûì, ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííûì îïåðàòîðîì A è ñàìîñîïðÿæåííûì, êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì B.
Íà ÿçûêå ñèììåòðè÷íûõ áèëèíåéíûõ ôîðì ýòèõ îïåðàòîðîâ èñõîäíàÿ çàäà÷à
ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå: a(u, v) = λb(u, v) äëÿ ëþáûõ v ∈ V . Ñâîéñòâà ðåøå-
íèé äàííîé çàäà÷è õîðîøî èçâåñòíû. Îòìåòèì, ÷òî îíà ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å
Tu = λ−1u, ãäå T = A−1B � ñàìîñîïðÿæåííûé êîìïàêòíûé îïåðàòîð â VA

(VA åñòü ïðîñòðàíñòâî V , íàäåëåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì a(·, ·)).
Ïóñòü {Vh}h � ïðåäåëüíî ïëîòíàÿ â V ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâ, h > 0. Çàäà÷à: íàéòè (λh, y) ∈ R× Vh\{0} òàêèå, ÷òî ah(y, v) =

λhbh(y, v) äëÿ ëþáûõ v ∈ Vh ⊆ V � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåòîä Ãàëåðêèíà ñ
âîçìóùåíèÿìè äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Îöåíêàì òî÷-
íîñòè ýòîãî ìåòîäà ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò. Â ïóíêòå 1.3 äèññåðòàöèè
ïðèâîäèòñÿ èõ êðàòêèé îáçîð.

Ïóñòü (λk, Uk) � ñîáñòâåííîå ÷èñëî êðàòíîñòè r è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó
ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî èñõîäíîé çàäà÷è, ÷èñëà λh

i , i = k, . . . , k + r− 1,
è Uh

k � àïïðîêñèìàöèÿ ýòîé ñîáñòâåííîé ïàðû, ïîëó÷åííàÿ ïî ìåòîäó Ãàëåð-
êèíà ñ âîçìóùåíèÿìè. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïðåäïîëàãàþòñÿ çàíóìåðîâàííûìè
ïî âîçðàñòàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Ïóñòü

ΘV (Uk, U
h
k ) = max

u∈Uk,‖u‖=1
inf

y∈Uh
k

‖u− y‖,

� ðàñòâîð ìåæäó Uk è Uh
k . ×åðåç Ph îáîçíà÷èì îðòîïðîåêòîð â VA íà Vh, ò.å.

a(u−Phu, vh) = 0 ∀u ∈ VA, ∀vh ∈ Vh. Ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëû õàðàêòåðè-
çóþò àïïðîêñèìàòèâíûå êà÷åñòâà ôîðì ah è bh íà Vh:

Ec(ϕh) = sup
vh∈Vh,‖vh‖=1

|c(ϕh, vh)− ch(ϕh, vh)|, c = a, b.
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Ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ïðåäïîëîæåíèé:

(H1) Vh ⊆ V, inf
vh∈Vh

‖u− vh‖ → 0 ïðè h → 0 ∀u ∈ V,

(H2) ma‖vh‖2 6 ah(vh, vh) 6 Ma‖vh‖2, ma > 0,

(H3) δh = ‖T − PhT‖+ sup
f∈Vh, ‖f‖=1

(Eb(f) + Ea(PhTf)) → 0, h → 0,

â ïåðâîé ãëàâå äîêàçàíû ñëåäóþùèå îöåíêè òî÷íîñòè:

ΘV (Uk, U
h
k ) ≤ c max

u∈Uk, ‖u‖=1
εh(u), |λk − λh

i | ≤ c max
u∈Uk,‖u‖=1

(
ε2
h(u) + Σh(Phu)

)
.

Çäåñü εh(u) = infvh∈Vh
‖u− vh‖+ Ea(Phu) + Eb(Phu), u ∈ V,

Σh(y) = |a(y, y)− ah(y, y)|+ |b(y, y)− bh(y, y)|, y ∈ Vh,

ïîñòîÿííàÿ c çàâèñèò îò λ, íî íå çàâèñèò îò h; ‖ · ‖ � íîðìà â V . Â ñëó÷àå
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî îïåðàòîðà B ïîäîáíûå îöåíêè òî÷íîñòè áûëè
ïîëó÷åíû Ñ. È. Ñîëîâüåâûì.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ñêàëÿðíîé çàäà÷è (Ps). Ïðè êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì β > 0 çàäà÷à (Ps) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ ñïåêòðàëü-
íóþ çàäà÷ó íà ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà k2. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè
(β, k, u) � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, òî

(β, k) ∈ Λ, Λ = {(β, k) : β/
√

ε+ < k < β/
√

ε∞, β > 0}.

Îòìåòèì, ÷òî â îáëàñòè Ωe óðàâíåíèå (Ps) èìååò âèä

−∆u + p2u = 0, p2 = β2 − k2ε∞.

Â ñèëó òîãî, ÷òî çàäà÷à ïîñòàâëåíà â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè R2, îíà ìàëî-
ïðèãîäíà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Â ï. 2.1 çàäà÷à (Ps) ýêâèâàëåíòíî ñâîäèò-
ñÿ ê çàäà÷å â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω. Äëÿ ýòîãî ïëîñêîñòü R2 ðàçáèâàåòñÿ
íà äâå ÷àñòè: îáëàñòü Ω ⊇ Ωi, ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé Γ, è åå äîïîëíåíèå Ω∞,
Ω∞ = R2 \Ω (ñì. ðèñ. 2). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à â
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè: íàéòè (β, p) ∈ R2

+, à òàêæå u ∈ W 1
2 (Ω)\{0} òàêèå, ÷òî

P : A(p)u = β2Bu.
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Ðèñ. 2: Ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè.

Çäåñü A(p) = A0(p) + S(p), (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â W 1
2 (Ω),

(A0(p)u, v) =

∫

Ω

(∇u · ∇v + p2cuv) dx, (Bu, v) = β2
∫

Ω

duv dx,

(S(p), u, v) =

∫

Ω∞

(∇u∞p · ∇v∞p + p2u∞p v∞p ) dx,

u è v � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èç W 1
2 (Ω), c = ε/ε∞, d = c − 1, u∞p , v∞p ∈

W 1
2 (Ω∞) � ìåòàãàðìîíè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ â îáëàñòü Ω∞ ôóíêöèé u è v.

Òî÷íåå, u∞p ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è

−∆u∞p + p2u∞p = 0, x ∈ Ω∞, u∞p = u, x ∈ Γ.

Óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ S(p), A(p) è B, äåéñòâóþùèõ â W 1
2 (Ω). Ïî-

êàçàíî, ÷òî A(p) � ñàìîñîïðÿæåííûé, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé ïðè p > 0

îïåðàòîð, B � ñàìîñîïðÿæåííûé, íåîòðèöàòåëüíûé, êîìïàêòíûé. Äîêàçàíà

Òåîðåìà 1. Çàäà÷è (Ps) è P ýêâèâàëåíòíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå: åñëè (β, k, u)

� îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (Ps), òî (β, p, u|Ω) � ðåøåíèå P ïðè p =√
β2 − ε∞k2. Îáðàòíî: åñëè (β, p, u) � ðåøåíèå çàäà÷è P, òî (β, k, up) �

îáîáùåííîå ðåøåíèå (Ps) ïðè k =
√

(β2 − p2)/ε∞. Çäåñü up ∈ W 1
2 (R2) ñîâïà-

äàåò ñ u íà Ω è ñ u∞p âíå Ω.

Â ï. 2.2 èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è P . Äîêàçàíà

Òåîðåìà 2. Ïðè ëþáîì p > 0 èìååòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ÷èñåë βk(p),
ïðè êîòîðûõ çàäà÷à P èìååò ðåøåíèå,

0 < β1(p) 6 β2(p) 6 . . . 6 βn(p) 6 . . . , βn(p) →∞ ïðè n →∞.
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Êàæäîå βk(p) â ýòîì ðÿäó âñòðå÷àåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, òî åñòü èìååò
êîíå÷íóþ êðàòíîñòü. Êàæäîìó ÷èñëó βk(p), êðàòíîñòè rk > 1, ñîîòâåò-
ñòâóåò rk-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Uk(p) òàêîå, ÷òî (βk(p), p, u) � ðåøåíèå
çàäà÷è P ïðè ëþáîì u ∈ Uk(p). Äðóãèõ ðåøåíèé çàäà÷à P íå èìååò. Áîëåå
òîãî,
a) Uk(p) îðòîãîíàëüíû â VA; VA =

∞⊕
k=1

Uk(p)
⊕

ker B;3

b) ôóíêöèè p → βk(p) è p → β2
k(p)−p2 ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå è ëîêàëüíî

ëèïøèöåâû, k > 1;
c) åñëè k0 =

(
ε+/(ε+ − ε∞)

)1/2, òî βk(p)

p
> k0, lim

p→∞
βk(p)

p
= k0, k > 1;

d) β1(p) → 0 ïðè p → 0.
Çäåñü ïðîñòðàíñòâî VA îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç W 1

2 (Ω),
íàäåëåííûõ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (A(p)u, v). Ïîñêîëüêó (β, k) ∈ Λ è
p =

√
β2 − ε∞k2, òî çàäà÷à P ìîæåò èìåòü ðåøåíèå ëèøü ïðè

(β, p) ∈ K, K =
{
(β, p) : 0 < p < β

√
1− ε∞/ε+, β > 0

}
.

Â ï. 2.3 ïîëó÷åí ÿâíûé âèä îïåðàòîðà S(p) â òîì ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü Ω

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðóã ðàäèóñà R, R > R0 (äàëåå ýòî ïðåäïîëàãàåòñÿ):

(S(p)u, v) = 2π
∞∑

n=−∞
K|n|(pR)an(u)an(v), an(u) =

1

2π

2π∫

0

u(R,ϕ)e−inϕdϕ.

Çäåñü Kn(z) = −zK ′
n(z)/Kn(z), Kn(z) � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññå-

ëÿ ïîðÿäêà n, (r, ϕ) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, an(u) � êîýôôèöèåíò Ôóðüå.
Ïàðàãðàô 2.4 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ãëàäêîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ε ∈ Wm−1
∞ (R2),

(
β(p), p, u

)
� ðåøåíèå P , òî u ∈ Wm+1

2 (Ω).
Â ï. 2.5 çàäà÷à P èçó÷åíà ïðè p = 0. Ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è � ñîáñòâåííûå

÷èñëà β0
i , i = 1, 2, . . . � íàçûâàþò òî÷êàìè îòñå÷êè. Äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî

ðåøåíèé çàäà÷è (Ps) â îáîáùåííîé ïîñòàíîâêå ïðè ôèêñèðîâàííîì k > 0

ðàâíî â òî÷íîñòè n(k), ãäå n(k) = max{i : β0
i /ε

1/2
∞ < k, i = 1, 2, . . . }.

Ïàðàãðàô 2.6 ïîñâÿùåí ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è P . Èñïîëüçóåòñÿ
âàðèàíò ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñ âîçìóùåíèÿìè. Òî÷íåå, äëÿ äèñêðåòèçàöèè çàäà-
÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, îñíîâàííûé íà êîíôîðìíîé àï-
ïðîêñèìàöèè Vh âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W 1

2 (Ω) (òðåóãîëüíûå
3⊕ îçíà÷àåò ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ.
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êðèâîëèíåéíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñòåïåíè m > 1 ñ ÷èñëåííûì èíòåãðèðî-
âàíèåì). Íàðÿäó ñ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì, äîïîëíèòåëüíîå âîçìóùåíèå
â ìåòîä Ãàëåðêèíà âíîñèò óñå÷åíèå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà, âõîäÿùåãî â îïðåäå-
ëåíèå îïåðàòîðà S(p). Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à èìååò âèä: íàéòè (βh, p) ∈ R2

+ è
uh ∈ Vh\{0} òàêèå, ÷òî

Ph : ah(p, uh, v) = βh2 bh(uh, v) ∀v ∈ Vh .

Çäåñü bh(u, v) = Sh(d uv),

ah(p, u, v) = Sh(∇u · ∇v + p2c uv) + 2π
N∑

n=−N

Kn(pR)an(u)an(v),

u, v ∈ Vh, Sh(·) � ñîñòàâíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà, èíäóöèðîâàííàÿ íåêîòî-
ðîé êâàäðàòóðîé íà áàçèñíîì ýëåìåíòå, òî÷íîé íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíè 2m−1.
Óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâîéñòâà ôîðì ah(p, ·, ·), bh(·, ·), íà îñíîâå êîòîðûõ äîêàçû-
âàåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Ph, ÿâëÿþùàÿñÿ äèñêðåòíûì
àíàëîãîì òåîðåìû 2.

Ïóñòü (βk(p), p, Uk(p)) � ðåøåíèå çàäà÷è P ; ÷èñëî βk(p) èìååò êðàòíîñòü
rk = dim Uk(p): βk−1(p) < βk(p) = βk+1(p) = · · · = βk+rk−1(p) < βk+rk

(p);

(βh
i (p), uh

i (p)) � ñîáñòâåííûå ïàðû Ph, i = 1, 2, . . .; Uh
k (p) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

îáîëî÷êîé {uh
i (p)}k+rk−1

i=k . Â ï. 2.7 íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ 1-îé ãëàâû äîêàçàíà

Òåîðåìà 3. Ïóñòü p > 0, ε ∈ W 2m
∞ (R2), h � äîñòàòî÷íî ìàëî,

N > c0 ln(1/h), c0 =
2m

ln(R/a)
, R0 < a < R.

Òîãäà äëÿ i = k, . . . , k + rk − 1, k ≥ 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

ΘV (Uk(p), Uh
k (p)) ≤ c hm, |βk(p)− βh

i (p)| ≤ c h2m.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ âåêòîðíîé çàäà÷è (Pv).
Ïðè ôèêñèðîâàííîì β ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ çàäà÷ó íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íà ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî k2. Êàê è â ñêàëÿðíîì ñëó-
÷àå, äèñêðåòíûé ñïåêòð ëîêàëèçîâàí: (β, k) ∈ Λ.

Ïðîÿñíèì õàðàêòåð çàâèñèìîñòè çàäà÷è îò ïàðàìåòðà β. Äëÿ âåêòîðíûõ
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ïîëåé H = (H1, H2), H = (H, H3)
T íà D ⊆ R2 ïîëîæèì

rot H = ∂H2/∂x1 − ∂H1/∂x2, div H = ∂H1/∂x1 + ∂H2/∂x2, aD(β; H,H ′) =

=

∫

D

(
ε−1 rot H rot H′ + ε−1

∞ div H div H′ + ε−1∇H3 · ∇H ′
3 + β2ε−1H ·H ′

)
dx,

bD(H,H ′) =

∫

D

νH ·H′ dx, cD(H, H ′) =

∫

D

ν (∇H3 ·H′ + H · ∇H ′
3) dx,

ãäå ν = ε−1
∞ − ε−1. Ïóñòü (H, H3)

T � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (Pv). Òîãäà,
ïîëå H = (H, iH3)

T ∈ [W 1
2 (R2)]3\{0} óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(P∞) : aR2(β; H,H ′) + βcR2(H,H ′)− β2bR2(H,H ′) = k2
∫

R2

H ·H ′ dx

äëÿ ëþáîãî H ′ ∈ [W 1
2 (R2)]3. Çäåñü âñå ôîðìû ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè.

Â ï. 3.1 ïîëó÷åíû ýêâèâàëåíòíûå ïîñòàíîâêè, ñâîäÿùèå çàäà÷ó (P∞) ñíà-
÷àëà ê íåëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å â êðóãå Ω ðàäèóñà R, à çàòåì ê ëèíåé-
íîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â Ω. Ñôîðìóëèðóåì ïîñëåäíþþ çàäà÷ó,
òàê êàê èìåííî îíà ñëóæèò îñíîâîé ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

Ðàçîáüåì ïëîñêîñòü R2 íà äâå ÷àñòè, êàê â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå (ñì. ðèñ. 2).
Ïóñòü V = W 1

2 (Ω) � âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, V 2 = V ×V , V 3 =

V 2 × V . Îïðåäåëèì ïðè p > 0 îïåðàòîðû A(p), B0 : V 2 → V 2, C0 : V 2 → V ,
L(p) : V → V , ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

(A(p)H,H′) =

∫

Ω

(
ε−1 rotH rotH′ + ε−1

∞ div H div H′ + p2ε−1
∞ H ·H′

)
dx+

+
2π

ε∞

∞∑

l=−∞
K|l|(Rp)al(H) · al(H′) + ε−1

∞ IΓ(H,H′), (L(p)H, H ′) =

=

∫

Ω

(
ε−1∇H · ∇H ′ + p2ε−1

∞ HH ′)dx +
2π

ε∞

∞∑

l=−∞
K|l|(Rp)al(H)al(H ′),

(B0H,H′) =

∫

Ω

ν(x)H · H′ dx, (C0H, H ′) =

∫

Ω

ν(x)H · ∇H ′ dx.

Çäåñü H, H ′ ∈ V , H,H′ ∈ V 2 � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè; al(H) � êîýôôè-
öèåíò Ôóðüå; C∗

0 : V → V 2 � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê C0; ôîðìà IΓ íà
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äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

IΓ(H,H′) =

2π∫

0

(∂H1

∂ϕ
H ′

2 +
∂H ′

1

∂ϕ
H2

)∣∣∣
r=R

dϕ.

Ïîëîæèì B(p) = B0 + C∗
0L(p)−1C0.

Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 1, îá ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷è
(P∞) ñëåäóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å â êðóãå Ω: íàéòè (β, p,H) ∈ R2

+ × V 3,
H = (H, H3)

T 6= 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå óðàâíåíèé

(P) : A(p)H = β2B(p)H, H3 = −βL−1(p)C0H.

Â ï. 3.2 óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ A(p), L(p) è B(p). Â ÷àñòíîñòè
äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð A(p) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì è ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûì ïðè ëþáîì p > 0, à B(p) � ñàìîñîïðÿæåííûì, íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííûì è êîìïàêòíûì. Íà îñíîâå ýòèõ ñâîéñòâ â ï. 3.3 èññëåäîâàíà
ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (P) è, êàê ñëåäñòâèå çàäà÷è (P∞). À èìåííî, äîêàçàíà

Òåîðåìà 4. Ïðè ëþáîì p > 0 èìååòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ÷èñåë βk(p),
ïðè êîòîðûõ çàäà÷à (P) èìååò ðåøåíèå,

0 < β1(p) 6 β2(p) 6 . . . 6 βn(p) 6 . . . , βn(p) →∞ ïðè n →∞.

Êàæäîå ÷èñëî βk(p) â ýòîì ðÿäó âñòðå÷àåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, òî åñòü
èìååò êîíå÷íóþ êðàòíîñòü. Êàæäîìó ÷èñëó βk(p), êðàòíîñòè rk > 1, ñî-
îòâåòñòâóåò rk-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Uk(p) = {(H, H3)

T : H ∈ Uk(p), H3 =

−βL−1(p)C0H} ⊂ V 3 òàêîå, ÷òî (βk(p), p, H) � ðåøåíèå çàäà÷è (P) ïðè ëþ-
áîì H ∈ Uk(p). Äðóãèõ ðåøåíèé çàäà÷à (P) íå èìååò. Áîëåå òîãî,
a) Uk(p) îðòîãîíàëüíû â VA; VA =

∞⊕
k=1

Uk(p)
⊕

kerB(p);

b) ôóíêöèè p → βk(p), p → β2
k(p)−p2 ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå è ëîêàëüíî

ëèïøèöåâû, k > 1;
c) β2(p) → 0 ïðè p → 0.

Çäåñü VA îïðåäåëÿåòñÿ êàê V 2 ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (A(p)·, ·).
Â ï. 3.4 çàäà÷à (P) èçó÷åíà ïðè p = 0. Êàê è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, äîêàçàíî,

÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à (P∞) ïðè ôèêñèðîâàííîì k > 0 èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé.
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Ïàðàãðàô 3.5 ïîñâÿùåí äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è (P). Ïðè ýòîì èñïîëüçóþò-
ñÿ àïïðîêñèìàöèÿ Vh ïðîñòðàíñòâà V è êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Sh(·) òàêèå
æå, êàê â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå. Îïðåäåëèì V 2

h = Vh×Vh, V 3
h = V 2

h ×Vh, à òàêæå
ðàçðåæåííûå âåùåñòâåííûå ìàòðèöû AN

h (p), BN
0h, CN

0h è LN
h (p) � äèñêðåòíûå

àíàëîãè îïåðàòîðîâ A(p), B0, C0 è L(p) ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷åííûå ìåòî-
äîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì. Íàïðèìåð, ìàòðèöà
AN

h (p) îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé áèëèíåéíîé ôîðìîé:

AN
h (p)H ·H′ = Sh

(
ε−1 rotHh rotH′

h + ε−1
∞ div Hh div H′

h + p2ε−1
∞ Hh ·H′

h

)
+

+
2π

ε∞

N∑

l=−N

K|l|(Rp)al(Hh) · al(H′
h) + ε−1

∞ IΓ(Hh,H
′
h),

ãäå H è H′ � âåêòîðû óçëîâûõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé Hh è H′
h èç V 2

h , ñîîòâåò-
ñòâåííî. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îñòàëüíûå ìàòðèöû.

Äèñêðåòíûé àíàëîã çàäà÷è (P) èìååò ñëåäóþùèé âèä: íàéòè (βh, p, H) ∈
R2

+ × R3Nh, H = (H,H3)
T 6= 0, òàêèå, ÷òî

(Ph) : AN
h (p)H = βh2BN

h (p)H, H3 = −βhLN
h (p)−1C0hH.

Çäåñü BN
h (p) = B0h + CT

0hL
N
h (p)−1C0h; Nh = dim Vh; H � âåêòîð óçëîâûõ

ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè Hh ∈ V 3
h .

Â ï. 3.6 óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâîéñòâà ìàòðèö AN
h (p) è BN

h (p), íà îñíîâå êîòî-
ðûõ äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è (Ph), ÿâëÿþùàÿñÿ
äèñêðåòíûì àíàëîãîì òåîðåìû 4.

Â ï. 3.7 èññëåäîâàíà òî÷íîñòü îïèñàííîãî âûøå ìåòîäà. Ïóñòü k > 1,
(βk(p), p, Uk(p)) � ðåøåíèå çàäà÷è (P), βk(p) èìååò êðàòíîñòü rk = dim Uk(p);
(βh

i (p), p, Hh
i (p)), i = 1, 2, . . . � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ (Ph); Uh

k (p)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé {Hh
i (p)}k+rk−1

i=k . Äîêàçàíà

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ε ∈ W 2m
∞ (R2), h äîñòàòî÷íî ìàëî, N > c0(p)h−1. Òîãäà

ΘV 3(Uk(p), Uh
k (p)) ≤ c hm, |βk(p)− βh

i (p)| ≤ c h2m, i = k, . . . , k + rk − 1.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ
íà îñíîâå ïðîñòåéøåé ñõåìû ÌÊÝ (m = 1). Ðàññìàòðèâàëèñü âîëíîâîäû ñ
ðàçëè÷íîé ôîðìîé ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ Ωi è ñ ðàçëè÷íûìè ïðîíèöàåìîñòÿ-
ìè ε ïðè ε∞ = µ0 = 1. Â ñëó÷àå âîëíîâîäà êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
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èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå. Íà ðèñ. 3 äëÿ âåêòîðíîé çàäà÷è èçîáðàæåíû ñëåâà
� çàâèñèìîñòè β îò p, ñïðàâà � β îò k, â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü Ωi ÿâëÿåò-
ñÿ êðóãîì ðàäèóñà 1, ε = 2. Òàêèå çàâèñèìîñòè íàçûâàþò äèñïåðñèîííûìè
êðèâûìè. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü íà ñåòêå ñ Nh = 2493 óçëàìè è ÷èñëîì
Ôóðüå-ãàðìîíèê N = 10. Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå,
òî÷êàìè � ïðèáëèæåííîå, ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû ãðàíèöû îá-
ëàñòåé K è Λ. Ðèñóíîê ïîêàçûâàåò ñîâïàäåíèå òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèé ñ ãðàôè÷åñêîé òî÷íîñòüþ.
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Ðèñ. 3: Ïåðâûå ñåìü äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ β = β(p) ñëåâà è β = β(k) ñïðàâà äëÿ êðóãî-
âîãî âîëíîâîäà.

Êðîìå êðóãîâîãî, áûëè ðàññìîòðåíû âîëíîâîäû, ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êîòî-
ðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷íûé êâàäðàò è ïðÿìîóãîëüíèê. Â ýòèõ ñëó÷à-
ÿõ èçâåñòíû ðåçóëüòàòû ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Íà ðèñ. 4 ñëåâà ñïëîø-
íûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ïåðâûå ÷åòûðå äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ ïðÿìî-
óãîëüíîãî âîëíîâîäà ðàçìåðà 1.5×1 ñ ε = 2.08 (Nh = 2179, N = 10, R = 1.5).
Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå îáîçíà÷åíû òî÷êàìè. Ãðàôèê ïîêàçûâàåò õîðî-
øåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîëó÷åííûìè ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè è ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè óíèâåðñàëüíîñòè ìåòîäà áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû îäíî-
ðîäíîãî âîëíîâîäà, ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êîòîðîãî ñîñòîèò èç òðåõ êàñàþùèõñÿ
äðóã äðóãà êðóãîâ ðàäèóñà 0.4 ñ ε = 2. Ñïðàâà íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû ïåðâûå
øåñòü äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ â ýòîì ñëó÷àå (Nh = 2226, N = 10, R = 1.5).
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Ðèñ. 4: Ïåðâûå ÷åòûðå äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà (ñëåâà) è
ïåðâûå øåñòü äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ äëÿ âîëíîâîäà ñ ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì, ñîñòîÿùèì
èç òðåõ êàñàþùèõñÿ äðóã äðóãà êðóãîâ (ñïðàâà).

Äëÿ êàæäîãî èç óêàçàííûõ âèäîâ âîëíîâîäîâ ïðîâîäèëîñü ÷èñëåííîå èñ-
ñëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè ìåòîäà îò åãî ïàðàìåòðîâ: Nh � îáùåãî
÷èñëà òî÷åê ñåòêè (nΓ � ÷èñëî ãðàíè÷íûõ óçëîâ), N � ÷èñëà Ôóðüå-ãàðìîíèê
è R � ðàäèóñà êðóãà. Òàê, â ñëó÷àå êðóãîâîãî âîëíîâîäà ðàçûñêèâàëèñü âñå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ βh çàäà÷è (Ph) ïðè p = 1, ïðèíàäëåæàùèå ïðîìåæóòêó
[0, 8], è çàòåì ñðàâíèâàëèñü ñ òî÷íûìè. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëå-
íû â òàáëèöå 1 äëÿ βh

4 è R = 1.5. Èç ýòîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî
âûáðàòü N = 1 èëè N = 2. Ïðè ýòîì |β4−βh

4 |/|β4| ≈ 0.7h2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
äîêàçàííîé òåîðåòè÷åñêîé îöåíêå òî÷íîñòè.

N \ Nh(nΓ) 45(16) 330(52) 1125(92) 2881(152)
1 0.64 0.748 0.631 0.668
3 0.641 0.748 0.631 0.668
5 0.641 0.748 0.631 0.668
7 0.641 0.748 0.631 0.668
15 0.642 0.748 0.631 0.668

Òàáëèöà 1: çàâèñèìîñòü e = h−2|β4 − βh
4 |/|β4| ïðè p = 1 îò h è N .
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