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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Àôôèííàÿ äèôôåðåíöè-
àëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíûõ ðàçäåëîâ ãåîìåòðèè. Íà÷è-
íàÿ ñ ïåðâûõ ðàáîò Áëÿøêå ïåðâîé ÷åòâåðòè ïðîøëîãî âåêà, îíà ïîñòîÿí-
íî ïðèâëåêàëà ê ñåáå âíèìàíèå ãåîìåòðîâ. Áûë èçäàí ðÿä ìîíîãðàôèé,
ñïåöèàëüíî ïîñâÿù¼ííûé àôôèííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Íà-
÷èíàÿ ñ 1986 ãîäà (êîíôåðåíöèÿ â Îáåðâîëüôàõå1) ñòàëè ïðîâîäèòüñÿ
ìåæäóíàðîäíûå êîíôåðåíöèè ïî àôôèííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåò-
ðèè.

Ñëåäóåò êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî åñëè äëÿ îòå÷åñòâåííûõ ãåîìåòðîâ
àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ áûëà òðàäèöèîííûì îáúåêòîì
èçó÷åíèÿ, èíòåðåñ ê êîòîðîé ê êîíöó ïðîøëîãî âåêà ïîñòåïåííî ñîø¼ë
íà íåò, òî ó çàðóáåæíûõ ãåîìåòðîâ, íàîáîðîò, ñ êîíöà ïðîøëîãî âåêà
àêòèâíîñòü èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè ðåçêî âîçðîñëà.

Òîë÷êîì äëÿ âîçðîæäåíèÿ èõ èíòåðåñà ïîñëóæèëà ëåêöèÿ2, ïðî÷è-
òàííàÿ îäíèì èç êëàññèêîâ ãåîìåòðèè Íîìèäçó â Ìþíñòåðñêîì óíèâåð-
ñèòåòå â 1982 ãîäó ñ íàçâàíèåì �×òî òàêîå àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ãåîìåòðèÿ?�.

Â ëåêöèè Íîìèäçó âûäâèíóë íîâóþ ñòðóêòóðíóþ òî÷êó çðåíèÿ,
ñîãëàñíî êîòîðîé ïîä àôôèííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèåé ñëåäóåò
ïîíèìàòü ãåîìåòðèþ n-ìåðíîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ñ ýêâèàôôèí-
íîé ñòðóêòóðîé (ω,∇), ãäå ω � ýëåìåíò îáúåìà íà M , à ∇ � àôôèííàÿ
ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ òàêàÿ, ÷òî ∇ω = 0.

Çà ëåêöèåé ïîñëåäîâàë öèêë ñòàòåé Íîìèäçó, êîòîðûé çàâåðøèëà
åãî ìîíîãðàôèÿ3. Â ïðîïàãàíäå íîâîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé ïðè-
íÿëè ó÷àñòèå òàêèå èçâåñòíûå ãåîìåòðû, êàê ßó, Êàëàáè, Ñàéìîí è äð.
Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ÷èñëî ðàáîò �íîâîé âîëíû� ïî àôôèííîé äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè èñ÷èñëÿåòñÿ óæå äåñÿòêàìè.

Íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî ýòè ñîáûòèÿ íå íàøëè îòêëèêà ó íàñ â ñòðàíå.
Â êà÷åñòâå ïîäòâåðæäåíèÿ ýòîãî ôàêòà ïðèâåäåì îáçîð ðàáîò 4, â êîòî-
ðûõ èçó÷àëñÿ àôôèííûé àíàëîã òåõíèêè Áîõíåðà äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ

1A�ne di�erential geometrie. No. 48. - Oberwolfach: Tagungsber. Math. Forschungsinst., 1986. - P.1-
24.

2 Nomizu K. What is a�ne di�erential geometry? /Nomizu K. //Di�erent. Geom. Meeting Univ.
M?nster. - Tagunsbericht, 1982. - P.42-43.

3 Nomizu K. A�ne di�erential geometry /Nomizu K., Sasaki T. - Cambridge: Cambridge Univ. Press,
1994. - 263p.

4 Ñòåïàíîâ Ñ.Å. Òåîðåìû èñ÷åçíîâåíèÿ â àôôèííîé, ðèìàíîâîé è ëîðåíöåâîé ãåîìåòðèÿõ /Ñòå-
ïàíîâ Ñ.Å. //Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà - Öåíòð íîâûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíî-
ëîãèé ÌÃÓ: Èçäàòåëüñêèé äîì "Îòêðûòûå ñèñòåìû", 2005 - Ò. 11 - � 1 - Ñ.35-84.
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ýêâèàôôèííûìè ñòðóêòóðàìè è îïèñûâàëàñü ëîêàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ òåí-
çîðíûõ ïîëåé íà òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Â ýòèõ ðàáîòàõ ýêâèàôôèííàÿ ñòðóêòóðà ðàññìàòðèâàëàñü â ðàì-
êàõ òåîðèè G-ñòðóêòóð, à èìåííî, êàê SL(n,R)-ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ ñî-
ãëàñíî îáùåé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé5, äîïóñêàþùåé ñâîäèìóþ
ê íåé àôôèííóþ ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ, ò.å. ýêâèàôôèííóþ ñâÿçíîñòü.

Ïðè ïîñòðîåíèè äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé íà-
ðÿäó ñ îáúåêòàìè ýòîé òåîðèè, êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ, ñíàá-
æåííûå òîé èëè èíîé ñòðóêòóðîé, ðàâíîïðàâíóþ ðîëü èãðàþò îòîáðà-
æåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ýòè ñòðóêòóðû. Òàê, â ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ìíî-
ãîîáðàçèé ýòî èçîìåòðèè, à â àôôèííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè
ìíîãîîáðàçèé ýòî áóäóò èçó÷àåìûå â äàííîé äèññåðòàöèè ýêâèàôôèííûå
îòîáðàæåíèÿ. Òî÷íåå, òàêèå äèôôåîìîðôèçìû n-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé
ñ ýêâèàôôèííûìè SL(n,R)-ñòðóêòóðàìè, êîòîðûå èíäóöèðóþò èçîìîð-
ôèçìû äàííûõ ñòðóêòóð ýòèõ ìíîãîîáðàçèé.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òåîðèÿ G-ñòðóêòóð è èõ èçîìîðôèçìîâ (â
÷àñòíîñòè, àâòîìîðôèçìîâ) õîðîøî ðàçðàáîòàíà, òåîðèÿ èçîìîðôèçìîâ
SL(n,R)-ñòðóêòóð áåäíà ãåîìåòðè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíûìè òåîðåìàìè5.
Ïðèñîåäèíåíèå ê SL(n,R)-ñòðóêòóðå ýêâèàôôèííîé ñâÿçíîñòè ïîçâîëè-
ëî â äèññåðòàöèîííîì èññëåäîâàíèè ïîñòðîèòü ãåîìåòðè÷åñêè ñîäåðæà-
òåëüíóþ òåîðèþ èçîìîðôèçìîâ ýòèõ ñòðóêòóð (òåîðèþ ýêâèàôôèííûõ
îòîáðàæåíèé) ïðè òîì, ÷òî ðàáîò â äàííîì íàïðàâëåíèè åùå íå áûëî.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ íàñòîÿùåãî äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ãåîìåòðèè ýêâèàôôèííûõ îòîáðàæåíèé. Äîñòèæåíèå
ïîñòàâëåííîé öåëè âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåøåíèå ñëåäóþùèõ êëþ÷åâûõ çàäà÷:

1) äàòü îïðåäåëåíèå ýêâèàôôèííûõ îòîáðàæåíèé ìíîãîîáðàçèé ñ
ýêâèàôôèííûìè ñòðóêòóðàìè è ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé; óñòà-
íîâèòü èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà;

2) ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ðÿä íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé ýêâèàôôèííîñòè îòîáðàæåíèé ìíîãîîáðàçèé ñ ýêâèàôôèííû-
ìè ñòðó-êòóðàìè è ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé;

3) ïðîâåñòè êëàññèôèêàöèþ ýêâèàôôèííûõ (â ÷àñòíîñòè, ýêâèîáú-
åìíûõ) îòîáðàæåíèé ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé;

4) èçó÷èòü êàê ëîêàëüíóþ, òàê è ãëîáàëüíóþ ãåîìåòðèè âûäåëåí-
íûõ êëàññîâ.

5 Êîáàÿñè Ø. Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè /Êîáàÿñè Ø. - Ì.: Íàóêà.
Ãë. ðåä. ôèç.-ìàò. ëèò., 1986. - 224ñ.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Èçó÷åíèå ãåîìåòðèè äèôôåîìîðôèçìîâ
n-ìåð-íûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ýêâèàôôèííûìè SL(n,R)-ñòðóêòóðàìè, à òàê-
æå ãåîìåòðèè âûäåëåííûõ êëàññîâ ýêâèàôôèííûõ îòîáðàæåíèé ïñåâ-
äîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ïðîâåäåíî êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Êëàññèôèêàöèÿ ýêâèàôôèííûõ îòîáðàæåíèé
ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ïðîâåäåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè ïðåä-
ñòàâëåíèé ãðóïï, èçëîæåííîé â êëàññè÷åñêîé ìîíîãðàôèè Ã. Âåéëÿ6, à
òàêæå ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ìîäèôèêàöèé ýòîé òåîðèè7.

Ãëîáàëüíûé àñïåêò ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ýêâèàôôèííûõ îòîáðà-
æåíèé áóäåò èçó÷åí ñ ïîìîùüþ òåõíèêè Áîõíåðà � àíàëèòè÷åñêîãî ìå-
òîäà, îñíîâàííîãî íà ïðèìåíåíèè èíòåãðàëüíûõ ôîðìóë Âåéöåíáîêà8.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâà-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Ñðåäè íèõ
îòìåòèì ñëåäóþùèå:

1. äàíî îïðåäåëåíèå ýêâèàôôèííûõ îòîáðàæåíèé ìíîãîîáðàçèé ñ
ýêâèàôôèííûìè ñòðóêòóðàìè è ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé; óñòà-
íîâëåíû èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà;

2. ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí ðÿä íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèé ýêâèàôôèííîñòè îòîáðàæåíèé ìíîãîîáðàçèé ñ ýêâèàôôèííûìè ñòðóê-
òóðàìè è ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé;

3. ïðîâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ ýêâèàôôèííûõ (â ÷àñòíîñòè, ýêâèîáú-
åìíûõ) îòîáðàæåíèé ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé íà îñíîâå òåîðèè
ïðåäñòàâëåíèé îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï;

4. èçó÷åíà êàê ëîêàëüíàÿ, òàê è ãëîáàëüíàÿ ãåîìåòðèè âûäåëåí-
íûõ ñåìè êëàññîâ ýêâèàôôèííûõ îòîáðàæåíèé, íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðå-
ïÿòñòâóþùèå ñóùåñòâîâàíèþ ýòèõ îòîáðàæåíèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèîí-
íàÿ ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð; åå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè
ïðèìåíåíèå â èññëåäîâàíèÿõ â àôôèííîé è ðèìàíîâîé ãåîìåòðèÿõ.

Àïðîáàöèÿ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ äîêëà-
äûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

- XII Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ìàòåìàòèêà â âûñøåì îáðà-
çîâàíèè�, ã. ×åáîêñàðû â 2006 ã.;

6 Âåéëü Ã. Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû, èõ èíâàðèàíòû è ïðåäñòàâëåíèÿ /Âåéëü Ã. - Ì.: ÈË, 1947. -
408c.

7 Áåññå À. ×åòûðåõìåðíàÿ ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ: Ñåìèíàð Àðòóðà Áåññå 1978/1979 /Áåññå À. -
Ì.: Ìèð, 1985. - 334ñ.

8 Wu H. The Bochner technique in di�erential geometry /Wu H. //Mathematical Reports. - London-
Paris-New York: Hardwood Academic Publishers, 1988. - Vol. 3. - Part 2. - 132p.
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- Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-
ÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, Âëàäèìèð, 2004 ã.

- XVI Ìåæäóíàðîäíàÿ ëåòíÿÿ øêîëà-ñåìèíàð ïî ñîâðåìåííûì ïðî-
áëåìàì òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ã. Êàçàíü, 2004 ã.

- Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè-
êè è ìåõàíèêè�, ïîñâÿùåííàÿ 200-ëåòèþ Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà è 70-
ëåòèþ ÍÈÈ ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í.Ã. ×åáîòàðåâà, ÊÃÓ, ã. Êàçàíü,
2005 ã.

- ×åòâåðòàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ, ã. Êàçàíü,
2005 ã.

- Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-
ÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, Âëàäèìèð, 2006 ã.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáñóæäàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìè-
íàðàõ êàôåäðû ãåîìåòðèè ÊÃÓ (ðóê. ïðîô. Á.Í. Øàïóêîâ) è êàôåäðû
ãåîìåòðèè ÂÃÏÓ (ðóê. ïðîô. Ñ.Å. Ñòåïàíîâ).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, âêëþ÷¼ííûå â äèñ-
ñåðòàöèîííóþ ðàáîòó, îïóáëèêîâàíû â 9 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ àâòîðà (ñì.
[1] - [9]).

Âêëàä àâòîðà â ðàçðàáîòêó èçáðàííûõ ïðîáëåì. Äèññåðòà-
öèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûì èññëåäîâàíèåì àâòîðà. ×åòûðå îïóáëèêî-
âàííûå íàó÷íûå ðàáîòû ïî òåìå èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû áåç ñîàâòîðîâ.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò
èç ââåäåíèÿ (èñòîðè÷åñêèé îáçîð, îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà è ñîäåðæàíèå
äèññåðòàöèè), òð¼õ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 81 íàèìåíî-
âàíèå. Ïîëíûé îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 109 ñòðàíèö ìàøèíîïèñ-
íîãî òåêñòà.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Ï å ð â à ÿ ã ë à â à ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ è ïîñâÿùåíà
äèôôåðåíöèðóåìûì ìíîãîîáðàçèÿì è èõ îòîáðàæåíèÿì. Â ýòîé ãëàâå
ïðèâîäèòñÿ ìàòåðèàë, íîñÿùèé ðåôåðàòèâíûé õàðàêòåð.

Â � 1 ñîäåðæàòñÿ ñâåäåíèÿ î ãåîìåòðèè äèôôåðåíöèðóåìîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè n(n ≥ 2) è ñîîáùàþòñÿ îñíîâíûå ôàêòû òåíçîðíîãî
èñ÷èñëåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèîííîì èññëåäîâàíèè.

Â � 2 ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ î ãëàäêèõ îòîáðàæåíèÿõ äèôôåðåíöè-
ðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé ñî ñâÿçíîñòÿìè è ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé,
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â ÷àñòíîñòè, äàíû îïðåäåëåíèÿ è óêàçàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîåêòèâ-
íîãî, ñóáïðîåêòèâíîãî, êîíôîðìíîãî è ãàðìîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèé.

Â � 3 ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ñâåäåíèÿ òåîðèè G-ñòðóêòóð íà äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è èõ èçîìîðôèçìîâ. Â êà÷åñòâå ïðèëî-
æåíèÿ îáùåé òåîðèè óñòàíîâëåíî, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëî-
âèåì èçîìîðôèçìà SL(n,R)-ñòðóêòóð ìíîãîîáðàçèé M è M ñëóæèò ðà-
âåíñòâî f ∗ω̄ = Cω äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f : M → M è n-ôîðì ω è ω̄,
ïîðîæäàåìûõ SL(n,R)-ñòðóêòóðàìè ýòèõ ìíîãîîáðàçèé.

Â � 4 ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå â äèññåðòàöèîííîì èññëåäîâàíèè
ôàêòû èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï.

Âî â ò î ð î é ã ë à â å ðàññìîòðåíà àôôèííàÿ äèôôåðåíöè-
àëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M ñ ýêâèàôôèííîé ñòðóêòóðîé (ω,∇),
ãäå ω � ýëåìåíò îáúåìà íà M , à ∇ � àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ
òàêàÿ, ÷òî ∇ω = 0.

Â � 2 ñôîðìóëèðîâàíî

Îïðåäåëåíèå 2.1. Äèôôåîìîðôèçì f : M → M n-ìåðíûõ ñâÿç-

íûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ýêâèàôôèííûìè SL(n,R)-ñòðóêòóðàìè (ω,∇) è

(ω̄,∇) ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàåòñÿ ýêâèàôôèííûì îòîáðàæåíèåì, åñ-

ëè f∗ : TM → TM áóäåò èíäóöèðîâàòü èçîìîðôèçì SL(n,R)-ñòðóêòóð
ýòèõ ìíîãîîáðàçèé.

Äîêàçàíà

Òåîðåìà 2.1. Äèôôåîìîðôèçì f : M → M n-ìåðíûõ ñâÿçíûõ

ìíîãîîáðàçèé ñ ýêâèàôôèííûìè SL(n,R)-ñòðóêòóðàìè (ω,∇) è (ω̄,∇)
ñîîòâåòñòâåííî áóäåò ýêâèàôôèííûì îòîáðàæåíèåì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà traceT = 0 äëÿ T = ∇−∇ � òåíçîðà äåôîðìàöèè ñâÿçíî-

ñòè ∇ â ñâÿçíîñòü ∇.
Õàðàêòåðèñòèêó ýêâèàôôèííûì îòîáðàæåíèÿì äàåò

Ñëåäñòâèå 1. Äèôôåîìîðôèçì f : M → M ìíîãîîáðàçèé ñ ýêâè-

àôôèííûìè SL(n,R)-ñòðóêòóðàìè áóäåò ýêâèàôôèííûì îòîáðàæåíè-

åì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà divX = div(f∗X) äëÿ ëþáîãî X ∈ TM .

Òàêæå äîêàçàíî óòâåðæäåíèå, êîòîðîå óêàçûâàåò íà îñîáóþ ðîëü
ýêâèàôôèííûõ îòîáðàæåíèé.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðîèçâîëüíûé äèôôåîìîðôèçì f : M → M ìíîãî-

îáðàçèé ñ ýêâèàôôèííûìè SL(n,R)-ñòðóêòóðàìè (ω,∇) è (ω̄,∇) ñîîò-
âåòñòâåííî ïðåäñòàâèì â âèäå êîìïîçèöèè f = f ′′ ◦ f ′ ýêâèàôôèííîãî

f ′ : M → M ′ è ïðîåêòèâíîãî f ′′ : M ′ → M îòîáðàæåíèé äëÿ äèô-

ôåîìîðôíîãî M ìíîãîîáðàçèÿ M ′ ñ ýêâèàôôèííîé SL(n,R)-ñòðóêòóðîé
(ω,∇′).
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Â � 3 íà îñíîâàíèè êðèòåðèÿ ýêâèàôôèííîñòè îòîáðàæåíèÿ f :
M → M ìíîãîîáðàçèé ñ ýêâèàôôèííûìè ñòðóêòóðàìè äàíî ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 3.1.Äèôôåîìîðôèçì f : M → M ïñåâäîðèìàíîâûõ

ìíîãîîáðàçèé (M, g) è (M, ḡ) íàçûâàåòñÿ ýêâèàôôèííûì îòîáðàæåíè-

åì, åñëè äëÿ ëþáîãî X ∈ TM âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî divX = div(f∗X).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ýêâèàôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ ïñåâäîðèìàíî-
âûõ ìíîãîîáðàçèé äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 3.2. Ýêâèîáúåìíîå îòîáðàæåíèå ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíî-

ãîîáðàçèé ÿâëÿåòñÿ ýêâèàôôèííûì.

Òåîðåìà 3.3. Êîìïîçèöèÿ f = f̄ ◦ f̃ êîíôîðìíîãî f̃ : M → M̃ è

ïðîåêòèâíîãî f̄ : M̃ → M äèôôåîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ ýêâèàôôèííûì

îòîáðàæåíèåì f : M → M ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) íà

ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, ḡ), åñëè ìåòðèêà ìíîãîîáðàçèÿ (M̃, g̃)

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì g̃ = e2σg äëÿ σ = 1
2n ln

√∣∣∣∣detḡ
detg

∣∣∣∣ + const.

Â ò ð å ò ü å é ã ë à â å ïðîâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ ýêâèàôôèí-
íûõ (â ÷àñòíîñòè, ýêâèîáúåìíûõ) îòîáðàæåíèé ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãî-
îáðàçèé íà îñíîâå òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï, à òàêæå
èçó÷åíà êàê ëîêàëüíàÿ, òàê è ãëîáàëüíàÿ ãåîìåòðèè âûäåëåííûõ ñåìè
êëàññîâ è íàéäåíû óñëîâèÿ ïðåïÿòñòâóþùèå ñóùåñòâîâàíèþ ýòèõ îòîá-
ðàæåíèé.

Â � 1 íà îñíîâå òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï äîêà-
çûâàåòñÿ êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà äëÿ ýêâèàôôèííûõ îòîáðàæåíèé
ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â � 3 ãëàâû II, äëÿ òîãî, ÷òîáû äèôôåî-
ìîðôèçì f : M → M ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) íà ïñåâäî-
ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, ḡ) áûë ýêâèàôôèííûì íåîáõîäèìûì è äî-
ñòàòî÷íûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå gijTijk = 0 äëÿ òåíçîðà äåôîðìàöèè ñâÿç-
íîñòè Ëåâè-×èâèòà ∇ ìíîãîîáðàçèÿ (M, ḡ) â ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ∇
ìíîãîîáðàçèÿ (M, g). Ñëåäñòâèåì ýòîãî áóäåò ðàçëîæåíèå T â ïîòî÷å÷íî
îðòîãîíàëüíóþ ñóììó òðåõ òåíçîðíûõ ïîëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïðèâî-
äèìûì êîìïîíåíòàì äåéñòâèÿ îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû O(n, k,R). Ñïðà-
âåäëèâà

Òåîðåìà 1.1. Èíâàðèàíòíûì îáðàçîì âûäåëÿþòñÿ ñåìü êëàññîâ

ýêâèàôôèííûõ îòîáðàæåíèé f : M → M ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðà-

çèé (M, g) è (M, ḡ), äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ïîëå T = ∇−∇, ðàññìàò-
ðèâàåìîå êàê ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ T ∗M

⊗
S2M = =1(TM)

⊕=2(TM)
⊕

=3(TM), ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîòî÷å÷íî èíâàðèàíò-
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íîãî ïîäðàññëîåíèÿ =1(TM), =2(TM) è =3(TM), îäíîé èç èõ ïðÿìûõ

ñóìì èëè æå ïîäðàññëîåíèÿ =1(TM) ∩ =2(TM) ∩ =3(TM).

Â � 2 ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ýêâèàôôèííûå
îòîáðàæåíèÿ êëàññîâ=1

⊕=2;=2
⊕=3;=1

⊕=3 è îïèñàíà ãåîìåòðèÿ êàæ-
äîãî.

Òàê â ïóíêòå 1 ýòîãî ïàðàãðàôà äëÿ ýêâèàôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ
f : M → M êëàññà =1

⊕=2 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1. Ýêâèàôôèííûå îòîáðàæåíèÿ f : M → M êëàññà

=1
⊕=2 ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé èñ÷åðïûâàþòñÿ ýêâèàôôèííû-

ìè ãàðìîíè÷åñêèìè îòîáðàæåíèÿìè9.

Â ïóíêòå 2 � 2 ãëàâû III äëÿ ýêâèàôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ f : M →
M êëàññà =2

⊕=3 äîêàçàíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ åãî

Òåîðåìà 2.2. Ýêâèàôôèííîå îòîáðàæåíèå f : M → M ïñåâäî-

ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (M, g) è (M, ḡ) áóäåò îòîáðàæåíèåì êëàññà

=2
⊕=3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g áóäåò äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M êîí-

ôîðìíî êèëëèíãîâûì òåíçîðíûì ïîëåì â ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ∇.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x̄ ∈ M îáîçíà÷èì ÷åðåç Dλ (x̄) ∈ Tx̄M

ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî gx̄ ëèíåéíîãî îïåðàòî-
ðà Gx̄ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ (x̄). Åñëè ðàññìîòðåòü îòêðûòîå âñþäó
ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî U g â M , ñîñòîÿùåå èç òî÷åê, â êîòîðûõ ÷èñëî ðàç-
ëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà G ïîñòîÿííî, òî ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà G îïðåäåëÿþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ãëàäêèå ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè è êàæäàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ λ çàäàåò ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå
Dλ : x̄ ∈ U g → Dλ(x̄) (x̄) ⊂ Tx̄U g. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü f : M → M � ýêâèàôôèííîå îòîáðàæå-

íèå êëàññà =2
⊕=3 ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) íà ïñåâäîðè-

ìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, ḡ) è λ � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ òåíçîðà g íà

ìíîæåñòâå U g ⊂ M . Òîãäà ñîáñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå Dλ áóäåò îì-

áèëè÷åñêèì, à â ñëó÷àå åãî íåèçîòðîïíîñòè 2g
(
traceg

(
∇−∇

)
, X

)
+

(n + 2) X (ln |λ|) = 0 äëÿ âñåõ ïîëåé X ∈ C∞Dλ.

Â ñëó÷àå åñëè òåíçîð g èìååò íà (M, ḡ) òîëüêî äâå ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè λ è µ ïîñòîÿííûõ êðàòíîñòåé m è n−m, èñïîëüçóÿ èíòåãðàëü-
íóþ ôîðìóëó äëÿ êîìïàêòíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðà-
çèÿ10, äîêàçàíî

9 Stepanov S.E. Geometry of in�nitesimal harmonic transformations /Stepanov S.E., Shandra I.G.
//Annals of Global Analysis and Geometry. - 2003. - Vol. 24. - Issue 3. - P.291-299.

10 Stepanov S.E. An integral formula for a Riemannian almost - product manifold /Stepanov S.E.
//Tensor. - 1994. - Vol. 55. - � 3. - P.209-214.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f : M → M � ýêâèàôôèííîå îòîáðàæåíèå

êëàññà =2
⊕=3 ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) íà êîìïàêòíîå îðè-

åíòèðîâàííîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, ḡ).

1) Åñëè íà M âñþäó ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà K ≤ 0 è òåíçîð g èìååò

òîëüêî äâå ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïîñòîÿííûõ êðàòíîñòåé,

òî M ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ Mλ ×Mµ;

2) Åñëè M � ìíîãîîáðàçèå íåïîëîæèòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèç-

íû, îáëàäàþùåå, ïî ìåíüøåé ìåðå, îäíîé òî÷êîé, â êîòîðîé ñåêöèîííàÿ

êðèâèçíà ïî âñåì äâóìåðíûì íàïðàâëåíèÿì ñòðîãî îòðèöàòåëüíà, òî

òåíçîð g íà M íå ìîæåò èìåòü òîëüêî äâå ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå

ôóíêöèè ïîñòîÿííûõ êðàòíîñòåé.

Â ïóíêòå 3 � 2 ãëàâû III äëÿ ýêâèàôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ f : M →
M êëàññà =1

⊕=3 ñïðàâåäëèâà, õàðàêòåðèçóþùàÿ åãî

Òåîðåìà 2.4. Ýêâèàôôèííîå îòîáðàæåíèå f : M → M ïñåâäî-

ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (M, g) è (M, ḡ) áóäåò îòîáðàæåíèåì êëàññà

=1
⊕=3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g áóäåò äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M êîí-

ôîðìíî êîäàööèåâûì òåíçîðíûì ïîëåì â ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ∇.
Åñëè æå ω = grad σ̄ äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè σ̄ ∈ C1M , òî ñïðàâåä-

ëèâî

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f : M → M � ýêâèàôôèííîå îòîáðàæåíèå

êëàññà =1
⊕=3 ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) íà ïñåâäîðèìàíî-

âî ìíîãîîáðàçèå (M, ḡ). Åñëè traceg

(
∇−∇

)
= grad σ̄ äëÿ íåêîòîðîé

ôóíêöèè σ̄ ∈ C1M , òî g̃ = e
2

n−2 σ̄g áóäåò òåíçîðîì Êîäàööè äëÿ ìíîãî-

îáðàçèÿ (M, ḡ).

Äëÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè λ, êîòîðàÿ çàäàåò ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå
Dλ : x̄ ∈ U g → Dλ(x̄) (x̄) ⊂ Tx̄U g äîêàçàíà òåîðåìà 2.5, àíàëîãè÷íàÿ
òåîðåìå 2.3 è ñôîðìóëèðîâàíî ñîîòâåòñòâóþùåå ñëåäñòâèå.

Â � 3 ãëàâû III ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ýêâè-
àôôèííûå îòîáðàæåíèÿ êëàññîâ =1; =2; =3 è îïèñàíà ãåîìåòðèÿ êàæäîãî
èç ýòèõ êëàññîâ.

Òàê â ïóíêòå 1 ýòîãî ïàðàãðàôà äëÿ ýêâèàôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ
f : M → M êëàññà =1 ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû îòîáðàæåíèå f : M → M ïñåâäî-
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) íà ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, ḡ)
áûëî ýêâèàôôèííûì îòîáðàæåíèåì êëàññà =1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû f áûëî ãàðìîíè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì è g � òåíçîðîì Êîäàööè â
ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ∇.
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Îïèðàÿñü íà èçâåñòíûå ôàêòû î ãåîìåòðèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðà-
çèé, íåñóùèõ òåíçîðíûå ïîëÿ Êîäàööè11 äîêàçàíà

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü f : M → M � ýêâèàôôèííîå îòîáðàæå-

íèå êëàññà =1 ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) íà ðèìàíîâî ìíîãîîáðà-

çèå (M, ḡ) ïîñòîÿííîé êðèâèçíû K, òîãäà òåíçîð g èìååò âèä g =
∇ (dF ) + KFḡ, ãäå ôóíêöèÿ F íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàñ-

ñîíà äëÿ 4F + K (tracegḡ) F = n ëàïëàñèñàíà Õîäæà-äå Ðàìà 4 ìíî-

ãîîáðàçèÿ (M, g).

Çäåñü æå îòìå÷åíî, ÷òî íà êîìïàêòíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè
(M, g) â ñèëó ëåììû Õîïôà12 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî F = const, êîòîðîå
îçíà÷àåò, ÷òî g = Cg äëÿ C > 0, à ïîòîìó îòîáðàæåíèå f � ãîìîòåòèÿ13,
ïðè ýòîì F è K äîëæíû áûòü îäíîãî çíàêà, ïîñêîëüêó C = KF .

Â ïóíêòå 2 � 3 ãëàâû III äëÿ ñîïðÿæåííûõ ñâÿçíîñòåé14 äîêàçàíû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Äèôôåîìîðôèçì f : M → M ïñåâäîðèìàíî-

âûõ ìíîãîîáðàçèé ñî ñâÿçíîñòÿìè Ëåâè-×èâèòà ∇ è ∇ ñîîòâåòñòâåí-

íî áóäåò ýêâèàôôèííûì êëàññà =1 îòîáðàæåíèåì òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà íà ìíîãîîáðàçèè (M, ḡ) ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇̃
áåç êðó÷åíèÿ òàêàÿ, ÷òî ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ∇ ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé

ñâÿçíîñòüþ ñîïðÿæåííîé ÷åáûøåâñêîé ïàðû
(
∇, g, ∇̃

)
.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Åñëè f : M → M ýêâèàôôèííîå êëàññà =1

îòîáðàæåíèå ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, òî

J =
1

n(n− 1)

(
Scal − tracegRic

)
.

Çäåñü J � èíâàðèàíò Ïèêà15, â ñëó÷àå ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé
J ≥ 0, à ïîòîìó tracegRic ≤ Scal. Ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f : M → M � äèôôåîìîðôíîå îòîáðàæåíèå

ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Åñëè

1) tracegRic ≥ Scal è f ∈ =1, òî ëèáî (M, g) � ëîêàëüíî ïðèâî-

äèìîå ìíîãîîáðàçèå, ëèáî f - ãîìîòåòèÿ;

2) tracegRic > Scal, òî f 6∈ =1.
11 Áåññå À. Ìíîãîîáðàçèÿ Ýéíøòåéíà: Â 2-õ ò. Ò. 2 /Áåññå À. - Ì.: Ìèð, 1990. - Ñ. 590-598.
12 Êîáàÿñè Ø. Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè: â 2 ò. Ò. 2. /Êîáàÿñè Ø., Íîìèäçó Ê. - M.:

Íàóêà. Ãë. ðåä. ôèç.-ìàò. ëèò., 1981. - Ñ. 38.
13 Êîáàÿñè Ø. Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè: â 2 ò. Ò. 2. /Êîáàÿñè Ø., Íîìèäçó Ê. - M.:

Íàóêà. Ãë. ðåä. ôèç.-ìàò. ëèò., 1981. - Ñ. 264.
14 Íîðäåí À.Ï. Ïðîñòðàíñòâà àôôèííîé ñâÿçíîñòè /Íîðäåí À.Ï. - Ì.: Íàóêà, 1976. - 432ñ.
15 Øèðîêîâ Ï.À. Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ /Øèðîêîâ Ï.À., Øèðîêîâ À.Ï. - Ì.:

Ôèçìàòãèç, 1959. - Ñ. 164.
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Â ïóíêòå 3 � 3 ãëàâû III äëÿ ýêâèàôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ f : M →
M êëàññà =2 ñïðàâåäëèâà, õàðàêòåðèçóþùàÿ åãî

Òåîðåìà 3.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû îòîáðàæåíèå f : M → M ïñåâäî-

ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) íà ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, ḡ)
áûëî ýêâèàôôèííûì îòîáðàæåíèåì êëàññà =2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû äàííîå îòîáðàæåíèå áûëî ãàðìîíè÷åñêèì, à g � òåíçîðîì

Êèëëèíãà â ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ∇.
Èñïîëüçóÿ ôàêòû èç ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ òåí-

çîðû Êèëëèíãà16−17 äîêàçàíû ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ

Ñëåäñòâèå. Åñëè ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) äîïóñêàåò
ýêâèàôôèííîå îòîáðàæåíèå f : M → M êëàññà =2 íà íåêîòîðîå ïñåâäî-

ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, ḡ) ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, òî åãî ìåòðè÷å-

ñêèé òåíçîð g â îáùåé ïî îòîáðàæåíèþ f ñèñòåìå êîîðäèíàò x1, . . . , xn

èìååò êîìïîíåíòû

gij = e
4

n+1

√
|det ḡ| (Aijklx

kxl + Aijkx
k + Aij

)
äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ïî ïåðâûì äâóì èíäåêñàì ïîñòîÿííûõ Aijkl, Aijk,

Aij òàêèõ, ÷òî

Aijkl + Ajkil + Akijl = 0; Aijk + Ajki + Akij = 0.

Òåîðåìà 3.4. Ýêâèàôôèííîå îòîáðàæåíèå f : M → M êëàññà =2

ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) íà êîìïàêòíîå îðèåíòèðîâàííîå

ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, ḡ) íåïîëîæèòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû,

êîòîðîå èìååò, ïî ìåíüøåé ìåðå, îäíó òî÷êó, â êîòîðîé ñåêöèîííàÿ

êðèâèçíà ïî âñåì äâóìåðíûì íàïðàâëåíèÿì ñòðîãî îòðèöàòåëüíàÿ, ÿâ-

ëÿåòñÿ ãîìîòåòèåé.

Èñïîëüçóÿ òåîðèþ ñîïðÿæåííûõ ñâÿçíîñòåé18, íàìè áûëà äîêàçàíà

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì f : M → M ðèìàíîâûõ

ìíîãîîáðàçèé ñî ñâÿçíîñòÿìè Ëåâè-×èâèòà ∇ è ∇ ñîîòâåòñòâåííî

áóäåò ýêâèàôôèííûì êëàññà =2 îòîáðàæåíèåì, òîãäà íà ìíîãîîáðàçèè

(M, ḡ) ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇̃ ñ êðó÷åíèåì S òàêàÿ, ÷òî

1) ñâÿçíîñòü∇ ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ñâÿçíîñòüþ âçàèìíîé ïàðû ñâÿç-

íîñòåé ∇̃ è ∇̃+ S;

2) ∇ è ∇̃ îáðàçóþò ñîïðÿæåííóþ îòíîñèòåëüíî ïîëÿðèòåòà g

ïàðó
(
∇, g, ∇̃

)
;

16 Ñòåïàíîâ Ñ.Å. Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ òåíçîðîâ Êèëëèíãà /Ñòåïàíîâ Ñ.Å.,
Ñìîëüíèêîâà Ì.Â. //Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. - 2004. - �11. - Ñ.82-86.

17 Ñòåïàíîâ Ñ.Å. Î ïðèìåíåíèè îäíîé òåîðåìû Ï.À. Øèðîêîâà â òåõíèêå Áîõíåðà /Ñòåïàíîâ
Ñ.Å. //Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. - 1996. - � 9. - C.53-59

18 Íîðäåí À.Ï. Ïðîñòðàíñòâà àôôèííîé ñâÿçíîñòè /Íîðäåí À.Ï. - Ì.: Íàóêà, 1976. - 432ñ
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3) ïàðà ñîïðÿæåííûõ ñâÿçíîñòåé
(
∇, g, ∇̃

)
ÿâëÿåòñÿ ÷åáûøåâñêîé.

Â ñëó÷àå ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ïîëó÷åíî ðàâåíñòâî tracegRic =
Scal + 1/2 ‖T‖2, íà îñíîâå êîòîðîãî äîêàçàíî óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå
ñëåäñòâèþ ïðåäëîæåíèÿ 3.2.

Â ïóíêòå 4 � 3 ãëàâû III äëÿ ýêâèàôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ f : M →
M êëàññà =3 ñïðàâåäëèâà, õàðàêòåðèçóþùàÿ åãî

Òåîðåìà 3.6. Ýêâèàôôèííîå êëàññà =3 îòîáðàæåíèå f : M → M

ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) íà íåêîòîðîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíî-
ãîîáðàçèå (M, ḡ) ÿâëÿåòñÿ ñóáãåîäåçè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì19, ïåðåâî-

äÿùèì èçîòðîïíûå ãåîäåçè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) â ãåîäåçè÷åñêèå
ìíîãîîáðàçèÿ (M, ḡ).

Çäåñü æå óêàçàíû êàíîíè÷åñêèå âèäû ìåòðè÷åñêèõ ôîðì ds2 =
gijdxi⊗dxj è ds̄2 = ḡijdxi⊗dxj ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (M, g) è (M, ḡ)
ïðè óñëîâèè, ÷òî ñðåäè êîðíåé óðàâíåíèÿ det

(
ḡij − r2gij

)
= 0 èìåþòñÿ

ðàçëè÷íûå.

Â ïóíêòå 5 � 3 ãëàâû III ïîêàçàíî, ÷òî ýêâèàôôèííîå îòîáðàæåíèå
f : M → M êëàññà =1 ∩ =2 ∩ =3 õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèåì T = 0 è,
ñëåäîâàòåëüíî, íîñèò íàçâàíèå àôôèííîãî. Íàëè÷èå ïîäîáíîãî ýêâèàô-
ôèííîãî îòîáðàæåíèÿ ïðèâîäèò ê äâóì âçàèìîèñêëþ÷àþùèì ñëó÷àÿì:

1) ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì, ò.å. ëî-
êàëüíî èçîìåòðè÷íûì ïðîèçâåäåíèþ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé Mλ̄1

×
. . . ×Mλ̄m

äëÿ 2 ≤ m ≤ n, åñëè òåíçîðíîå ïîëå ḡ èìååò íà ðàçëè÷íûå
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè λ̄1, . . . , λ̄m ïîñòîÿííûõ êðàòíîñòåé;

2) ḡ = Cg äëÿ C > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, f � ãîìîòåòèÿ.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ,
ÂÛÍÎÑÈÌÛÅ ÍÀ ÇÀÙÈÒÓ

1. äàíî îïðåäåëåíèå ýêâèàôôèííûõ îòîáðàæåíèé ìíîãîîáðàçèé ñ
ýêâèàôôèííûìè ñòðóêòóðàìè è ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé; óñòà-
íîâëåíû èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà;

2. ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí ðÿä íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèé ýêâèàôôèííîñòè îòîáðàæåíèé ìíîãîîáðàçèé ñ ýêâèàôôèííûìè ñòðóê-
òóðàìè è ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé;

19 Nicolescu Liviu. Les espaces de Riemann en representation subgeodesique /Nicolescu Liviu. //Tensor,
N.S. - 1978. - Vol. 32. - �. 2. - P.182-187.

13



3. ïðîâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ ýêâèàôôèííûõ è, â ÷àñòíîñòè, ýêâè-
îáúåìíûõ îòîáðàæåíèé ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé íà îñíîâå òåî-
ðèè ïðåäñòàâëåíèé îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï;

4. èçó÷åíà êàê ëîêàëüíàÿ, òàê è ãëîáàëüíàÿ ãåîìåòðèè âûäåëåí-
íûõ ñåìè êëàññîâ ýêâèàôôèííûõ îòîáðàæåíèé, íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðå-
ïÿòñòâóþùèå ñóùåñòâîâàíèþ ýòèõ îòîáðàæåíèé.

ÐÀÁÎÒÛ ÀÂÒÎÐÀ, ÎÏÓÁËÈÊÎÂÀÍÍÛÅ ÏÎ ÒÅÌÅ
ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

1. Äìèòðèåâà Ò.Â. (Çóäèíà Ò.Â.) Ýêâèàôôèííûå äèôôåîìîðôèç-
ìû ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé /Çóäèíà Ò.Â. //Ìàòåìàòèêà â âûñ-
øåì îáðàçîâàíèè: Òåçèñû äîêëàäîâ 12-é ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè. -
×åáîêñàðû: Èçä-âî ×óâàø. óí-òà, 2004. - Ñ.142. (0,06 ï.ë.)

2. Äìèòðèåâà Ò.Â. (Çóäèíà Ò.Â.) Ýêâèîáúåìíûå îòîáðàæåíèÿ ïñåâ-
äîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé /Çóäèíà Ò.Â., Ñòåïàíîâ Ñ.Å. //Ìåæäóíà-
ðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷å-
ñêèì ñèñòåìàì. Òåçèñû äîêëàäîâ. - Âëàäèìèð, 2004. - Ñ.98-100. (0,06 ï.ë.,
âêëàä ñîèñêàòåëÿ ñîñòàâëÿåò 90% ðàáîòû)

3. Äìèòðèåâà Ò.Â. (Çóäèíà Ò.Â.) Äèôôåîìîðôèçìû ìíîãîîáðàçèé
ñ SL(m, R)-ñòðóêòóðàìè /Çóäèíà Ò.Â., Ñòåïàíîâ Ñ.Å. //Òðóäû ìàòåìà-
òè÷åñêîãî öåíòðà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî. Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòå-
ìàòèêè è ìåõàíèêè. Ìàòåðèàëû ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè
(Êàçàíü, 26 ñåíòÿáðÿ - 1 îêòÿáðÿ 2004 ãîäà). - Êàçàíü: Êàçàíñêîå ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îáùåñòâî, 2004. - Ò. 25. - Ñ.127. (0,06 ï.ë., âêëàä ñîèñêàòåëÿ
ñîñòàâëÿåò 85% ðàáîòû)

4. Äìèòðèåâà Ò.Â. (Çóäèíà Ò.Â.) Ýêâèàôôèííûå îòîáðàæåíèÿ ïñåâ-
äîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé /Çóäèíà Ò.Â., Ñòåïàíîâ Ñ.Å. //Äèôôåðåí-
öèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ìíîãîîáðàçèé ôèãóð: Ìåæâóç. òåìàò. ñá. íàó÷. òð.
- Êàëèíèíãðàä: Èçä-âî ÊÃÓ, 2004. - Âûï. 35. - Ñ.48-55. (0,44 ï.ë., âêëàä
ñîèñêàòåëÿ ñîñòàâëÿåò 95% ðàáîòû)

5. Äìèòðèåâà Ò.Â. (Çóäèíà Ò.Â.) Ïðèìåð ýêâèàôôèííîãî îòîáðà-
æåíèÿ /Çóäèíà Ò.Â. //Òðóäû ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà èì. Í.È. Ëîáà-
÷åâñêîãî. Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ - 2005. Ìàòåðèàëû ×åòâåðòîé ìîëîäåæíîé
íàó÷íîé øêîëû-êîíôåðåíöèè (Êàçàíü, 16 - 18 äåêàáðÿ 2005 ãîäà). - Êà-
çàíü: Êàçàíñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî, 2005. - Ò. 31. - Ñ.74-76. (0,13
ï.ë.)

14



6. Äìèòðèåâà Ò.Â. (Çóäèíà Ò.Â.) Îá îäíîì êëàññå ýêâèàôôèííûõ
îòîáðàæåíèé /Çóäèíà Ò.Â., Ñòåïàíîâ Ñ.Å. //Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåò-
ðèÿ ìíîãîîáðàçèé ôèãóð: Ìåæâóç. òåìàò. ñá. íàó÷. òð. - Êàëèíèíãðàä:
Èçä-âî ÐÃÓ èì. È. Êàíòà, 2004. - Âûï. 36. - Ñ.43-49. (0,44 ï.ë., âêëàä
ñîèñêàòåëÿ ñîñòàâëÿåò 85% ðàáîòû)

7. Äìèòðèåâà Ò.Â. (Çóäèíà Ò.Â.) Î êëàññå ýêâèàôôèííûõ îòîáðà-
æåíèé /Çóäèíà Ò.Â. //Ìàòåìàòèêà â îáðàçîâàíèè: Ñá. ñòàòåé. Âûïóñê 2
/Ïîä ðåä. Åìåëüÿíîâîé È.Ñ. - ×åáîêñàðû: Èçä-âî ×óâàø. óí-òà, 2006 -
Ñ.241-243. (0,25 ï.ë.)

8. Äìèòðèåâà Ò.Â. (Çóäèíà Ò.Â.) Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
íåêîòîðûõ êëàññîâ ýêâèîáúåìíûõ îòîáðàæåíèé /Çóäèíà Ò.Â. //Ìåæäó-
íàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷å-
ñêèì ñèñòåìàì. Òåçèñû äîêëàäîâ. - Âëàäèìèð: Âëàäèìèðñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 2006. - Ñ.106-108. (0,13 ï.ë.)

9. Äìèòðèåâà Ò.Â. (Çóäèíà Ò.Â.) Î êëàññèôèêàöèè ýêâèîáúåìíûõ
îòîáðàæåíèé ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé /Çóäèíà Ò.Â., Ñòåïàíîâ
Ñ.Å. //Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. - 2006. - � 8 - Ñ.19-28. (1,19 ï.ë.,
âêëàä ñîèñêàòåëÿ ñîñòàâëÿåò 80% ðàáîòû)
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