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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

АКТУАЛЬНОСТЬ ТЕМЫ. В 30-е годы прошлого века при реше­

нии уравнений с частными производными С. Л. Соболев заложил ос­

новы теории функций с обобщенными производными, разные аспекты 

которой отражены в его монографии [12J, см. также [13J. Дальнейшее 
развитие этого направления было мотивированно применениями клас­

сов Соболева к теории уравнений с частными производными и другим 

областям, см., например, книги С. М. Никольского [8], Е. М. Стейна [14], 
О. В. Бесова, В. П. Ильина, С. М. Никольскоrо [1], В. М. Гольдштейна 
и Ю. Г. Решетняка [4], В. Г. Мазьи [6], Ю. Г. Решетняка [9], В. И. Бу­
ренкова [16] и других авторов. 

Большое значение в теории функциональных пространств, теории 

дифференциальных уравнений с частными производными и других во­

просах имеют интегральные представления функций, заданных в обла­

стях евклидовых пространств. 

В работах последних лет интенсивно изучаются функции классов 

Соболева на неголономных многообразиях и более общих метрических 

структурах. Внимание к этим вопросам обусловлено многочисленны­

ми приложениями к исследованию свойств решений субэллиптических 

дифференциальных уравнений, см., например, работы Л. Херманде­

ра [26], Д. Джерисона (27], Л. Ротшильд и Е. Стейна (29], А. Санчес­
Калле [30], Л. Капоньи, Д. Даниелли и Н. Гарофало [18, 19], Б. Франки 
и Е. Ланконелли [23], к изучению квазиконформного анализа, см. ра­
боты С. К. Водопьянова [2,31], Н. С. Даирбекова [20], Ю. Хейноt1ена и 
И. Холопайнена (25], и ко многим смежным вопросам. 

Напомним, что пространства Карно - Каратеодори - это гладкие 

многообразия с выделенным касательным подрасслоением, удовлетво­

ряющим некоторым алгебраическим условиям. Векторные поля упо­

мянутого подрасслоения называют горизонтальными. Геометрия про­

странств Карно - Каратеодори локально моделируется геометрией под­

ходящей группы Карно. Классы Соболева функций, заданных в обла­

стях пространств Карно - Каратеодори, определяются через производ­

ные вдоль векторных полей из выделенного подрасслоения. 

В некоторых работах интегральными представлениями функций, 

определенных в пространствах Карно - Каратеодори, называют нера-

3 



венства вида 

11() CI с ! IVLJl(y)d Х - 1 ~ 2 p(x , y)v-1 у , (1) 

B(z,Cзr) 

где х Е B(z,r), а С2, Сз не зависят от х, r и/, VLf - вектор-функция, 
компоненты которой - всевозможные горизонтальные производные пер­

вого порядка компонент вектор-функции/, р(х,у) - метрика Карно -
Каратеодори, v - размерность Хаусдорфа относительно этой метрики. 

Интегральные представления вида (1) могут быть использованы при 
доказательстве неравенств Пуанкаре и Соболева, однако, доказатель­
ство многих результатов теории пространств Соболева требуют более 

точных соотношений. Примером таких результатов могут служить ко­

эрцитивные оценки Для дифференциальных операторов. Для вывода 
этих оценок необходимы интегральные представления типа Соболева, 

которые принято записывать в виде 

f(x) = P(f) + K(V !) , (2) 

где P(f) - некоторый полином, а К - интегральный оператор с кон­

тролируемой особенностью . 

На группах Гейзенберга интегральные представления функций вида 

(2) получены в работе Н . Н. Романовского [10], который естественно 
обобщил подходы С. Л. Соболева и Ю. Г. Решетняка (9] , изначально 
реализованные в евклидовом пространстве. В нашей работе мы выводим 

интегральные представления вида (2) на группах Карно . 

Как было отмечено ранее, теория пространств Соболева на него­

лономных многообразиях имеет приложение к теории субэллиптиче­

ских уравнений, представляющих собой важный подкласс гипоэллип­

тических уравнений, см. [26). Кроме того, они возникают в квазикон­
формном анализе, в финансовой математике и нейробиологии и т. д. 

Исследование свойств регулярности субэллиптических уравнений нача­

то в работах [18, 19, 23, 26, 27, 29). 
Этим исследованиям предшествовало обширное развитие теории эл­

липтических уравнений . А именно, в 50-е годы были изучены линейные 

уравнения, исследован класс квазилинейных уравнений с дивергентной 

главной частью, частным случаем которых является уравнение Эйлера 

OJc. ;:-; х~с~хн н~ 
'OOJ.OИ ~ :~ :i ~· ~ , ,;;,.:~н ~::qlJ1HOE 

i ;:.·.;.- .Х.: -4_,4Н .~ 
1Jt<IННЗ9~~r,~: тт1::1;н l;:И!l;)HCCIJ 



вариационной задачи для функционала 

I(u) = / F(х,и,их)dх. 
п 

В конце 60-х годов Н. Н. Уральцева (15] исследовала регулярность ре­
шения вариационной задачи для квазирегулярного функционала 

/ IVиlP dx. 

п 

В нашей работе рассматривается один класс квазилинейных урав­

нений с дивергентной главной частью, которые являются уравнениями 

Эйлера дая функционала вида !(и) на группе Гейзенберга. Более кон­

кретно, исследуется вопрос регулярности слабого решения и Е W1~~(!1) 
уравнения 

2n 
-L X;A;(q, и, Х1и, ... , X2nu) = f(q, и, Х1и, ... , X2nu). (3) 

i=l 

В линейном случае, когда A;(q, и,{)={;, уравнение (3) является субла­
пласианом , изучением которого занимались многие авторы, см ., напри-

мер, (21, 28] . 
ЦЕЛЬ РАБОТЫ. Цель работы состоит в том, чтобы 

1) вывести интегральные представления Соболева вида (2) для функ­
ций, определенных в областях групп Карно; 

2) исследовать вопрос о регулярности слабых решений квазилиней­
ных субэллиптических уравнений вида (3) на группах Гейзенберга. 

МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЯ. В диссертационной работе исполь­

зуются методы теории пространств Соболева, эллиптических и субэл­

липтических уравнений, а также классические методы анализа. 

НАУЧНАЯ НОВИЗНА. Все основные результаты , полученные в дис­

сертации, являются новыми и снабжены строгими доказательствами . 

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРАКТИЧЕСКАЯ ЦЕННОСТЬ. Результа­
ты работы имеют теоретическое значение. Методы и результаты рабо­

ты могут быть применены в теории пространств Соболева на неголо­

номных многообразиях, теории субэллиптических дифференциальных 

уравнений, в квазиконформном анализе и др. 
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АПРОБАЦИЯ РАБОТЫ. Результаты диссертации докладывались 
на XLI-XLII, XLIV - XLV Международных научных студенческих кон­
ференциях •Студент и научно-технический прогресс• (Новосибирск, 

2003, 2004, 2006, 2007 гг; Диплом третьей степени в 2003 г.); на Между­
народной школе-конференции, посвященной 75-летию академика Ю. Г. 

Решетняка (Новосибирск, 23 августа - 3 сентября 2004 г.); на Между­
народной конференции, посвященной 100-летию академика С. М. Ни­

кольского (Москва, 23 - 29 мая 2005 г.); на Российской конференции, 
посвященной 50-летию Института математики им. С.Л . Соболева СО 

РАН «Математика в современном мире• (Новосибирск, 17 - 23 сентяб­
ря 2007 г.); на десятой и одиннадцатой Региональных конференциях по 
математике •МАК• (Барнаул, 2007, 2008 гг.); на семинаре «Геометри­
ческий анализ• Института математики им. С. Л. Соболева СО РАН под 

руководством д.ф.-м.н. С. К. Водопьянова; на семинаре отдела анализа 

и геометрии Института математики им. С. Л. Соболева СО РАН под 

руководством академика РАНЮ. Г. Решетняка. 

По результатам работы получена вторая премия на конкурсе им. М. 

А. Лаврентьева (2005 г.), диплом на Открытом конкурсе на лучшую на­
учную работу студентов по естественным, техническим и гуманитарным 

наукам в вузах Российской Федерации (2005 г.) и стипендия Сибирского 
математического журнала (2007 г.). 

ПУБЛИКАЦИИ. Результаты диссертации опубликованы в (32-42]. 
ОБЪЕМ И СТРУКТУРА ДИССЕРТАЦИИ. Диссертация изложена 

на 82 страницах, состоит из введения, пяти глав и списка литературы 
из 69 наименований. 
СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ. Во введении дается краткий обзор исто­

рии по теме диссертации и приводится краткое изложение результатов 

диссертации. 

В первой главе диссертации приводятся основные определения и обо­

значения, а также ссылки на известные результаты, которые будут ис­

пользоваться в работе. Основным является понятие группы Карно. 

Определение 1.1. Группой Карно G глубины т называется св.язная 
односв.язная нильnотентная гpynna Ли, алгебра Ли V которой гра­

дуирована так, что V = V1 ЕВ · · · ЕВ V m, где (V1 , Vj) = VJ+i, j < т, 
[Vi, Vm] =О. 

Пусть dim V; = n;, N = n1 + · · · + nт, левоинвариантные вектор­
ные поля Х1, ... , Xn 1 образуют базис V1, Xni+···+n,_ 1 +1, ... , Xn 1+"+n" 
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1 < i ~ m, - базис \1i , образованный некоторыми коммутаторами по­
рядка i - 1 полей пространства V1 . Векторные поля Х 1 , .. . , Х ni будем 

называть горuзонтальнwми. Размерность Хаусдорфа группы G отно-
m 

сительно заданной метрики равна v = Е ini. 
i=l 

Глава 1 состоит из пяти параграфов. В§ 1.1 приведены определения 
двухступенчатых групп Карно и групп Гейзенберга, которые являют­

ся модельными случаями групп Карно. В§ 1.2 определяются функцио­
нальные пространства Соболева и Гёльдера на группах Карно, а также 

формулируется теорема вложения. В следующем параграфе приведены 

известные интегральные неравенства Гёльдера и Минковского, которые 

используются при получении интегральных оценок. 

В § 1.4 вводятся два типа областей, для которых будут доказаны 
основные результаты, кроме этого сформулирована лемма Уитни о де­

композиции, которая доказана в работе [22]. 

Определение 1.9. Открьtтое множество W С G звездно в области 
И С G относительно некоторого шара В <S И, если дл.я люб-ых то-ч.ек 
х Е W, у Е В то-чка х · дt (х- 1 ·у) принадлежит области И дл.я в с.я кого 
t Е (О, 1) . 

Определение 1.10. Область И называете.я областью Джона (И Е 
J(a,{3),0 <а~ {З < оо), если существует выделенна.я то-чка р0 Е И 
така.я, -что дл.я любой то-чки р Е И существует сnр.ямл.яема.я крива.я 

ф(s), О ~ s ~ l ~ {З, дл.я которой ф(О) = р, ф(l) = Ро и· dist(ф(s), дИ] ~ 
~·, дл.я любого s Е [О, l]. 

В § 1.5 даются определения горизонтальных и однородных полино­
мов на группах Карно и приводятся два свойства этих полиномов, од­

но из которых следует из результатов работы С. К. Водопьянова и 

И . М. Пупышева [3], а второе доказано в диссертации. Кроме этого, 
вводится определение однородной функции на группах Карно. 

Вторая глава посвящена интегральным представлениям типа Собо­

лева функций, определенных в областях групп Карно [41,42). В евкли­
довом случае интегральные представления данного вида были получе­

ны Ю. Г. Решетняком [9], метод которого был распространен на группы 
Гейзенберга в статье Н . Н. Романовского [10). Основные результаты гла­
вы - теоремы 2.1, 2.2 и 2.3. 

Глава 2 состоит из четырех параграфов. В§ 2.1 доказана теорема 2.1, 
в которой получены интегральные представления функций, заданных 
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в звездных областях групп Карно, через первые производные . Кроме 

этого, в лемме 2.1 сформулировано свойство полученного ядра Г . 

Пусть И С G ограниченная область, И' С G звездна в области И 
относительно шара В{а, R), функция ip Е С8°(В(а, R)) удовлетворяет 
соотношению J ip(x) dx = 1. 

B(a,R) 

Теорема 2.1. Ес.л:и функц'UJ/. f принадлежит классу C 00 (U), то дл.я 
то-чек х области И' справедливо следующее интегральное представле­
ние: 

N 

f(x) = J f(y)ip(y) dy + J Г(х, у; ip) (L Р;(х- 1 
· y)X;f(y)) dy, 

и и •=1 

00 

где Г(х, у; ip) = - J ip(x · дt{х- 1 
· y))t11

-
1 dt, а Р;(х) - однородниii. поли-

1 
ном степени d; . 

В §§ 2.2-2 . З рассматривается случай двухступенчатых групп Карно, 

на которых первые вертикальные производные представляются в виде 

линейной комбинации горизонтальных производных второго порядка. 

Тем самым, на двухступенчатых группах Карно в интегральном пред­

ставлении, полученном в теореме 2.1, можно "перекинуть" одну гори­
зонтальную производную на ядро (это позволяет сделать более тонкое, 

чем в лемме 2.1, свойство ядер, которое установлено в лемме 2.2). Таким 
образом, в теореме 2.2 получены интегральные представления только 
через первые горизонтальные производные. Да.лее, доказана теорема 

2.3, в которой выведены интегральные представления функций, задан­
ных в звездных областях двухступенчатых групп Карно, через горизон­

тальные производные произвольного порядка. 

Теорема 2.2. Дл.я любой функции f класса C00 (U) в области И' спра­
ведливо следующее интегральное представление: 

f(x) = ! f(y)ip(y)dy+ /f K;(x,y)X;f(y)dy, х Е И', 
и и •=1 

где Ki Е С00 (IRN х JRN \ { х = у}), функции К; фшштни по второму 
аргументу и удовлетворяют неравенству 

IX~x; К;(х, y)I :::; Cjx-1 . yj-<11-i+IJlh+IJlh) . 

8 



Теорема 2.3. Пусть функv,u.я f принадлежит классу C 00 (U), k -
любое натуральное -число. Тогда в области И' справедливо следующее 

интегральное представление: 

(4) 

где х Е И'; Pk(·,y;<po) - горизонтальный полином порядка k-1, 
suppPk(X, ·; <ро) с в, IPk(x,y;ipo)I ~ Ck(r,R,<po); к,l···ik Е C 00 (JRni+n2 х 
JRn1 +n2 \ { х = у})' функции к,1 ...•• финитны по второму аргументу и 
удовлетворяют неравенству 

(5) 

В § 2.4 сформулирована теорема 2.4 !11), позволяющая дифферен­
цировать выведенные интегральные представления вдоль горизонталь­

ных векторных полей. В евклидовом случае этот результат доказан 

С . Г. Михлиным [7]. Кроме этого, доказана лемма 2.4, показывающая, 
что ядра интегральных представлений действительно удовлетворяют 

условиям теоремы 2.4. 
Третья глава посвящена доказательству неравенств Пуанкаре. В па­

раграфе 3.1.1 с помощью интегральных представлений через первые 

производные получены неравенства Пуанкаре на общих группах Карно 

(теорема 3.1). Далее, в § 3.1.2, используя интегральные представления 
через горизонтальные производные высших порядков на двухступенча­

тых группах Карно, доказано неравенство более общего вида, которое 

принято называть слабым неравенством Пуанкаре: 

Теорема 3.2. Пусть 1 < р < оо. Тогда для всякого k Е N найдет­
ся проекционный оператор pk, переводящий функции класса w;(U) в 
горизонтальные полиномы. степени не више k - 1, такой, -что спра­
ведливо неравенство 

где 1 - мультииндекс, II/h ~ k, константа С зависит от r, v,p и 
виполнено соотношение k - /Ilh > ~. 

р 
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В § 3.2 доказывается обобщенное неравенство Пуанкаре для функ­
ций, определенных в областях Джона общих группах Карно, при усло­
вии выполнения слабого неравенства. Следовательно, принимая во вни­

мание результаты§ 3.1.2, обобщенное неравенство Пуанкаре на двухсту­
пенчатых группах Карно имеет место без дополнительных условий. В 

этом параграфе используется метод работы [24J, который основывается 
на лемме Уитни о декомпозиции. 

Условие 1. ПреiJnоложим, что для. фиксированного 1 < р < оо и для 
любой функции f Е w;(G) выполняется слабое неравенство Пуанкаре 

где В - некоторый шар, 1 - мультииндекс, II/h ~ k, константа С 
зависит от r, v,p и Рвf - горизонтальный полином степени k - 1. 

Основным результатом главы 3 является следующая 

Теорема 3.3. Пусть выполняется условие 1, и И Е J(a, {3). Тогда для. 

всякого k Е N найдется проекционный оператор Р, переводящий функ­
ции класса w;(u) в гориЗонтальные полиномы степени не выше k-1, 
такой, "Что справедливо неравенство 

где 1 - мультииндекс, II/h ~ k, константа С зависит от v,р,а,(3,к 
и выполнено соотношение k - II/h > ~-

В четвертой главе на группах Гейзенберга исследуется вопрос о регу­

лярности слабых решений линейных субэллиптических уравнений вида 

2n 2n 2n 

- L X;[a;jXjw + a;w] + L b;X;w + aw = g + L X;g;. 
i ,j=l i=l i=l 

Полученные результаты обобщают результаты О. А. Ладыженской и 

Н. Н. Уральцевой [5J . 
В § 4.1 формулируются и частично доказываются вспомогательные 

утверждения . В §4.2 вводится класс функций !В(П,М,-у,-у1 , ~)и дока­
зывается, что функции данного класса удовлетворяют условию Гёльде­

ра (теорема 4.2). 
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Определение 4.1. Функцu.яw(q) принадлежит классу!В(11, MiY,"Yi, ~), 
если w(q) Е W 1

•
2 (11), sup lwl ~ М и функции v(q) = ±w(q) удавлетва-

n 
р.яют неравенствам 

1 
А~.Р-"Р 

где Ak,p = {q Е В(р) : v(q) > k}, и Е (О, 1), В(р) С 11 и В(р- ир) - пра­
извальнtхе концентрические шарtх, k - произвольное 'Числа такое, что 

k ~ sup v(q) - 2М, s > 11, М, "У, "Yl - фиксированные положительные 
В(р) 

числа. 

Теорема 4.2. Пусть w(q) Е !В(11,М,"У,"У~,~) и шар В(р0 ) с 11. Тогда 
существует а > О, что дл.я любого концентрического с В(р0 ) шара 
В(р), р ~ Ро, выпмн.яетс.я неравенства 

osc{w;B(p)} ~ С(р/ро)а, 

где С = С(11, Ро, "У, "Уо, t, М, s). Та есть класс !В(11, М, "У, "Yl, ~) вклад!Хва­
етс.я в са ( 11) . 

Далее в §4.3 показывается, что в области Джона 11 слабое реше­
ние w Е W1~·; ( 11) линейного уравнения принадлежит !В ( 11, М, "У, 'Yl, ~), 
а, следовательно, са(11) для некоторого а > О. Основным результатом 
главы 4 является следующая 

Теорема 4.3. Пусть 11 - область Джана, w Е W1~;(11) - слабое ре­
шение уравненu.я 

2n 2n 2n 

- L Xi[aijXjw + aiw] + L biXiw + aw = g + L Xigi, 
i ,j=l i=l i=l 

коэффициенты которого удавлетвар.яют условиям: существуют кон­

станты µ 1, µ2, µ 3 > О такие, что дл.я s > 11 верны саатнаwенu.я: 

2n 

µ1е ~ L: aij{i{j ~ µ2е, 
i,j=l 

2n 2n 

llt; а;+ t; ь; + laillв/2,n ~ µз, llglls/2.n ~ µз, 
Тогда w Е С{~с(11). 
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В пятой главе исследуются слабые решения и Е W1~~(!1) квазили­
нейного субэллиптического уравнения 

2n 

- L XiAi(q, и, Х1 и, ... , X2nU) = J (q, и, Х1 и, ... , X2nu), (6) 
i=l 

где коэффициенты удовлетворяют некоторым специальным условиям. 

Полученные результаты обобщают теоремы Л . Капоньи {17] , в рабо­
те которого на группах Гейзенберга исследуются свойства регулярности 

решений уравнения 

2n 

- L XiAi(q, Х1и, ... , X2nu) = f(q). 
i=l 

Глава состоит из трех параграфов. В § 5.1 приведены вспомогательные 
утверждения . В § 5.2 введено определение разностного частного и до­
казана теорема 5.1, позволяющая "дифференцировать" основное урав­
нение вдоль левоинвариантных векторных полей . Кроме этого, в теоре­

мах 5.2 и 5.3 устанавливается, что вертикальная и горизонтальные про­
изводные слабого решения уравнения (6) принадлежат пространству 
W1~~(!1) и являются слабыми решениями линейных уравнений вида 

2n 2n 2n 

- L Xi[aijXjW + aiw] + L biXiw + aw = g + L X;9i· 
i ,j=l i=l i=l 

В § 5.3, основываясь на полученных результатах и результатах 4 гла­
вы, доказывается гёльдеровость риманова градиента слабого решения 

уравнения (6). Основным результатом пятой главы является 

Теорема 5.4. Пусть !1 С IН!n - область Джона, и Е W1~·;(n) - слабое 
решение уравнения 

2n 

- LXiAi(q,u,X1u, . . . ,X2nu) = f(q,u,X1u, . .. ,X2nu) , 
i=l 

где Ai(q, и, О : If1In х IR х IR2n -+ IR - дифференv,ирумая функv,ия . Кроме 
этого, виnолняются следующие условия на коэффиv,иенти: существу­

ют константы С1 > О, С2 > О, Сз > О такие, -что 
2n а 

C1 1 l7Jl 2 ~ L д~ · A;(q,u,~)1Ji1Jj ~ C1l7Jl 2
, 

i,j=l ) 
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и 

2n а 2 1/2 ( L 1~Ai(q, и , {)1 ) ~ Сз(l + l{I) ; 
i,j=l q, 

существует константа µ > О, 'Ч.то длл r > v и любого 1 ~ i 0 ~ 2п 

2n а 2 2n а 2 

llL:( 8uA;(q,u,Xu)) + L(д{ · f(q,u,Xи)) 
i=l j=I 1 

+la
8 f(q , u,Xи)lll ~µ, 
и r/2 , П 

1,-д д f(q,u,Xи)ll ~ µ, 
Q2n+l r/2,П 

2n а 2 

ll~(дQ2n+1 A;(q,u,Xu)) llr, n ~ µ, 

а а ~ а 
llгf(q,u, Xu) +а~ - f(q ,u,Xu)Tu+ L ~A;(q,u , Xu)XjTU 

Qio C.,Jo i,j= 1 {3 

2n а 2n а 

+L:-
8 
A;(q,u,Xи)Tи+L:-8 -A;(q,u,Xи)ll ~µ, 

i=l и i=l Q2n+l r/2 , n 

2n а а 2 

11~ (д{jо Ai(q, и, Х u)Tu + дqio Ai(q, и, Хи)) llr, n ~ µ, 

где Jo = io + п , при 1 ~ io ~ п , и Jo = io - п, при п + 1 ~ io ~ 2п. 
Тогда существует риманов градиент '\i'u Е C1~c(f1) n W1~·;(n), где 

а Е (О, 1) - некоторое число. 

В заключение автор выражает глубокую благодарность научному 

руководителю д. ф .-м . н. С . К . Водопьянову за постановку задачи, по­

стоянное внимание и неоценимую помощь в работе . 
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