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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Цель и задачи исследования. В пространстве _[, 2 (П), где П - за­

данный N-мерный параллелепипед, расс:v~отрим оператор Лапласа 

Т0 , определенный краевой задачей Дирихле: 

-Лv = Лv, vlaп =О, 
N д2 

л""' -д ._;. L х·: 
j=l .' 

( 1) 

Введе:v1 оператор Т = fo 00 

лrз dЕ(Л), являющийся :тепенью операто­
ра То. Здесь Е(Л) - спектральное разложение единицы оператора 

N 
То, {3 ~ 2 . Пусть Р - оператор умножения н<L комплекснознач-

ную функцию р Е L2 (П), называемую потенциалом. Данная дис:сер­
тация посвящена исследованию обратных спектральных задач сле­

дующе!'о вида: пусть дана последовательность комnл.екснь1х 'Чисел 

{ ~t} ;i;; 11 близкая к спектру невозмущеююго оператора Т . При раз­
л.и-tных степен.я.х оператора Т требуете.я. доказать существование 

оператора Р такого, "Что спектр 17(Т + Р) возмущенного оператора 
совпадает в смьtсле средних с данной последовательностыо. А имен­

но, целью данной работы является исследование существования и 

единственности решения и восстановление потенциала в обратных 

спектральных задач для математических моделей с возмущенной 

степенью оператора Лапласа с кратным спектром. Для достижения 

этой цели необходимо было решить следующие задачи: 

1) Доказать существование решения обратн :,rх спектральных 

задач для возмущенной степени оператора Лап.1аса с ядерной и 

неядерной резольвентой. 

2) Разработать алгоритм, позволяющий восст<Lнавливать потен­

циал в обратных спектральных задачах с дробной степенью опера­

тора Лапласа. 

3) Создать программа в среде Maple 6 для реализации предло­
женного алгоритма 

Актуальность темы исследования. Наиболее полные 

ре:зультаты получены в спектральной теорин обыкновенных 

дифференциальных операторов, в частности, д.1я дифференци­

ального оператора Штурма-Лиувилля. Первый результат в это.\1 
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направлении принадлежит В.А. Амбарцумяну 1 . Он доказал, что 
если собственные значения краевой задачи 

-у"+ q(x)y = Лу, у'(О) = y'(r.) =О, 

где q -- действительная непрерывная функция, суть Лn = п 2 , п = 
О, 1, ... , то q =О. Однако, результат В.А . Амбарцумяна является ско­

рее исключением - позднее Г. Борг2 показал, что оператор Штур­
ма - Лиувилля в обще:-1 случае однозначно не определяется одним 

спектро,,1. В связи с этим, в дальнейших исследованиях прюленя­

лись ;1,1етоды, использовавшие дополнительные спектральные харак­

теристики: метод операторов преобразования , метод спектральных 

отображений , метод Борга и т.д. Отметим здесь работы Р. Билса , Г. 

Борга, М.Г. Гасымова, М.Г. Крейна, Б . М. Левитана, Н. Левинсона, 

З.Л. Лейбензона, В . А. Марченко, И . С. Саргсяна, Л.А. Сахновича, 

И.Г. Ха<1атряна, В.А. Юрко . В частности , В . А. Юрко3 разработа.11 
еще один ~1етод - метод эталонных моделей, позволяющий строить 

конструктивные решения для широкого класса обратных задач. Зна­

чительно более сложными для изучения являются обратные спек­

тральные задачи для операторов с частными производными. В этом 

направлении чаще всего исследуется оператор Лапласа. Обратные 

задачи для уравнений с частными производными исследовались в ра­

ботах Ю.А. Анникова, А.Л. Бухгейма, М.М. Лаврентьева, Л.П. Ниж­
ника, А.И. Прилепко , А.Г. Рамма, ВТ.Романова, К.Шадана, Л.Д. 

Фа,Iщеева и других математиков. Впервые обратная задача д,-~я опе­

ратора Лапласа с потенциалом была поставлена Ю .М . Березанским4 

ДЗJшая диссертация примьп<ает к работам шко,-~ы В.А. Садовни­

чсrо . В 1979 г. работе В . А. Садовничего, В . В . Дубровского5 была по-

1 АтЬап11тiап, V. А . ЙЬег eini> Frage der Eigenwerttheoric / Ambarzumian V . А. 

/ / Zs. F . Phys. - 19'29. - V. 53. Р. 690 - 695. 
2 801'9, G. Eine Umkehrung der Sturm - Liouvilleschen Eigenwertaufgabe / G. 

Borg / / Acia f\-Iatl1. - 1946. - Bd. 78. №1. - S. 1 - 90. 
з Юр>.:о, В. А. Восстановление дифференциальных операторов высших поряд­

ков / В.А. Юрко // Дифференц. уравнения. - 1989. - Т. 25. N• 9. - С. 1540 -
1550. 

1 Березанскнй, Ю.М. О теореме единственности в обратной задаче спектраль­
ного анализа J\.1я уравнения Шредингера / Ю.М. Березанский // Труды Моск. 

мате"ат. о-~а.-- 1958.- Т. 7.- С.З - 51. 
5 Садовниuй, В.А. О некоторых свойствах операторов с дискретным спек-
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казана возможность восстанов,1ения возмущающего оператора толь­

ко по спектру оператора. Начиная с 1990 года В.В. Дубровский со 
с1юю1и учениками (А.С. Великих, А.И . Седов, Л . В. Смирнова) зани­

мался разработкой данного метода - метода регу.1яризованных сле­

дов, опирающегося на работы В.В. Дубровского, В.Е. Подольского, 

В.А. Садовничего, 3 .Ю. Фазуллина. Впервые метод был теоретиче­

ски обоснован в работах В .В . Дубровского, А.В. Н.э.горного6 . Необхо­
ди:>.10 отметить, что в вышеперечисленных работах рассматрива.,1ись 

различные краевые задачи для степени оператора. Лапласа только с 

простым спектром на прямоугольных областях7 . Хотя в настоящее 
вре:vrя наиболее активно исследуются модели с целыми степенями 

операторов, в частности, с оператором Лапласа и би-Лапласа, в 110-

следнее время в приложениях8 возникают математические модели 
с дробными степенями оператора Лапласа. В данной диссертации 

в11ервые исследуются краевые задачи для дробной степени операто­

ра Лапласа с кратным спектром . 

Научная новизна работы заключается в следующем: 

1) Впервые исследованы обратные задачи для оператора Лапла­
са с кратным спектром. Доказаны теоремы существования решения 

обратных спектра.,1ьных за,цач 

д.,1я возмущенной степени оператора Лапласа с ядерной ре­

зольвентой, заданного краевой задачей Дирихле либо Неймана на 

N-мерном параллелепипеде; 

тром i В.А. Садовничий, В.В. Дубровский / / Дифференц. уравнения. - 1979. -

Т. 15, .'(о 7. - С.1206 - 1211. 
6 Дубровский, В.В. К обратной задаче для оператора Ла:lласа с непрерывным 

nотенциа.~ом / В.В . Дубровский, А.В. Нагорный / / Дифференц. уравнения. -

1990. - Т. 26, J\~ 9. - С.1563 - 1567. Дубровский, В. В. Обратная задача для степени 

оператора Лапласа с потенциалом из L2 / В.В. Дубровский, А.В. Нагорный / / 

Дифферевц. уравнения. - 1992. - Т. 28 , № 9. - С.1552 - 15Ы. 
7 Дубровский, В.В. Теорема о существовании решения обратной задачи спек­

трального анализа для степени оператора Лапласа/ В.В. ,J.убровский, А.С. Ве­

ликих // Электромагнитные во.1ны и электронные системн. - 1998. - Т. 3, № б. 

- С .б - 9. Смирнова , Л.Н. Математическая модель восста~овJJения г.1адких по­

тенциа.лов в обратных задачах спектра.•ьного анализа: дис .. .. канд. физ.-мат. 

наук / Л.В. с,шрнова. - Че.1ябинск, 2002. 
"11/а.молин М. R. Некоторы<' задачи дифференциальной 1< топо.~огической ди­

агностики / :'v! .B. U!амолин . - М.: Экзамен, 2007. - 318 с . 
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- для возмущенной степени оператора Лапласа с неядерной ре­

зольвентой, заданного краевой задачей Дирихле либо Неймана на 

N-мерном параллелепиIIеде; 

- для оператора Лапласа на равнобедренно:11 прямоугольном тре­

угольнике . 

В частном случае, когда спектр невозмущенного оператора од­

нократный, полученные результаты совпадают с результатами Е.А. 

Пузанковой9 и В.В. Дубровского (мл.) 10 . 
2) Впервые получено приближенное решение обратной спек­

тральной задачи для возмущенного оператора Лапласа. 

3) Созданы программные продукты в среде Maple 6 для реали­
зации алгоритма численного нахождения приближенного решения 

обратной задачи для оператора Лапласа. 

Теоретическая ценность диссертации состоит в доказатель­

стве теорем существования решения поставленных обратных задач. 

Практическая ценность заключается в том, что предложенный 

алгоритм решения обратных спектральных задач может быть при­

менен для восстановления потенциала в математических моделях 

с оператором Лапласа. Создана программа численной реализации 

данного алгоритма. 

Методы исследования. Основным в работе является так на­

зываемый резольвентный метод, предложенный В.А. Садовничим и 

В.В. Дубровским. Используются методы теории возмущений, прин­

цип сжимающего оператора и методы вычислительной мате:\>!атики. 

Апробация работы. Основные положения диссертационной 

работы, алгоритмы и результаты вычис.пительных экспери~1ентов 

докладывались автором на следующих научных конференциях и 

научно-исследовательских семинарах: 

-· на Воронежской весенней математической школе ''Понтрягин­
ские чтения - XVIII"(г. Воронеж, ВГУ, 2007 г.); 

- на Международной конференции "Дифференциальные уравне­

ния, теория функций и приложения", посвященной 100-летию со дня 

9 Пузанкова Е.А. Некоторые вопросы спектральной теории дифференциаль­

ных операторов в частных производных: дисс .... канд. физ . - ~•ат. наук: 01.01.01. 

- Екатеринбург, 2003. 
10 Дубровский В.В . (мл.) Обратные задачи спектрального анаюва для некото­

рьiх дифференциальных операторов в частных произ11одных: дис ... . кан11. фи3. 
- мат. наук: 01.01.02. - Стерлитамак, 2006. 
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рождения академика И . Н. Векуа (г. Новосибирск, 2007 г.); 
- на 14 - ой Саратовской зимней школе "Современные проблемы 

теории функций и их приложения"(г. Саратов, СГУ, 2008 г.); 
- на Воронежской весенней :v~атематической школе "Понтрягнн­

ские чтения - - ХIХ"(г. Воронеж, ВГУ, 2008 г.); 
- на Международной научной конференции "Дифференциальные 

уравнения и смежные проблемы"(г. Стер.1итамак, СГПА , 2008 г.) ; 

- на Международной конференции по математической физике и 

ее приложениям (г. Самара, 2008 г.); 
- на региональных научно-практических конференциях в Магни­

тогорском государственном университете (Магнитогорск, 2003 - 2008 
гг.); 

- на научно-исследовательском семинаре под руководством 

доктора физ.-мат. наук, профессора. Свиридю~:а Г.А . в Южно­
-Уральском государственном университете; 

- на научно-исследовательском семинаре под руководством кан-

дидата физ.-мат. наук , доцента Седова А.И. в Магнитогорско:v1 госу­

дарственном университете; 

- на научно-исследовательском семинаре под руководством док­

тора физ.-мат. наук, профессора Фазуллина З.Ю. в Башкирском го­

сударственном университете. 

Публикации. Основные научные результаты диссертации опуб­

ликованы в 12 печатных работах, приведенных в ::<овце авторефера­

та. Статья [1] опубликована в научном журнале, рекомендованном 
ВАК. В статьях, совместных с научным руководителем, Седову А.И. 

принадлежит постановка задач, Закировой Г. А. щ; инадлежат все по­

лученные результаты. 

Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит 

из введения, трех глав, приложения и списка литЕ:ратуры из 112 на­
именований . Общий объем работы составляет 84 С'I·раниц, набранных 
в редакторе LaTeX. 

Содержание работы 

Во введении обосновывается актуальность тЕ:мы исследования, 

определяются цели работы, дается обзор литературы по исследуе:vюй 

проблематике, кратко и:злагаются основные реэультагы диссерта~~ии. 

Первая глава посвящена доказательству некоторых всnо:vюга­

те,1ьных утверждений, полученных диссертантом, и состоит из трех 
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параграфов. В параграфе 1.1 приводятся необходимые сведения из 
теории симметрично-нормированных идеалов компактных операто­

µон. В параграфе 1.2 по;1учена оценка суммы не1<оторых числовых 

рядов. В параграфе 1.3 доказывается замкнутость множеств функ­
ций со специальными свойствами. 

Вторая глава содержит основные теоретические результаты 

диссертации и посвящена обратным спектральным задачам для воз­

мущенного оператора Лапласа и его степеней на N-мерном парал­

лелепипеде и равнобедренном прямоугольном треугольнике . 

В §2.1 доказываются некоторые спектральные тождества для аб­
страктного дискретного диффере~щиального оператора, используе­

мые в дальнейшем. 

В §2.2 доказывается существование решения обратной задачи 
для возмущенной степени оператора Лапласа на N-мерном паралле­

лепипеде П = {х = (x1,x2, ... ,xN) : О:::; Xj:::; aj,j = l, ... ,N}, aj > 
п 

О с объемом \7 = Па;. Обозначим через Т степень оператора Т0 , 
j=l 

порожденного краевой задачей Дирихле (1) . Упорядоченные по воз-

растанию собственные числа оператора Т , т.е. Лтп = (t r.:rr:]) 13

, 

j=l ) 

m = (m1,m2, ... ,mN), mj Е N будем нумеровать одним нижним 
и одним верхним натуральными индексами, при этом верхний ин­

декс будет отвечать за кратность собственного числа Лt, т.е. Л1 = Л~, 
k = 1, Vt . 

Положим: 
1 

Tt = 2 min{Л1+1 - Л1; Лt - >-1-1}, то= i~fr1; 

(r, ={ЛЕС: IЛt - Лj = r1}; 
00 1/2 

s = (2= т~ max l/Ro(Л)ll~) ; т Е (О, min{ro, ~} ). 
t=l .>.Е"", s -

ЗN 
Теорема 1. Пусть (3 > 4 . Если для комплексной последова-

тельности { ~f} выполняется неравенство: 

т 

2(1 - w), 
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где w = ff sr < 1, то существует потенциал р i: L2(П) такой , что 
для любого t Е N 

Vt Vf 

L~t = L>7, (2) 
k=l k=l 

где {µZ} = и(Т + Р). 
Следствие 1. Пусть а]/ а~ - иррациональное число, k 1- j. 

Пусть Р - оператор найденный в теореме 1. Если r < 2~, то этот 
оператор единственный. 

Теорема 1 с небольшими изменениями справедлива и в случае 
задачи Неймана. 

3N 
Теорема 2. Пусть fJ > Т. Если для комплексной последова-

тельности { ~t} выполняется неравенство: 

где w = #sr < 1, то существует потенциал р Е: L2 (П) такой, что 
для любого t Е ~ 

Vt Vt 

L~t = Lµ7, 
k=l k=I 

где {µU = а(Т + Р). 
Штрих у знака су:1н1ы означает, что суммирование ведется по тем 

t, для которых у чисел Лt все mj >О. 
В §2.3 доказываются теоремы существования решения обратной 

задачи для возмущенной степени оператора Лапласа (fJ ;:::: з~v) на 
N-мерном параллелепипеде, определенного краевыми задачами Ди­

рихле или Неймана. 

Пусть функции ft : С --+ С таковы, что f1(Лk) = btk, где btk ·­
СИ:'v!во:1 Кронекера и пусть flt = sup (1Л1 2 · lfi(Л)I) < оо. Обозначим: 

RеЛ>О 

{.>. Лt+I + At 
91(Л)=}0 ft(z)dz;a1={Л:ReЛ= 

2 
}; 

00 

Пr, = {Л: i Лt - Л/?:: ro}; П = П Пr,· 
t=I 
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Теорема 3. Если для ко:v~плексной последовательности {(n су­
ществует подпоследовательность {с1 } С {а1 } такая, что выполняют­
ся следующие нера1Jенст1Jа : 

(i) w = 2N- 1ro ma.x 11.Ro(>.)[I~ f f3t < 1, 
ЛEfJ t=l Ct 

CXJ llj 

(ii) 2N L L L (gt{(]) - g1(>.j)) < т; (1- w), 
t=l >., <с, k=I 

то существует потенциал р, такой, что для любого t Е N 

v; Vj 

:L :Lgi(µj) = :L L9tЩ) . 

В случае задачи Неймана теорема выглядит следующим образом: 

Теорема 4. Если для комплексной последовательности { (t} су­
ществует подпоследовательность {ct} С {at} такая, что выполняют­
ся следующие неравенства: 

(i) w = 2N- 1ro ma..x 11.Ro(>.)il~ f f3t < 1, 
>.en t=J ci 

СХ> v; 

(ii) 2N L' L L (9t((J) - 9t(Лj)) < r; (1 - w), 
t=l >.; <с 1 k=I 

то существует потенциал р, такой, что для любого t Е :'\! 

Vj Vj 

:L L9t(µj) = L: L9tЩ). 
>.;<с, k=l 

Как и прежде, штрих у знака суммы означает, что су:v~мирование 

ведется по тем t, для которых у чисел Лt все mj > О. 
В §2.4 доказана тeope:via существования решения обратной зада­

чи для степени оператора Лапласа на равнобедренном пря:v~оуголь­

ном треугольнике К= {(х,у) : О S х ~у~ 7Г}. 
Положи:v~ : 

10 



r Е (О, min{ro, зfis.} ). 
Теорема 5. Пусть f3 > 2. Если для комплексной последователь­

ности { ~mn} выполняется неравенство: 

- 22;+1 ((2<+ 1 m,2•+ 1 n - A2<+•m,2•+•,JI < ~~ (1 - ы), 
где w = ЗJ2s 11 r < 1, то существует функция р Е L 00 (K) такая , что 
для любого t Е N 

где {µm"} = а(Т + Р). 
Третья глава посвящена приближенному решению исследован­

ных во второй главе обратных задач . В § 3.1 формулы, использо­
ванные для доказательства теорем существования, преобразованы 

в более удобный д.пя построения а.пгорима вид. Предложен а.11го­

ритм численного нахождения приближенного решения нелинейного 

функционально-операторного уравнения . В § 3.2 приведено описание 
программы, созданной в среде Maple 6, реализующий предложенный 
алгоритм . § 3.3 посвящен численному эксперименту по демонстрации 
разработанного алгоритма. 

Далее приведем пример, иллюстрирующий работу проrрамчы . 

Пусть Т - степень оператора То (fЗ = 5/2), определенного кра­
евой задачей Дирихле (1) на прямоугольнике П со сторона:-.~и а = 
1, Ь = \/3. Оператор Т0- дискретный, самосопрнженный , положи­
тельный. Пусть да.лее, ~mn = Лmn + 0.0001, m , n ::::; 3. По теореме 1 
существует потенциал р Е L 2 (П) такой , что для любого t Е ~ выпол­
нено свойство (2). 

Приближенный потенциал , восстановленный в пред,1оженной 

программе по первы:>.1 трем членам последовательности { ~nin}, имеет 
вид: 
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p(:r., у) = 0.0004006101099 + 0.0003996020352 r.os(4.774188417y)+ 

+О . 0003999764584 cos(9.5483 7683 ly) +0.0003999963294cos(14 . 32256525у) + 

+0.0003998709158 cos(6.283185308x )+ 

+О.0003999661512 cos(6.283185308x)+ 

+0.0003999943750 cos(6.283185308x) cos(9.54837683ly )+ 

+О.0003999987614 cos(6.283185308x) cos(l4.32256525y )+ 

+О . 0003999948648 cos( 12. 5663 706 2х) + 

+О.0003999956908 cos(12.56637062x) cos(4.774188417y)+ 

+0.00003999972752 cos(l2.56637062x) r.os(9.54837683ly)+ 

+0.0003999988398 cos(12.56637062x) cos(14.32256525y)+ 

+0.0004000001236 cos(l8.84955592x )+ 

+О.0003999988488 cos(l8.84955592x) cos( 4. 774188417у )+ 

+О.0003999994667 cos(l8.84955592x) cos(9.548376831y )+ 

+О . 0003999997508 cos(l8.84955592x) cos(14.32256525y). 

Основные результаты диссертационной работы 

На защиту выносятся следующие новые научные резу;rьтаты . 

1) Дока:заны теоремы существования решения обратных спек­
тральных задач для возмущенной степени оператора Лапласа с ядер­

ной и неядерной резольвентой, заданного краевой задачей Дирихле 

либо Ней:v~ана на N-мерном параллелепипеде, а также для операто­

ра Лапласа на равнобедренном прямоугольном треугольнике. 

2) Разработан алгоритм, позволяющий восстанавливать потенци­
ал R обрi!.тных спектральных задачах с дробной степенью оператора 

Лапласа. 

3) Создана программа в среде Мар]е 6 для реализации предло­
жеююго i\J1rоритма. 
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