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Аннотация

Спектральная задача в бесконечномерном гильбертовом пространстве аппроксимируется задачей
в конечномерном подпространстве. Исследуется сходимость и погрешность приближенных собствен-
ных значений и собственных элементов. Общие результаты иллюстрируются на примере схемы метода
конечных элементов с численным интегрированием для дифференциальной задачи на собственные зна-
чения второго порядка.
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Summary

A spectral problem in infinite-dimensional Hilbert space is approximated by a problem in finite-
dimensional subspace. Convergence and error of the approximate eigenvalues and eigenelements are
investigated. The general results are illustrated by a sample scheme of finite element method with numerical
integration for a second-order differential eigenvalue problem.

Keywords: eigenvalue, eigenelement, eigenvalue problem, finite element method

1. Постановка задачи.

Пусть V – вещественное бесконечномерное гильбертово пространство с нормой ‖ · ‖, R – числовая
прямая. Введем симметричные билинейные формы a : V × V → R и b : V × V → R. Предположим, что
билинейная форма a(·, ·) является положительно-определенной и ограниченной, т.е. существуют поло-
жительные постоянные α1 и α2 такие, что α1‖v‖

2 6 a(v, v) 6 α2‖v‖
2 для любого v ∈ V. Предположим

также, что билинейная форма b(·, ·) является вполне непрерывной, т.е. b(vi, vi) → b(v, v) при i → ∞ для
vi ⇀ v в V при i → ∞. Символом ⇀ обозначена слабая сходимость в гильбертовом пространстве V.

Обозначим K = ker b , ker b = {v : v ∈ V, b(v, w) = 0 ∀w ∈ V } и предположим codimK = ∞ .
Симметричная билинейная форма c : V × V → R называется ограниченной, если существует по-

стоянная γ2 > 0 такая, что |c(v, v)| 6 γ2‖v‖
2 для любого v ∈ V. Минимальная постоянная в неравен-

стве ограниченности называется нормой билиненйной формы. Норма симметричной билинейной формы
c : V × V → R вычисляется по правилу

‖c‖ = sup
u,v∈V,‖u‖=‖v‖=1

|c(u, v)| = sup
v∈V,‖v‖=1

|c(v, v)|.

1)Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты 12-01-97026, 13-01-00908, 14-01-00755)
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Для замкнутых подпространств V1 и V2 пространства V обозначим c|V1×V2
: V1 × V2 → R сужение

билинейной формы c : V × V → R на множество V1 × V2 . Зададим норму билинейной формы c|V1×V2
:

V1 × V2 → R по формуле
‖c|V1×V2

‖ = sup
u∈V1,v∈V2,‖u‖=‖v‖=1

|c(u, v)|.

Из полной непрерывности билинейной формы b(·, ·) вытекает свойство ограниченности, т.е. суще-
ствование положительной постоянной β2 такой, что |b(v, v)| 6 β2‖v‖

2 для любого элемента v ∈ V.

Сформулируем задачу на собственные значения: найти λ ∈ R, u ∈ V \K такие, что

a(u, v) = λb(u, v) ∀v ∈ V. (1)

Число λ, удовлетворяющее уравнению (1), называется собственным значением билинейной формы
a(·, ·) относительно билинейной формы b(·, ·), а элемент u – отвечающим λ собственным элементом.

Короче λ и u будем называть собственным значением и собственным элементом задачи (1). Множество
U(λ), состоящее из собственных элементов, отвечающих собственному значению λ, и нулевого элемента,
образует замкнутое подпространство в V, которое называется собственным подпространством, соот-
ветствующим собственному значению λ. Размерность этого подпространства называется кратностью

собственного значения λ. Если размерность собственного подпространства равна единице, то соответ-
ствующее собственное значение называется простым.

Обозначим через N множество натуральных чисел, через Nk – множество k первых натуральных
чисел, через Z – множество неотрицательных целых чисел, т.е. N = {1, 2, . . .}, Nk = {1, 2, . . . , k}, k ∈

N, N0 = ∅, Z = {0, 1, . . .}. Пусть J− ∈ {Nm,N}, J+ ∈ {Nn,N}, m, n ∈ Z, J− ∪ J+ = N. Для
подпространства W пространства V положим W⊥ = {v : v ∈ V, a(v, w) = 0 ∀w ∈ W}. Определим
S(v) = b(v, v)/a(v, v) для любого v ∈ V \ {0}.

Теорема 1. Задача (1) имеет счетное множество конечнократных собственных значе-

ний λ±k, k ∈ J±, J− ∪ J+ = N, занумерованных с учетом знака и кратности, т.е. . . . 6 λ−k 6 . . .

6 λ−2 6 λ−1 < 0 < λ1 6 λ2 6 . . . 6 λl 6 . . . , где каждое собственное значение повторяется

столько раз, какова его кратность. Если J− = N , то λ−k → −∞ при k → ∞. Если J+ = N , то

λk → ∞ при k → ∞. Собственным значениям λ±k, k ∈ J± соответствует ортонормированная

система собственных элементов u±k, k ∈ J±, такая, что a(u±i, u±j) = δij , b(u±i, u±j) = δij/λ±i,

i, j ∈ J±, a(u±i, u∓j) = b(u±i, u∓j) = 0, i ∈ J±, j ∈ J∓. Элементы u±k, k ∈ J±, образуют полную

систему в пространстве K⊥. Справедливы соотношения

λ−1
−k = S(u−k) = min

v∈E⊥

1−k
\{0}

S(v), k ∈ J−,

λ−1
k = S(uk) = max

v∈E⊥

k−1
\{0}

S(v), k ∈ J+,

где E0 = span{0}, E⊥
0 = V, E±k = span{u±1, u±2, . . . , u±k}, k ∈ J±.

Теорема 2. Справедливы соотношения

λ−1
−k = max

v∈E−k\{0}
S(v), k ∈ J−,

λ−1
k = min

v∈Ek\{0}
S(v), k ∈ J+.

Теорема 3. Имеют место равенства

λ−1
−k = max

Wk−1∈Ek−1

min
v∈W⊥

k−1
\{0}

S(v) = min
Wk∈Ek

max
v∈Wk\{0}

S(v), k ∈ J−,

λ−1
k = min

Wk−1∈Ek−1

max
v∈W⊥

k−1
\{0}

S(v) = max
Wk∈Ek

min
v∈Wk\{0}

S(v), k ∈ J+.



С.И. Соловьёв. Конечномерная аппроксимация спектральных задач 543

Последующее изложение опирается на работы [1–8].

2. Аппроксимация задачи.

Для аппроксимации задачи (1) зададим конечномерные подпространства Vh пространства V, удо-
влетворяющие условию предельной плотности семейства подпространств Vh в пространстве V, т.е. для
любого элемента v из V при h → 0 имеет место соотношение

εh(v) = inf
vh∈Vh

‖v − vh‖ → 0.

Определим отображения ah : Vh × Vh → R и bh : Vh × Vh → R, которые являются симметричными
билинейными формами ah(·, ·) и bh(·, ·). Предположим, что выполнено условие аппроксимации для при-
ближенных билинейных форм, т.е. δh0 → 0 при h → 0, где δh0 = ‖(ah − a)|Vh×Vh

‖ + ‖(bh − b)|Vh×Vh
‖.

Обозначим Kh = ker bh , ker bh = {vh : vh ∈ V h, bh(v
h, wh) = 0 ∀wh ∈ V }, Nh = codimKh. Заме-

тим, что Nh = codimKh = dimVh/Kh = dim Vh − dimKh. Из условия предельной плотности выводим
Nh → ∞ при h → 0 .

Исходную задачу на собственные значения (1) будем аппроксимировать конечномерной задачей: най-
ти λh ∈ R, uh ∈ Vh \Kh такие, что

ah(u
h, vh) = λhbh(u

h, vh) ∀vh ∈ Vh. (2)

Число λh, удовлетворяющее уравнению (2), называется приближенным собственным значением, а
элемент uh

– приближенным собственным элементом, отвечающим λh.

Обозначим через Ek(Wh) множество всех k -мерных подпространств Wkh пространства Wh, k ∈ N.

Множество E0(Wh) состоит только из E0h = span{0}. Положим Ek = Ek(Vh) при k ∈ Z. Для подпро-
странства Wh пространства Vh обозначим

W⊥
h = {vh : vh ∈ Vh, ah(v

h, wh) = 0 ∀wh ∈ Wh}.

Определим Sh(v
h) = bh(v

h, vh)/ah(v
h, vh) для любого vh ∈ Vh \ {0}.

Теорема 4. При достаточно малых h задача (2) имеет Nh конечнократных собственных

значений λh
±k, k ∈ Jh

±, J
h
− = Nm, Jh

+ = Nn, m+n = Nh, m, n ∈ Z, занумерованных с учетом знака

и кратности, т.е. λh
−m 6 . . . 6 λh

−2 6 λh
−1 < 0 < λh

1 6 λh
2 6 . . . 6 λh

n, где каждое собственное

значение повторяется столько раз, какова его кратность. Собственным значениям λh
±k, k ∈

Jh
± соответствует ортонормированная система собственных элементов uh

±k, k ∈ Jh
±, такая,

что ah(u
h
±i, u

h
±j) = δij , bh(u

h
±i, u

h
±j) = δij/λ

h
±i, i, j ∈ Jh

±, ah(u
h
±i, u

h
∓j) = bh(u

h
±i, u

h
∓j) = 0, i ∈ Jh

±,

j ∈ Jh
∓. Элементы uh

±k, k ∈ Jh
±, образуют полную систему в пространстве K⊥

h . Справедливы

соотношения

(λh
−k)

−1 = Sh(u
h
−k) = min

vh∈E⊥

1−k,h
\{0}

Sh(v
h) = max

vh∈E−kh\{0}
Sh(v

h) =

= max
Wk−1,h∈Ek−1,h

min
vh∈W⊥

k−1,h
\{0}

Sh(v
h) = min

Wk,h∈Ekh

max
vh∈Wkh\{0}

Sh(v
h), k ∈ Jh

−,

(λh
k)

−1 = Sh(u
h
k) = max

vh∈E⊥

k−1,h
\{0}

Sh(v
h) = min

vh∈Ekh\{0}
Sh(v

h) =

= min
Wk−1,h∈Ek−1,h

max
vh∈W⊥

k−1,h
\{0}

Sh(v
h) = max

Wkh∈Ekh

min
vh∈Wkh\{0}

Sh(v
h), k ∈ Jh

+,

где E0h = span{0}, E⊥
0h = Vh, E±kh = span{uh

±1, u
h
±2, . . . , u

h
±k}, k ∈ Jh

±.
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3. Исследование сходимости.

Теорема 5. Пусть λh
±k, k ∈ Jh

±, Jh
− = Nm, Jh

+ = Nn, m + n = Nh, m, n ∈ Z, – соб-

ственные значения приближенной схемы (2), занумерованные с учетом знака и кратности,

т.е. λh
−m 6 . . . 6 λh

−2 6 λh
−1 < 0 < λh

1 6 λh
2 6 . . . 6 λh

n, которым соответствуют собствен-

ные элементы uh
±k, k ∈ Jh

±, такие, что ah(u
h
±i, u

h
±j) = δij , bh(u

h
±i, u

h
±j) = δij/λ

h
±i, i, j ∈ Jh

±,

ah(u
h
±i, u

h
∓j) = bh(u

h
±i, u

h
∓j) = 0, i ∈ Jh

±, j ∈ Jh
∓. Тогда имеет место сходимость λh

±k → λ±k

при h → 0, из каждой последовательности h′ → 0 можно выбрать подпоследовательность

h′′ → 0 такую, что uh
±k → u±k в V при h = h′′ → 0, где λ±k, u±k, k ∈ J±, – собственные

значения и собственные элементы задачи (1), удовлетворяющие соотношениям . . . 6 λ−k 6 . . .

6 λ−2 6 λ−1 < 0 < λ1 6 λ2 6 . . . 6 λl 6 . . . , a(u±i, u±j) = δij , b(u±i, u±j) = δij/λ±i, i, j ∈ J±,

a(u±i, u∓j) = b(u±i, u∓j) = 0, i ∈ J±, j ∈ J∓. Если λ±k – простое собственное значение и зна-

ки собственных элементов uh
±k выбраны так, что ah(u

h
±k, Phu±k) > 0, то uh

±k → u±k в V при

h → 0, k ∈ Jh
±.

Расстояние между подпространствами будем измерять с помощью раствора. Пусть W1 и
W2 – два замкнутых подпространства гильбертова пространства V с нормой ‖ · ‖, dimW1 =

= dimW2 < ∞, Pi – ортопроектор на Wi, i = 1, 2. Раствор подпространств W1 и W2 гильбертова
пространства V определяется по правилу

ϑ(W1,W2) = ‖P1 − P2‖ = sup
w∈W2, ‖w‖=1

‖w − P1w‖ = sup
w∈W1, ‖w‖=1

‖w − P2w‖.

В этом соотношении через ‖ · ‖ обозначена также норма операторов из V в V.

Теорема 6. Пусть λ±k – собственное значение задачи (1) кратности s такое, что λ±k =

λ±i, i ∈ Jk, Jk = Nk+s−1 \ Nk−1, U±k = U(λ±k) – собственное подпространство, отвечающее

λ±k, dimU±k = s, Uh
±k = span{uh

±i, i ∈ Jk}, uh
±i, i ∈ Jk, – собственные элементы приближенной

схемы (2). Тогда имеет место сходимость ϑ(U±k, U
h
±k) → 0 при h → 0.

4. Исследование погрешности.

Через c будем обозначать различные положительные постоянные, не зависящие от h. Введем опе-
ратор Ph : V →Vh по правилу a(u−Phu, v

h)=0 для любого vh ∈ Vh, где u ∈ V, Phu → u в V при
h → 0.

Пусть λ±k – собственное значение задачи (1) кратности s такое, что λ±k = λ±i, i ∈ Jk, Jk =

Nk+s−1 \ Nk−1, U = U±k = U(λ±k) – собственное подпространство, отвечающее λ±k, dimU±k =

s, Uh
±k = span{uh

±i, i ∈ Jk}, uh
±i, i ∈ Jk, – собственные элементы приближенной схемы (2). Введем

следующие обозначения:
εh = sup

u∈U, ‖u‖=1

εh(u),

δh1 = ‖(ah − a)|PhU×Vh
‖+ ‖(bh − b)|PhU×Vh

‖,

δh2 = ‖(ah − a)|PhU×PhU‖+ ‖(bh − b)|PhU×PhU‖.

Теорема 7. Для достаточно малых h выполняется оценка ϑ(U±k, U
h
±k) 6 c(εh + δh1 ), k ∈ J±.

Теорема 8. Пусть uh
±i, i ∈ Jh

± – собственные элементы приближенной задачи (2) такие,

что ah(u
h
±i, u

h
±j) = δij , bh(u

h
±i, u

h
±j) = δij/λ

h
±i, i, j ∈ Jh

±, ah(u
h
±i, u

h
∓j) = bh(u

h
±i, u

h
∓j) = 0, i ∈ Jh

±,

j ∈ Jh
∓. Тогда при фиксированном k ∈ J± и достаточно малом h существуют собственные

элементы u±i, i ∈ J± задачи (1), a(u±i, u±j) = δij , b(u±i, u±j) = δij/λ±i, i, j ∈ J±, a(u±i, u∓j) =

b(u±i, u∓j) = 0, i ∈ J±, j ∈ J∓, для которых выполняются оценки погрешности ‖uh
±i − u±i‖ 6

c(εh + δh1 ), i ∈ Nk.
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Теорема 9. Для достаточно малых h справедлива оценка |λh
±k − λ±k| 6 c[δh2 + (εh + δh1 )

2],

k ∈ J±.

5. Дифференциальная задача.

Пусть Ω = (0, l), Ω = [0, l]. Зададим достаточно гладкие функции p(x), q(x), r(x), x ∈ Ω, для
которых существуют положительные постоянные p1, p2, q2, r2 такие, что p1 6 p(x) 6 p2, 0 6 q(x) 6 q2,

|r(x)| 6 r2 для x ∈ Ω. Рассмотрим дифференциальную задачу на собственные значения: найти числа λ и
ненулевые функции u(x), x ∈ Ω, такие, что −(pu′)′ + qu = λru, x ∈ (0, l), u(0) = u(l) = 0.

Вариационная постановка дифференциальной задачи на собственные значения имеет вид (1). Би-
линейная форма a является положительно-определенной и ограниченной, а форма b является вполне
непрерывной. Поэтому для дифференциальной задачи справедливы теоремы 1–3.

Разобьем отрезок [0, l] равноотстоящими точками xi = ih, i = 0, 1, . . . ,m, на элементы ei =

(xi−1, xi), i = 1, 2, . . . ,m, h = l/m. Обозначим через Vh подпространство пространства V, состоящее из
функций vh, принадлежащих пространству полиномов n-й степени на каждом элементе ei = (xi−1, xi),

i = 1, 2, . . . ,m, dimVh = mn − 1. Определим билинейные формы ah и bh с помощью составной
квадратурной формулы точной для многочленов степени 2n − ν − 1 при ν = 0, 1, на каждом элементе
ei = (xi−1, xi), i = 1, 2, . . . ,m.

Вариационная постановка дифференциальной задачи аппроксимируется по методу конечных элемен-
тов с численным интегрированием (2). Для приближенной задачи справедливы теоремы 4–9 при εh 6

c hn, δh0 6 c h2−ν , δh1 6 c hn−ν+1, δh2 6 c h2n−ν , ν = 0, 1.

Теорема 10. Пусть k ∈ Jh
±, ν = 0, 1. Тогда для достаточно малых h выполняются оцен-

ки погрешности |λh
±k − λ±k| 6 ch2n−ν , ϑ(U±k, U

h
±k) 6 chn. Существуют ортонормированные

собственные элементы u±i, i ∈ J±, uh
±i, i ∈ Jh

±, для которых справедливы оценки погреш-

ности ‖uh
±i − u±i‖ 6 chn, i ∈ Nk, при фиксированном k ∈ J± и достаточно малом h , где

ah(u
h
±i, u

h
±j) = δij , bh(u

h
±i, u

h
±j) = δij/λ

h
±i, i, j ∈ Jh

±, ah(u
h
±i, u

h
∓j) = bh(u

h
±i, u

h
∓j) = 0, i ∈ Jh

±,

j ∈ Jh
∓, a(u±i, u±j) = δij , b(u±i, u±j) = δij/λ±i, i, j ∈ J±, a(u±i, u∓j) = b(u±i, u∓j) = 0, i ∈ J±,

j ∈ J∓.
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