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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûå ìåòîäû è ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ (ÌÊÝ) â èõ ÷èñëå, ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ è ýôôåêòèâ-
íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàó÷íîé è
ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Òåîðèÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëå-
âà è òåîðåìû ãëàäêîñòè îáîñíîâûâàþò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ â ÌÊÝ áàçèñà ñ
êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûìè ôèíèòíûìè ôóíêöèÿìè äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé ðåãó-
ëÿðíûõ çàäà÷, ò.å. êðàåâûõ çàäà÷ ñ ãëàäêèìè âõîäíûìè äàííûìè. Òåîðèÿ òàêèõ çàäà÷
õîðîøî ðàçðàáîòàíà, èçâåñòíû îöåíêè èõ ðåøåíèé â íîðìàõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, ÷òî
ïîçâîëÿåò íà îñíîâå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îïòèìàëüíûì îáðàçîì ñòðîèòü àïïðîêñè-
ìèðóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàí-
íîé òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ, èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíûõ àïïðîêñèìàöèé,
íå ó÷èòûâàþùèõ îñîáåííîñòè ðåøåíèé çàäà÷ ñ íåãëàäêèìè äàííûìè, ïðèâîäèò ê ñóùå-
ñòâåííîìó ïîíèæåíèþ òî÷íîñòè êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé è ñíèæà-
åò ýôôåêòèâíîñòü âñåãî ìåòîäà â öåëîì, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ òåîðåòè÷åñêèì àíàëèçîì
è ïðàêòè÷åñêèìè ðàñ÷åòàìè. Ïîýòîìó àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïðîåêöèîííî-
ñåòî÷íûõ ñõåì äëÿ íåðåãóëÿðíûõ çàäà÷, êîòîðûå èìåëè áû ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü ïî
ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûìè êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè.

Âàæíûì êëàññîì çàäà÷ ñ îñîáåííîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäàþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè, ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó-
÷åíèå êîòîðûõ áûëî íà÷àòî ðàáîòàìè Ì.Â.Êåëäûøà, Ì.È.Âèøèêà, Ñ.Ã.Ìèõëèíà,
Ë.À.Ëþñòåðíèêà è ïðîäîëæåíî Â.Â.Ãðóøèíûì, Â.Ï.Ãëóøêî, Î.À.Îëåéíèê, Ñ.Ì.Íè-
êîëüñêèì è åãî ó÷åíèêàìè, â ñòàòüÿõ çàðóáåæíûõ ìàòåìàòèêîâ Í.Ñèìàêóðû, Ï.Áîëëåé
è Æ.Êàìþ, Õ.Òðèáåëÿ, Ì.Ñ.Áàóýíäè è Ê.Ãóëàóèêà, Ñ.Áåíàøóðà.

Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ñåòî÷íûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ âûðîæäàþùèõñÿ
óðàâíåíèé, áûëà ðàáîòà Þ.À.Ãóñìàíà è Ë.À.Îãàíåñÿíà (1965 ã.), â êîòîðîé èññëåäîâà-
ëàñü êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì
òèïà Òðèêîìè â ïðÿìîóãîëüíèêå. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ àíàëîãè÷íîãî âû-
ðîæäàþùåãîñÿ óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòàõ Â.Â.Êàòðàõîâà è À.À.Êàòðàõîâîé,
Ï.Ìîèíãà, Ì.Õàòðè. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò áûëî ïîñâÿùåíî ÷èñëåííîìó ðåøå-
íèþ îäíîìåðíîãî âûðîæäàþùåãîñÿ óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, Ï.Ñüÿðëå, Ô.Íàòòåðåð è
Ð.Âàðãà èñïîëüçîâàëè L-ñïëàéíû â ìåòîäå Ðèòöà-Ãàëåðêèíà; îáîáùåííûå L-ñïëàéíû â
ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íîì ìåòîäå ïðèìåíÿëèñü â ðàáîòå Ä.Äåéëè è Ä.Ïèðñà; Ð.Øðåéáåð
ïðåäñòàâèë ïðèáëèæåíèå Ãàëåðêèíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé
ôóíêöèè íà ñïåöèàëüíûé âåñ. Ä.Ìàðèíè è Ï.Ïèåòðà èññëåäîâàëè ñìåøàííûé ìåòîä
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êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷è ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè â ïðÿìîóãîëüíèêå.
Á.Ôðàí÷è è M.Ê.Òåçè ðàññìîòðåëè çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ òèïà Ãðóøèíà, âûðîæäàþùåãîñÿ âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà è ïîñòðîèëè ñõåìó ÌÊÝ
ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûì áàçèñîì íà ñãóùàþùåéñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷åê âûðîæäåíèÿ ñåòêå.

Âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ â òîì èëè èíîì ñìûñëå
ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûõ ñõåì. Äëÿ îáñóæäåíèÿ îïòèìàëüíîñòè ìåòîäà â íåêîòîðîé íîð-
ìå íóæíî ïîìèìî âåðõíåé îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà óñòàíîâèòü íèæíþþ
íåóëó÷øàåìóþ îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ýòîé íîðìå äëÿ êëàññà äîïóñòèìûõ ìå-
òîäîâ è âõîäíûõ äàííûõ. Ïîëó÷åíèå âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê ïðèáëèæåíèÿ âåêòîðîâ
íåêîòîðîãî êîìïàêòà äàííîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàìè êîíå÷íîìåðíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé ïðîáëåìîé òåîðèè àïïðîêñèìàöèè è ñâÿçàíà ñ îöåí-
êàìè íåêîòîðûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ è êîìïàêòîâ
â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ òàêèõ, êàê ïîïåðå÷íèêè ïî Êîëìîãîðîâó, ïîïåðå÷íèêè ïî
Ãåëüôàíäó, àïïðîêñèìàöèîííûå ÷èñëà. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìåòîäà íèæíÿÿ îöåíêà äî-
ñòèãàåòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ), òî ýòîò ïðèáëèæåííûé ìåòîä äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ
äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ íåãëàäêèìè âõîäíûìè äàííûìè, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ êàê ïîäêëàññ
è ðåãóëÿðíûå çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è Äèðèõëå è Íåé-
ìàíà ñ îñîáåííîñòÿìè ñëåäóþùèõ òèïîâ: âûðîæäåíèå êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî îïåðàòîðà íà ãðàíèöå èëè åå ÷àñòè, â ÷àñòíîñòè â óãëîâûõ òî÷êàõ; ñèíãóëÿðíîñòü
ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ; íàëè÷èå óãëîâûõ òî÷åê ó ãðàíèöû îáëà-
ñòè; ñìåíà òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Èññëåäóåòñÿ òàêæå êðàåâàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ âûðîæäàþùåãîñÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ ñ îñîáåííîñòÿìè îïèðàþòñÿ íà
àïïàðàò ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ñïåêòðàëüíóþ òåîðèþ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòî-
ðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, òåîðåìû âëîæåíèÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà. Ïðè ïîëó÷åíèè îöå-
íîê ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèé êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè â âåñîâûõ íîðìàõ Ñîáîëåâà
èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû. Íàéäåíû ñïåöèàëüíûå âåñîâûå íîðìèðîâêè, íå ýêâèâà-
ëåíòíûå, âîîáùå ãîâîðÿ, âåñîâûì íîðìàì Ñîáîëåâà, àäåêâàòíî îïèñûâàþùèå ñòðóêòóðó
ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà êëàñ-
ñå ïðàâûõ ÷àñòåé èç âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà. Íà îñíîâàíèè îöåíîê ðåøåíèé â
ýòèõ íîðìàõ è èçâåñòíûõ îöåíîê ïîïåðå÷íèêîâ Êîëìîãîðîâà â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

4



Ñîáîëåâà, äëÿ ìåòîäîâ òèïà Ãàëåðêèíà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷ ïî-
ëó÷åíû íèæíèå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå. Ïðåäëîæåíû
ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ çàäà÷, îñíîâàííûå
íà ìóëüòèïëèêàòèâíîì âûäåëåíèè îñîáåííîñòè, äëÿ êîòîðûõ íèæíÿÿ îöåíêà ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè äîñòèãàåòñÿ; òåì ñàìûì äîêàçàíà èõ îïòèìàëüíîñòü.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè:
1. Äëÿ äâóõòî÷å÷íûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà ñ âûðîæäàþùèìèñÿ îïå-

ðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîëó÷åíû îöåíêè ðåøåíèé
â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà âåêòîð-ôóíêöèé.

2. Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà ñ âûðîæäàþùèìèñÿ íà
ãðàíèöå èëè åå ÷àñòè êîýôôèöèåíòàìè äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòàíîâëå-
íû îöåíêè ðåøåíèé â âåñîâûõ íîðìàõ. Äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå âûðîæ-
äàþùåãîñÿ óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôèêñèðîâàííîé âåñîâîé
ôóíêöèè, ñíèìàþùåé îñîáåííîñòü ó ðåøåíèÿ, íà íåêîòîðóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ.

3. Â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà ïîñòðîåí îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ â ïðîñòðàí-
ñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, íå èñïîëüçóþùèé çíà÷åíèÿ ôóíêöèé â óçëàõ êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ. Ñ ïðèìåíåíèåì ýòîãî îïåðàòîðà äîêàçàíû íåóëó÷øàåìûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè
êîíå÷íîýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà ñ âåñîì.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ Äè-
ðèõëå è Íåéìàíà ñ âûðîæäàþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè ïîëó÷åíû íåóëó÷øàåìûå íèæ-
íèå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Ïðåäëîæåíû ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûå ìåòîäû àïïðîêñè-
ìàöèè ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷, îñíîâàííûå íà ìóëüòèïëèêàòèâíîì âûäåëåíèè îñîáåííîñòè.
Äîêàçàíà èõ îïòèìàëüíàÿ ñõîäèìîñòü.

5. Äëÿ êðàåâîé ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷è ñ âûðîæäàþùèìèñÿ â óãëîâîé òî÷êå êîýôôè-
öèåíòàìè ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå ìåòîäû äâóõ òèïîâ: îñíîâàííûå íà ñãóùåíèè ñåòêè
â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè è íà ìóëüòèïëèêàòèâíîì âûäåëåíèè îñîáåííîñòè.

6. Äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âûðîæäàþùåãîñÿ ýëëèïòè÷åñêîãî
îïåðàòîðà èññëåäîâàí ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì âûäåëåíèåì
îñîáåííîñòè. Ïîëó÷åíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Äîêàçàíà îïòèìàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû è ïðåäëîæåí-
íûå ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ýôôåêòèâ-
íûõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñ ñèíãóëÿðíûìè
âõîäíûìè äàííûìè.

Äîñòîâåðíîñòü íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ. Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòà-
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öèè, ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè äîêàçàíû è ïîäòâåðæäåíû ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ äëÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷ ñ îñîáåííîñòÿìè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Âñåðîññèé-
ñêîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè-
ìåíò"(Êàçàíü, 26-30 èþíÿ 1991 ã.), íà ïåðâîì - òðåòüåì Âñåðîññèéñêèõ ñåìèíàðàõ
"Òåîðèÿ ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ äëÿ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷"(Êàçàíü, 24-28 èþíÿ 1996
ã., 18-21 ñåíòÿáðÿ 1998 ã., 18-21 ñåíòÿáðÿ 2000 ã.), ÷åòâåðòîì - øåñòîì Âñåðîññèéñêèõ
ñåìèíàðàõ "Ñåòî÷íûå ìåòîäû äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ è ïðèëîæåíèÿ"(Êàçàíü, 13-16 ñåí-
òÿáðÿ 2002 ã., 17-21 ñåíòÿáðÿ 2004 ã., 1-4 îêòÿáðÿ 2005 ã.), ÷åòâåðòîé Âñåðîññèéñêîé
øêîëå ìîëîäûõ ó÷åíûõ "×èñëåííûå ìåòîäû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû"(Àáðàó-Äþðñî,
26-31 ìàÿ 1992 ã.), âîñüìîé è äåâÿòîé Âñåðîññèéñêîé øêîëå-ñåìèíàðå "Ñîâðåìåííûå
ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ"(Àáðàó-Äþðñî, 5-17 ñåíòÿáðÿ 1999 ã., 8-
13 ñåíòÿáðÿ 2001 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ
ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Í.Ã.×åáîòàðåâà (Êàçàíü, 5-11 èþíÿ 1994 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîí-
ôåðåíöèè è ÷åáûøåâñêèõ ÷òåíèÿõ, ïîñâÿùåííûõ 175-ëåòèþ Ï.Ë. ×åáûøåâà (Ìîñê-
âà, 13-16 ìàÿ, 1996), íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è
÷èñëåííûå ìåòîäû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä"(Íîâîñèáèðñê, 27 ìàÿ-2 èþíÿ 1996 ã.),
Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Á.Ì.
Ãàãàåâà "Àëãåáðà è àíàëèç"(Êàçàíü, 16-22 èþíÿ 1997 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-
öèè "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â íàóêå è òåõíèêå"(Èæåâñê, 5-7 ôåâðàëÿ 1998ã.),
Âñåðîññèéñêîé øêîëå-êîíôåðåíöèè "Òåîðèÿ ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âî-
ïðîñû"(Êàçàíü, 17-20 èþíÿ 1999 ã.), Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ "Optimization of
Finite Element Approximations"(Ñ.-Ïåòåðáóðã, 25-29 èþíÿ 1995 ã., 25-29 èþíÿ 2001 ã.),
íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è èí-
ôîðìàòèêè"(Êàçàíü, 30 ÿíâàðÿ-6 ôåâðàëÿ 2002 ã.), Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè, ïî-
ñâÿùåííîé 70-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàä. À.Ô.Ñèäîðîâà (Åêàòåðèíáóðã, 3-7 ôåâðà-
ëÿ 2003 ã.), ïåðâîé Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Computational Methods in Applied
Mathematics"(Ìèíñê, 20-24 èþëÿ 2003 ã.), òðåòüåé Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåí-
öèè "Ìàòåìàòè÷åñêèå èäåè Ï.Ë.×åáûøåâà è èõ ïðèëîæåíèÿ ê ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì
åñòåñòâîçíàíèÿ"(Îáíèíñê, 14-18 ìàÿ 2006 ã.), ñåäüìîé Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
"Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ"(Ñàðàíñê, 17-21 ìàÿ 2006 ã.), íàó÷-
íîé êîíôåðåíöèè "Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå"(Èæåâñê, 3-8
èþëÿ 2006 ã.), íà ÷åòâåðòîé Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì
ó÷àñòèåì "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è"(Ñàìàðà, 29-31 ìàÿ 2007
ã.), Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ÊÂÌ -2007 (Íîâîñè-
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áèðñê, 18-20 èþíÿ 2007 ã.), íà èòîãîâûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ Êàçàíñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà çà 1993-2006 ã.ã., íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïîä ðóêîâîäñòâîì À.Ä.Ëÿøêî,
È.Á.Áàäðèåâà è Ì.Ì.Êàð÷åâñêîãî.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 55 ðàáîò. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1]-[36], èç êîòîðûõ 14 � â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü
ÂÀÊ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ è ñïèñêà
ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 226 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì ñîñòàâëÿåò 247 ñòðàíèö,
âêëþ÷àÿ 7 ðèñóíêîâ è 3 òàáëèöû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 98-01-00260, 01-01-
000616, 03-01-00380, 04-01-0821, 06-01-00633, 07-01-00674).

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìàòèêè èññëåäîâàíèé, ñôîðìóëèðîâàíà
öåëü ðàáîòû, äàí îáçîð ðàáîò, áëèçêèõ ê òåìàòèêå äèññåðòàöèè, èçëîæåíî êðàòêîå ñî-
äåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Â ðàçäåëå 1 ââîäÿòñÿ áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìîé ãðàôèêà. Ìíîãèå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, âñòðå÷àþùè-
åñÿ â òåîðèè è ïðèëîæåíèÿõ, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà (ñ âåñîì èëè áåç âåñà),
ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìîé ãðàôèêà íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî îïå-
ðàòîðà. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ íîðìîé ãðàôèêà ïîëó÷åíû àáñòðàêòíûå àíàëîãè òåîðåìû
Äåíè-Ëèîíñà è òåîðåìû Ñîáîëåâà î ïåðåíîðìèðîâêàõ, íåîäíîêðàòíî èñïîëüçóåìûå â
ðàáîòå.

Â ðàçäåëå 2 äàíû îïðåäåëåíèÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà è Ñîáîëåâà âåêòîð-
ôóíêöèé ïåðåìåííîé t ∈ T = (0, τ) ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X ñî
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì x · y è íîðìîé |x|X =

√
x · x . Äëÿ âåùåñòâåííîãî γ ÷åðåç

L2,γ(T ; X) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ïî Áîõíåðó (èëè ñèëüíî èçìåðèìûõ)
ôóíêöèé f : T → X òàêèõ, ÷òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ t ∈ T → t−γ|f(t)|X ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà L2(T ) ; ïðè ýòîì ïîëàãàåì

‖f |L2,γ(T ; X)‖2 = ‖t−γf |L2(T ; X)‖2
=

∫

T

|t−γf(t)|2Xdt.

(Çäåñü è äàëåå tγ îáîçíà÷àåò, â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà, íå òîëüêî ñòåïåíü γ ÷èñëà t ,
íî è ñèìâîë ñòåïåííîé ôóíêöèè t → tγ ). Êàê îáû÷íî, åñëè γ = 0 èëè ïðîñòðàíñòâî X

ñîâïàäàåò ñ ïîëåì ñêàëÿðîâ, òî ýòè ñèìâîëû â îáîçíà÷åíèè ïðîñòðàíñòâà îïóñêàþòñÿ.
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×åðåç D îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå
X -çíà÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé D′(T ; X) , òàê ÷òî Du = u′ � îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ u (äëÿ ïðîèçâîäíîé èñïîëüçóþòñÿ îáà îáîçíà÷åíèÿ u′ è Du). Äëÿ íàòó-
ðàëüíîãî m è α ∈ (−∞, +∞) ââîäèòñÿ âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà X -çíà÷íûõ
ôóíêöèé Hm

α (T ; X) = {u ∈ L1,loc(T ; X) : Dmu ∈ L2,α(T ; X)} ñ íîðìîé

‖u| Hm
α (T ; X)‖2 = ‖Dmu|L2,α(T ; X)‖2 + ‖u|L2(∆; X)‖2,

ãäå ∆ ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé êîìïàêò èç T íåíóëåâîé ìåðû, îòäåëåííûé îò íó-
ëÿ, íàïðèìåð, ∆ = [τ/3, 2τ/3] èëè ∆ = [τ/3, τ ] (ðàçëè÷íûé âûáîð ∆ ïðèâîäèò ëèøü ê
ýêâèâàëåíòíûì íîðìèðîâêàì). Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èíòåðâàë T è ïðîñòðàíñòâî X ïîä-
ðàçóìåâàþòñÿ èç êîíòåêñòà, èñïîëüçóþòñÿ ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ L2,γ è Hm

α . ×åðåç
◦
Hm

γ (T ; X) è Ḣm
γ (T ; X) îáîçíà÷àþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà Hm

α (T ; X) , ÿâëÿþ-
ùèåñÿ çàìûêàíèÿìè (â íîðìå ïîñëåäíåãî) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé è
ðàâíûõ íóëþ â îêðåñòíîñòè ∂T = {0, 1} è t = τ ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå ââîäèòñÿ êëàññ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ òèïà Õàðäè íà ïðîñòðàíñòâàõ
âåêòîð-ôóíêöèé è äàåòñÿ êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè òàêèõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå L2,γ(T ; X) .

Ðàçäåë 3 ïîñâÿùåí òåîðåìàì âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ âåêòîð-ôóíêöèé. Àíàëîãè÷-
íûå âîïðîñû, íî äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ äðóãèìè âåñàìè, ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ
Ï.È.Ëèçîðêèíà è Â.Á.Øàõìóðîâà. Â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ íåîãðàíè÷åííîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå äî-
êàçûâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå òåîðåìû î ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîèçâîäíûõ. Óñòàíàâëèâàåòñÿ
òàêæå òåîðåìà î êîìïàêòíîì âëîæåíèè:

Òåîðåìà 1. Ïðîñòðàíñòâî Hm
α (T ; X)∩L2,ν(T ; X1) êîìïàêòíî âëîæåíî â L2,γ(T ; X) ,

åñëè X1 êîìïàêòíî âëîæåíî â X è γ < min(α + m, 1/2) , à ν � ëþáîå.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà âåñîâûì îöåíêàì ðåøåíèé âûðîæäàþùèõñÿ äâóõòî÷å÷íûõ
ãðàíè÷íûõ çàäà÷ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Âûðîæäàþùèåñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáî-
òàõ À.À.Äåçèíà (óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà), Ë.Ï.Òåïîÿíà (óðàâíåíèå 4-ãî ïîðÿäêà) è
Í.Ì.ßòàåâà (óðàâíåíèå 3-ãî ïîðÿäêà), â êîòîðûõ ãëàâíîå âíèìàíèå óäåëåíî êîððåêòíûì
ïîñòàíîâêàì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Óñòàíîâëåííûå â ýòîé ãëàâå ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþò-
ñÿ â äàëüíåéøåì, âî-ïåðâûõ, äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ðåøåíèé â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
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âûðîæäàþùèõñÿ íà ãðàíèöå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ; âî-âòîðûõ, äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé ðàáîòå ïðîåêöèîííî-
ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ çàäà÷ ñ âûðîæäåíèåì; â-òðåòüèõ, äëÿ îáîñíîâàíèÿ îïòè-
ìàëüíîé ñõîäèìîñòè ýòèõ àïïðîêñèìàöèé.

Â ãëàâå èññëåäóåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

Au ≡ −Dt(t
αa(t)Dtu(t)) + tβb(t)u(t) = f(t) â T = (0, τ), u(τ) = 0, (1)

ãäå a(t), b(t) � ñàìîñîïðÿæåííûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå îïåðàòîðû â ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå X ïðè êàæäîì t ∈ [0, τ ] , a(t) ∈ B(X) , b(t) ∈ B(X1 → X) , ãäå
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî X1 íåïðåðûâíî è ïëîòíî âëîæåíî â X . Ïàðàìåòðû α, β ìî-
ãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ α < β+2 . Â ãðàíè÷íîé òî÷êå t = 0

ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà òèïà êðàåâûõ óñëîâèé: óñëîâèå Íåéìàíà è óñëîâèå Äèðèõëå. Àíà-
ëèç ïðîâîäèòñÿ â òðè ýòàïà ïî ñëåäóþùåé ñõåìå: (i) a(t) = 1, b(t) = λ > 0 � ñêàëÿðíûå
ôóíêöèè → (ii) a(t) = idX (òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â X ), b(t) = b ∈ B(X1 → X) �
ïîñòîÿííûé îïåðàòîð → (iii) a(t), b(t) � îïåðàòîðíîçíà÷íûå êîýôôèöèåíòû, óäîâëå-
òâîðÿþùèå åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì ãëàäêîñòè ïî ïåðåìåííîé t ∈ [0, τ ] � ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî a : [0, τ ] → B(X), b : [0, τ ] → B(X1 → X) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè
â ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðíûõ íîðìàõ è, êðîìå ýòîãî, äëÿ ôóíêöèè a âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ ëþáîãî t ∈ T ñóùåñòâóåò ïðåäåë a′(t) = lim
h→0

(a(t + h)− a(t))/h â íîðìå B(X) ;
2) ‖a′(t)‖B(X) ≤ const íà [0, τ ] .

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä (i) → (ii) , ãäå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ñïåê-
òðàëüíîå ðàçëîæåíèå íåîãðàíè÷åííîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà b â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå X .

Â ðàçäåëå 1 èññëåäóåòñÿ óðàâíåíèå (1) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Íåéìàíà ïðè t = 0 :
tαDu(t)|t=0 = 0 . Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè β ≤ −1 ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò äàæå â ñêàëÿðíîì
ñëó÷àå (X = R) íà êëàññå ïðàâûõ ÷àñòåé C∞

0 (T ) ; òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå β > −1

íåîáõîäèìî äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñ êðàåâûì óñëîâèåì Íåéìàíà â îñîáîé òî÷êå
t = 0 .

Ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî W = Wγ = Wγ,α,β(T ; X, X1) = H2
γ−α(T ; X) ∩H1

γ−α+1(T ; X) ∩
L2,γ−β(T ; X1) ñ íîðìîé ïåðåñå÷åíèÿ è ïîäïðîñòðàíñòâî Ẇ = {v ∈ W : v(τ) = 0} .
Èñïîëüçóÿ äåòàëüíûé àíàëèç èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ òèïà Õàðäè, ïðîâåäåííûé â
ïåðâîé ãëàâå, äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü −1/2 < γ < β +1/2 è âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé:
1) γ ≥ α/2 − 1 èëè 2) ïðîñòðàíñòâî X1 êîìïàêòíî âëîæåíî â X . Òîãäà îïåðàòîð
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A èçîìîðôíî îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî Ẇ íà L2,γ(T ; X) . Ñëåäîâàòåëüíî, â óñëî-
âèÿõ òåîðåìû äëÿ ðåøåíèÿ (1) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì tαDu(t)|t=0 = 0 èìååò ìåñòî
äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

‖D2u|L2,γ−α(T ; X)‖+ ‖Du|L2,γ−α+1(T ; X)‖+
+ ‖u|L2,γ−β(T ; X1)‖ ∼ ‖f |L2,γ(T ; X)‖.

Çàìå÷àíèå. Îöåíêà â òåîðåìå 2 íå áóäåò èìåòü ìåñòà, åñëè γ ≤ −1/2 èëè γ ≥
β + 1/2 .

Â ðàçäåëå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå (1) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Äèðèõëå â òî÷êå
âûðîæäåíèÿ:

Au = f â T, u(0) = u(τ) = 0. (2)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå u(0) = 0 êîððåêòíî òîëüêî ïðè α < 1 ; òà-
êèì îáðàçîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî α < min(1, β + 2) . Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â
îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè t = 0 ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Íåéìàíà, ïîñêîëüêó ó ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå ïðîèçâîäíàÿ Du

â îêðåñòíîñòè íóëÿ íåîãðàíè÷åíà ïðè ñêîëü óãîäíî ãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòè. Öåíòðàëü-
íîé èäååé ýòîãî ðàçäåëà è âñåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå
â ôàêòîðèçîâàííîì âèäå u(t) = t1−αû(t) è ïîëó÷åíèå îöåíîê û(t) â âåñîâûõ íîðìàõ
Ñîáîëåâà.

Ïðîñòðàíñòâî H2
γ,α,β = H2

γ,α,β(T ; X, X1) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ
êîíå÷íûì êâàäðàòîì íîðìû

‖u|H2
γ,α,β‖2 = ‖D(tαDu)|L2,γ(T ; X)‖2 + ‖u|L2,γ−β(T ; X1)‖2

è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ u(τ) = 0 ; ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé îäíîðîäíîé çàäà÷è Äè-
ðèõëå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî Ḣ2

γ,α,β = {u ∈ H2
γ,α,β : u(0) = u(τ) = 0} . Óñëîâèÿ

ðàçðåøèìîñòè è îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) íà êëàññå ïðàâûõ ÷àñòåé L2,γ(T ; X) äàþòñÿ
â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü α − 3/2 < γ < 1/2 è âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé:
1) γ ≥ α/2− 1 èëè 2) ïðîñòðàíñòâî X1 êîìïàêòíî âëîæåíî â X . Òîãäà îïåðàòîð A

èçîìîðôíî îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî Ḣ2
γ,α,β(T ; X,X1) íà L2,γ(T ; X) . Ñëåäîâàòåëü-

íî, â óñëîâèÿõ òåîðåìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) èìååò ìåñòî äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà
‖u|H2

γ,α,β‖ ∼ ‖f |L2,γ‖ .
Ïóñòü σ îáîçíà÷àåò îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ σ(t) = t1−α . Â ðàçäåëå

äîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè α − 3/2 < γ < 1/2 îïåðàòîð σ èçîìîðôíî îòîáðàæà-
åò ïðîñòðàíñòâî Ûγ ≡ H2

γ−1(T ; X) ∩ Ḣ1
γ(T ; X) ∩ L2,γ−1+α−β(T ; X1) íà Ḣ2

γ,α,β(T ; X, X1) .
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð A ◦ σ ÿâëÿ-
åòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà Ûγ íà L2,γ(T ; X) è ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåí-
êà ‖û|H2

γ−1(T ; X)‖ + ‖û|L2,γ−1+α−β(T ; X1)‖ ∼ ‖f |L2,γ(T ; X)‖ , ãäå ðåøåíèå çàäà÷è (2)
u ∈ Ḣ2

γ,α,β(T ; X, X1) è û ∈ Ûγ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì u = σû .
Ðàçäåë 3 âòîðîé ãëàâû ïîñâÿùåí ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1) ñ íåîäíîðîäíûìè

óñëîâèÿìè Äèðèõëå è Íåéìàíà â òî÷êå t = 0 . Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ ðå-
øåíèé u(0) â ãðàíè÷íîé òî÷êå t = 0 èëè ñëåäîâ "ïîòîêà"tαDu|t=0 , ïðèâëåêàþòñÿ òàê
íàçûâàåìûå ïðîìåæóòî÷íûå ìåæäó X è X1 (èëè èíòåðïîëÿöèîííûå) ïðîñòðàíñòâà
Xθ = [X, X1]θ, θ ∈ (0, 1) .

Â ï.3.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîäíîðîäíàÿ 2-òî÷å÷íàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à Äèðèõëå

Au ≡ −D(tαaDu) + tβbu = f â T, u(0) = g, u(τ) = 0 (3)

è äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 4. Ïóñòü α < 1, α−3/2 < γ < min(1/2, β+1/2) è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî
îäíî èç óñëîâèé: 1) γ ≥ α/2 − 1 èëè 2) X1 êîìïàêòíî âëîæåíî â X . Ïîëîæèì θ =
3/2+γ−α
2+β−α

. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè f ∈ L2,γ(T ; X) è ïðîèçâîëüíîãî ãðàíè÷íîãî
çíà÷åíèÿ g ∈ Xθ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ H2

γ,α,β(T ; X,X1) çàäà÷è (3);
áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà ‖u|H2

γ,α,β‖ ∼ ‖f |L2,γ‖+ |g|Xθ
.

Â ï.3.3 èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü â êëàññå H2
γ,α,β(T ; X,X1) çàäà÷è ñ íåîäíîðîäíûì

ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Íåéìàíà â t = 0 . Äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 5. Ïóñòü −1/2 < γ < min(1/2, β + 1/2) è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî îäíî èç
óñëîâèé: 1) γ ≥ α/2− 1 èëè 2) ïðîñòðàíñòâî X1 êîìïàêòíî âëîæåíî â X . Ïîëîæèì
θ = 1/2+γ

2+β−α
. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè f ∈ L2,γ(T ; X) è ïðîèçâîëüíîãî ãðàíè÷íîãî

çíà÷åíèÿ g ∈ Xθ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ H2
γ,α,β(T ; X, X1) çàäà÷è

−D(tαaDu) + tβbu = f â T, (tαDu)(0) = g, u(τ) = 0;

êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà ‖u|H2
γ,α,β‖ ∼ ‖f |L2,γ‖+ |g|Xθ

.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà àíàëèçó âûðîæäàþùèõñÿ íà ãðàíèöå èëè åå ÷àñòè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà òèïà ðåãóëÿðíûõ
îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé Ω ⊂ Rm : öèëèíäðè÷åñêèå è îáùåãî âèäà ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé
êëàññà C2 . Â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòåé, ò.å. îáëàñòåé âèäà Ω = Ω′ × (0, 1) ,
ãäå îáëàñòü Ω′ ⊂ Rm−1 ðåãóëÿðíàÿ (âûïóêëàÿ èëè êëàññà C2 ), ïðè ïîëó÷åíèè òåîðåì
ðàçðåøèìîñòè â âåñîâûõ êëàññàõ ôóíêöèé ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ñ âûðîæäàþùèìñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì, íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ãëàâû 2. Â ñëó÷àå
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îáëàñòåé îáùåãî âèäà ðàññìîòðåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê öèëèíäðè÷åñêèì îáëàñòÿì ïðèìåíåíèåì
ìåòîäà ëîêàëüíûõ êàðò.

Âîïðîñàì ïîâûøåíèÿ ãëàäêîñòè ðåøåíèé âûðîæäàþùèõñÿ íà ãðàíèöå óðàâíåíèé
ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû Ñ.Ì.Íèêîëüñêîãî, Ï.È.Ëèçîðêèíà, èõ êîëëåã è
ó÷åíèêîâ. Ïîäõîä, ðàçâèâàåìûé â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ
âûáîðîì íîðìèðîâîê äëÿ ïðîñòðàíñòâ ðåøåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü äèàïàçîíû
èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, òàêèõ êàê ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ è ñòåïåíü âåñà ïðàâîé
÷àñòè.

Â ðàçäåëå 1 óñòàíàâëèâàþòñÿ âåñîâûå îöåíêè ðåøåíèé çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà
äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ íà ÷àñòè ãðàíèöû ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ â öèëèíäðè÷åñêîé m -ìåðíîé îáëàñòè.

Ïóñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω′ ⊂ Rm−1 âûïóêëà èëè êëàññà C2 . Â îáëàñòè Ω =

Ω′×(0, 1) ⊂ Rm ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, âûðîæäàþùååñÿ íà ÷àñòè ãðàíèöû Γ = ∂Ω ∩ {xm = 0} :

Au ≡ −∂m(xα
mamm∂mu)− xβ

m

∑
i,j<m

∂i(aij∂ju) + a0u = f. (4)

(∂i � îáîáùåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé xi ). Âñþäó â äàííîì ðàçäåëå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî α < β + 2 è

u = 0 íà ∂Ω \ Γ. (5)

Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé ãëàâû,
çàâèñÿò îò òèïà ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ÷àñòè ãðàíèöû Γ � Äèðèõëå èëè Íåéìàíà.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷òî êîýôôèöèåíòû amm(x) è aij(x) (i, j < m) � ôóíêöèè êëàñ-
ñà C1(Ω) , ïðè÷åì ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ (aij(x)) ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåíà íà Ω , ò.å. äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé c0 èìååò ìåñòî îöåíêà
amm(x)ξ2

m +
∑

i,j<m

aij(x)ξiξj ≥ c0|ξ|2 äëÿ âñåõ x ∈ Ω è ξ ∈ Rm . Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå,

÷òî êîýôôèöèåíò a0(x) íåîòðèöàòåëåí â Ω ; óñëîâèÿ íà ðîñò a0(x) ïðè xm → 0 áóäóò
çàâèñåòü îò ïàðàìåòðîâ α, β , îò êëàññà ïðàâûõ ÷àñòåé, à òàêæå îò òèïà ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé íà Γ .

Óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (4) âìåñòå ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (5) â öèëèí-
äðè÷åñêîé îáëàñòè Ω′ × (0, 1) ìîæíî çàïèñàòü êàê îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X = L2(Ω

′) íà èíòåðâàëå T = (0, 1) :

Au(t) ≡ −D(tαa(t)Du(t)) + tβb(t) + a0(t)u(t) = f(t), u(1) = 0, (6)
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åñëè äëÿ x = (x1, . . . , xm) ∈ Ω ïîëîæèòü t = xm ∈ T = (0, 1) , x′ = (x1, . . . , xm−1) ∈ Ω′ è
ââåñòè ïðîñòðàíñòâà

X = L2(Ω
′), X1 = W 2

2 (Ω′)∩ ◦
W

1
2(Ω

′).

Òîãäà ïðîìåæóòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X1/2 ≡ [X, X1]1/2 ñîâïàäåò ñ ïðîñòðàíñòâîì
◦

W 1
2(Ω

′) . Èç êëàññè÷åñêèõ òåîðåì âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ñëåäóåò êîìïàêò-
íîñòü âëîæåíèÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà X1 â X . Äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1] îïåðàòîðû
a(t) ∈ B(X) , b(t) ∈ B(X1 → X) , a0(t) ∈ B(X) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

(a(t)v)(x′) = amm(x′, t)v(x′), (b(t)v)(x′) = −
∑

i,j<m

∂i(aij(x
′, t)∂jv(x′)),

(a0(t)v)(x′) = a0(x
′, t)v(x′).

Èç óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì t ∈ T a(t) ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííûì ñàìîñîïðÿæåííûì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì îïåðàòîðîì â X , à b(t)

� íåîãðàíè÷åííûì ñàìîñîïðÿæåííûì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì îïåðàòîðîì â X ,
ïðè÷åì b(t) íåïðåðûâíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò X1 íà X ; ïîñëåäíåå ñëå-
äóåò èç êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ðåãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííûì x′ = (x1, . . . , xm−1) ∈ Ω′ . Â ýòîì êîíòåêñòå
ïðîñòðàíñòâî H2

γ,α,β(T ; X, X1) îáîçíà÷àåòñÿ êàê H2
γ,α,β(Ω) � ýòî ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñ

êîíå÷íûì êâàäðàòîì íîðìû

‖u|H2
γ,α,β(Ω)‖2 =

∫

Ω

|x−γ
m ∂m(xα

m∂mu)|2 +
∑

i,j<m

|xβ−γ
m ∂iju|2dx

è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ u = 0 íà ∂Ω \ Γ . Ïðè α < 1 êîððåêòíî îïðåäåëåíî ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Ḣ2

γ,α,β(Ω) = {u ∈ H2
γ,α,β(Ω) : u = 0 íà ∂Ω} .

Â ï.1.1 äëÿ çàäà÷è ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå (ïðè îáÿçàòåëüíîì
óñëîâèè α < 1) äîêàçàíà

Òåîðåìà 6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ: 1) α − 3/2 < γ < min(1/2, 3/2 + β − α) è
2) xδ

ma0 ∈ L∞(Ω) äëÿ íåêîòîðîãî δ < min(2 − α, 3/2 − α − γ) . Òîãäà äèôôåðåíöèàëü-
íûé îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà Ḣ2

γ,α,β(Ω) íà L2,γ(Ω) . Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Au = f â Ω , u = 0 íà ∂Ω èìååò ìåñòî äâóñòîðîííÿÿ
îöåíêà ‖u|H2

γ,α,β(Ω)‖ ∼ ‖f |L2,γ(Ω)‖ .
Îòäåëüíîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàåò ñëó÷àé èçîòðîïíîãî âûðîæäåíèÿ α = β (äàëåå

èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ H2
γ,α = H2

γ,α,α è Ḣ2
γ,α = Ḣ2

γ,α,α ). Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè α −
3/2 < γ < 1/2 îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ σ(x) = x1−α

m ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà Ḣ2

γ−1(Ω) = {v ∈ H2
γ−1(Ω) : v = 0 íà ∂Ω \ Γ} íà

ïðîñòðàíñòâî Ḣ2
γ,α(Ω) . Îòñþäà è èç òåîðåìû 6 âûòåêàåò
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ: 1) α − 3/2 < γ < 1/2 è 2) xδ
ma0 ∈ L∞(Ω)

äëÿ íåêîòîðîãî δ < min(2 − α, 3/2 − α − γ) . Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð A ◦ σ

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà Ḣ2
γ−1(Ω) íà L2,γ(Ω) . Òàêèì îáðàçîì, åñëè u(x)

� ðåøåíèå çàäà÷è Au = f â Ω , u = 0 íà ∂Ω , òî äëÿ û(x) = xα−1
m u(x) èìååò ìåñòî

äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà ‖û|H2
γ−1(Ω)‖ ∼ ‖f |L2,γ(Ω)‖ .

Â ï.1.2 âìåñòå ñ (4), (5) ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîäíîðîäíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå

u = g íà Γ, (7)

ãäå g(x′) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ íà Ω′ èç ïðîìåæóòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà Xθ = [X1, X]θ =

[W 2
2 (Ω′)∩ ◦

W 1
2(Ω

′), L2(Ω
′)] =

◦
W 2θ

2 (Ω′) äëÿ íåêîòîðîãî θ ∈ (0, 1) . Ïðîñòðàíñòâî
◦

W 2θ
2 (Ω′)

åñòü ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà-Ñëîáîäåöêîãî ñ äðîáíûì (ïðè θ 6= 1/2) ïîðÿäêîì äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ. Ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó (4), (5), (7) ìîæíî çàïèñàòü â îïåðàòîðíîì âèäå

Lu ≡ (Au; tr u) = (f ; g), (8)

ãäå ÷åðåç tr îáîçíà÷åí îïåðàòîð ñëåäà íà Γ . Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåé
ãëàâû, â ÷àñòíîñòè òåîðåìû 4, äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è ñ
íåîäíîðîäíûì óñëîâèåì Äèðèõëå â òî÷êàõ âûðîæäåíèÿ Γ .

Òåîðåìà 8. Ïóñòü α < 1 , α − 3/2 < γ < min(1/2, β + 1/2) è xδ
ma0 ∈ L∞(Ω) äëÿ

íåêîòîðîãî δ < 1/2 − γ . Òîãäà îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà
H2

γ,α,β(Ω) íà L2,γ(Ω)× ◦
W 2θ

2 (Ω′) , ãäå θ = 3/2+γ−α
2+β−α

.

Â ï.1.3 äëÿ óðàâíåíèÿ (4), (5) ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå Íåéìàíà

xα
m∂mu = 0 íà Γ. (9)

Ðåøåíèå èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé Wγ,α,β(Ω) ñ êîíå÷íûì êâàäðàòîì íîðìû

‖u|Wγ,α,β(Ω)‖2 =

∫

Ω

|xα−γ
m ∂2

mu|2 + |xα−γ−1
m ∂mu|2 +

∑
i,j<m

|xβ−γ
m ∂iju|2dx, (10)

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (9). Ïðîñòðàíñòâî Wγ,α,β(Ω) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà H2

γ,α,β(Ω) , ïîýòîìó íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû íà
Wγ,α,β(Ω) . Ïåðåôîðìóëèðóÿ àáñòðàêòíóþ òåîðåìó ðàçðåøèìîñòè 2 äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîé çàäà÷è, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 9. Åñëè −1/2 < γ < β + 1/2 è xδ
ma0 ∈ L∞(Ω) äëÿ êàêîãî-íèáóäü δ <

min(2− α, 1/2− γ) , òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà Wγ,α,β(Ω)

íà ïðîñòðàíñòâî L2,γ(Ω) .
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Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ xα
m∂mu = g íà Γ, ãäå g ∈ ◦

W 2θ
2 (Ω′) äëÿ

íåêîòîðîãî θ ∈ (0, 1) , çàäà÷ó ìîæíî çàïèñàòü â îïåðàòîðíîì âèäå:

LNu ≡ (Au; tr xα
m∂mu) = (f ; g). (11)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 5, äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 10. Ïóñòü −1/2 < γ < min(β + 1/2, 3/2 + β − α) è xδ
ma0 ∈ L∞(Ω) äëÿ

íåêîòîðîãî δ < min(1/2− γ, 3/2−α− γ) . Òîãäà îïåðàòîð LN ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
ïðîñòðàíñòâà H2

γ,α,β(Ω) íà ïðîñòðàíñòâî L2,γ(Ω)× ◦
W 2θ

2 (Ω′) , ãäå θ = 1/2+γ
2+β−α

.

Ðàçäåë 2 ãëàâû 3 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Au ≡ − div ραa∇u + a0u = f (12)

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rm êëàññà C2 . Çäåñü ρ(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ â Ω ôóíêöèÿ
êëàññà C1 , ñîâïàäàþùàÿ â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ∂Ω c ðàññòîÿíèåì äî íåå îò òî÷êè x ∈
Ω , ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ a(x) = (aij(x)) ñèììåòðè÷íà è ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíà â Ω , aij ∈ C1(Ω) è a0 ≥ 0 .

Â ï.2.1 ââîäÿòñÿ êëàññû ôóíêöèé ñ âåñîì âèäà ρµ(x) . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåí-
íîãî γ ÷åðåç L2,γ(Ω) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ íà Ω ôóíêöèé ñ êîíå÷íûì
êâàäðàòîì íîðìû

‖u|L2,γ(Ω)‖2 = ‖ρ−γu|L2(Ω)‖2 =

∫

Ω

|ρ(x)−γu(x)|2 dx.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî k ≥ 1 ÷åðåç Hk
γ (Ω) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ âåñîì �

ýòî ìíîæåñòâî òåõ ôóíêöèé èç L2,loc (Ω) , äëÿ êîòîðûõ êîíå÷åí êâàäðàò ïîëóíîðìû

‖∇ku|L2,γ(Ω)‖2 = ‖ρ−γ∇ku|L2(Ω)‖2 =
∑

|i|=k

∫

Ω

|ρ(x)−γDiu(x)|2 dx,

ãäå Di � îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìóëüòèèíäåêñó i = (i1, i2, . . . , im) .
Íîðìó ìîæíî îïðåäåëèòü, íàïðèìåð, ôîðìóëîé

‖u|Hk
γ (Ω)‖2 = ‖ρ−γ∇ku|L2(Ω)‖2 + ‖u|L2(Ω

′)‖2,

ãäå Ω′ ⊂⊂ Ω (ò.å. Ω′ ⊂ Ω) � íåïóñòàÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè Ω . ×åðåç
◦
Hk

γ(Ω) îáîçíà÷àåòñÿ
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà C∞

0 (Ω) ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Hk
γ (Ω) . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

◦
H

1
γ(Ω) = H1

γ(Ω) , åñëè γ ≤ −1/2 , è
◦
H1

γ(Ω) = {u ∈ H1
γ(Ω) : u = 0 íà ∂Ω} ïðè γ > −1/2 .
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H2
γ,α(Ω) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé èç L2,loc (Ω) ñ êîíå÷íîé ïîëóíîðìîé, îïðåäåëÿåìîé

ôîðìóëîé

|u|2γ,α =
m∑

i,j=1

∫

Ω

|ρ(x)−γ∂i(ρ(x)α∂ju(x)|2dx;

çà íîðìó ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ‖u‖γ,α = (|u|2γ,α + ‖u|L2(Ω
′)‖2)1/2 . Îòìåòèì, ÷òî ïðî-

ñòðàíñòâî H2
γ,α(Ω) , â îáùåì ñëó÷àå, íå ñîâïàäàåò ñ âåñîâûì ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà

H2
γ−α(Ω) , îäíàêî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè ïðîñòðàíñòâàìè

(âñå ðàâåíñòâà è âêëþ÷åíèÿ ïîíèìàþòñÿ íå òîëüêî â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì, íî è
â òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå): 1) H2

γ,α ∩ H1
1+γ−α = H2

γ−α ∩ H1
1+γ−α ; 2) H2

γ,α ⊂ H2
γ−α , åñ-

ëè γ < −1/2 ; 3) H2
γ−α ⊂ H2

γ,α , åñëè γ < α − 1/2 ; òàêèì îáðàçîì H2
γ,α = H2

γ−α , åñëè
γ < min(−1/2, α − 1/2) . Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè α < min(1, γ + 3/2) äëÿ ôóíêöèé èç
H2

γ,α(Ω) êîððåêòíî îïðåäåëåí ñëåä íà ∂Ω ; â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî
Ḣ2

γ,α(Ω) = {u ∈ H2
γ,α(Ω) : u = 0 íà ∂Ω} .

Â ï.2.2 ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ â äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèÿõ
è äîêàçûâàåòñÿ âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Ïóñòü çàäàí äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

Au = − div |c · x|αa∇u

ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé a , íå çàâèñÿùåé îò x , c ∈
Rm � íåíóëåâîé âåêòîð. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ϕ , ÷òî
â íîâûõ êîîðäèíàòàõ y = ϕx îïåðàòîð A ïðèìåò âèä

Ãũ = −∂ym(|ym|α∂ymũ)− |ym|α
m−1∑
i=1

∂2
yi
ũ.

Â ï.2.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ âûðîæäàþùååñÿ ñî ñòåïåíüþ α < 1 íà ∂Ω äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå (12) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå: u = 0 íà ∂Ω . Èñïîëüçóÿ ìåòîä
ëîêàëüíûõ êàðò è òàê íàçûâàåìîå ðàçáèåíèå åäèíèöû, äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 11. Ïóñòü α − 3/2 < γ < 1/2 è ρδa0 ∈ L∞(Ω) äëÿ íåêîòîðîãî δ <

min(2−α, 3/2−α−γ) . Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð A â (12) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèç-
ìîì ïðîñòðàíñòâà Ḣ2

γ,α(Ω) íà L2,γ(Ω) ; ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è èìååò ìåñòî äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà ‖u‖γ,α,Ω ∼ ‖f |L2,γ(Ω)‖ .

Çàìå÷àíèå 1. Êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò äëÿ ðåãóëÿðíîé çàäà÷è åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé
äîêàçàííûé òåîðåìû ïðè α = γ = 0 ; ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ ðîñò êîýôôèöèåíòà a0

âáëèçè ãðàíèöû ∂Ω , îãðàíè÷åííûé óñëîâèåì ρ3/2−εa0 ∈ L∞(Ω) , ãäå ε > 0 ïðîèçâîëüíî.
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Çàìå÷àíèå 2. Ïîñêîëüêó α < 1 è γ < 1/2 , òî min(2 − α, 3/2 − α − γ) > 0 . Ïî-
ýòîìó óñëîâèå 0 ≤ a0(x) ≤ const (ò.å. β = 0) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð A áûë èçîìîðôèçìîì èç Ḣ2

γ,α(Ω) íà L2,γ(Ω) .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ σ(x) = ρ1−α(x) . Äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî ïðè óñëîâèè α − 3/2 < γ < 1/2 îïåðàòîð σ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåñîâîãî
ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà H2

γ−1(Ω) íà ïðîñòðàíñòâî Ḣ2
γ,α(Ω) . Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 12. Ðåøåíèå çàäà÷è (12) ñ îäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå u(x) = σ(x)û(x) è â óñëîâèÿõ òåîðåìû 11 äëÿ û(x) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà ‖û|H2

γ−1(Ω)‖ ∼ ‖f |L2,γ(Ω)‖ .

Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ñïåöèàëüíîãî îïåðàòîðà êîíå÷íîýëåìåíòíîé àïïðîê-
ñèìàöèè, îïðåäåëåííîãî íà ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà L1 , à òàêæå ïîëó÷åíèþ (íåóëó÷øàå-
ìûõ) îöåíîê ïîãðåøíîñòè ýòîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ôóíêöèé âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáî-
ëåâà. Ïðîöåäóðà àïïðîêñèìàöèè ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäíèõ çíà÷åíèé â îáùèõ
óçëàõ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ ëîêàëüíûõ ïðîåêöèé, ò.å. ïðîåêöèé íà êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ,
è ïîçâîëÿåò ñî÷åòàòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû ëîêàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ðàçíûõ ýëå-
ìåíòàõ, óäîâëåòâîðÿþùèå îñíîâíîé âåñîâîé îöåíêå ïîãðåøíîñòè íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå
(òåîðåìà 14). Â ÷àñòíîñòè, ïðè èñïîëüçîâàíèè îïåðàòîðà îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâà-
íèÿ â L2 íà ýëåìåíòå, ýòîò ïîäõîä áëèçîê ê èçâåñòíîé ïðîöåäóðå Êëåìàíà.

Â ðàçäåëå 1 ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ òåîðèè ìåòîäà êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ è äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü k - íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ëàãðàíæåâûì êîíå÷íûì ýëåìåí-
òîì òèïà (k) â Rm , èëè ëàãðàíæåâûì m-ñèìïëåêñîì òèïà (k) íàçûâàåòñÿ ïàðà
(e, ωe) , ãäå e åñòü íåâûðîæäåííûé m-ñèìïëåêñ â Rm ñ âåðøèíàìè ai, i = 1,m + 1 , à

ωe =

{
m+1∑
i=1

λiai :
m+1∑
i=1

λi = 1, λi = (j − 1)/k, 1 ≤ i, j ≤ k + 1

}

� ìíîæåñòâî óçëîâ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.

×åðåç Pk(e) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìîâ íà e ñòåïåíè k ïî ñîâîêóïíî-
ñòè ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xm . Åñëè e - êîíå÷íûé ýëåìåíò òèïà (k) , òî âñÿêèé ïîëèíîì
ϕ ∈ Pk(e) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â óçëàõ ωe . Â ÷àñòíîñòè, ñîîò-
íîøåíèÿìè

ϕz(x) = δz,x ∀z, x ∈ ωe

(δs,t - ñèìâîë Êðîíåêåðà àáñòðàêòíûõ èíäåêñîâ s, t) îïðåäåëÿåòñÿ áàçèñ Ëàãðàíæà
{ϕz ∈ Pk(e) : z ∈ ωe} .
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Äàëåå ÷åðåç Ω îáîçíà÷àåòñÿ ïîëèãîíàëüíàÿ îáëàñòü â Rm . Ïóñòü Th - òðèàíãóëÿöèÿ
îáëàñòè Ω íà ëàãðàíæåâûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû òèïà (k) , ò.å. ðàçáèåíèå îáëàñòè íà ýëå-
ìåíòû òèïà (k) , ïðè êîòîðîì âñÿêàÿ ãðàíü êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ ëèáî ÷àñòüþ
ãðàíèöû ∂Ω , ëèáî ãðàíüþ äðóãîãî ýëåìåíòà. Ìíîæåñòâî óçëîâ òðèàíãóëÿöèè îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç ωh , ωh =

⋃
e∈Th

ωe . Xh � ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, àññîöèèðîâàííîå

ñ òðèàíãóëÿöèåé Th è îïðåäåëÿåìîå êàê ïîäìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ â Ω ôóíêöèé òà-
êèõ, ÷òî ñóæåíèå êàæäîé èç íèõ íà ëþáîé ýëåìåíò e ∈ Th ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
ïîëèíîìîâ Pk(e) .

Äëÿ e ∈ Th ïîëîæèì he = diam e � äèàìåòð ýëåìåíòà e è de � äèàìåòð âïèñàííîãî
â e øàðà, òàê ÷òî de < he . Ðàññìàòðèâàÿ ñåìåéñòâî òðèàíãóëÿöèé (Th) ñ ïàðàìåòðîì
h = max

e∈Th

he → 0 , ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè

he ≤ Cde (13)

ñ ïîñòîÿííîé C > 1 , íå çàâèñÿùåé îò øàãà êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè h . Â äâóìåðíîì
ñëó÷àå ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ Ì.Çëàìàëà î íå âûðîæäåíèè óãëîâ òðåóãîëü-
íèêîâ, îáðàçóþùèõ òðèàíãóëÿöèþ îáëàñòè.

Â ðàçäåëå 2 ââîäèòñÿ îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå. Äëÿ êàæäîãî
z ∈ ωe ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ψz,e ∈ Pk(e) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâó

(ψz,e, ϕ)e = ϕ(z) ∀ϕ ∈ Pk(e), (14)

ãäå (u, v)e =
∫
e

u(x)v(x)dx - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(e) . Ñëåäîâàòåëüíî,
(ψz,e, ϕξ,e)e = δz,ξ ∀z, ξ ∈ ωe . Îïðåäåëèì îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ Ie â ïðîñòðàíñòâî
Pk(e) ôîðìóëîé

Ieu(x) =
∑
z∈ωe

(ψz,e, u)eϕz(x). (15)

Ôóíêöèþ η = Ieu ∈ Pk(e) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è:
(u− η, ϕ)e = 0 ∀ϕ ∈ Pk(e) . Ïî îïðåäåëåíèþ, Ieϕ = ϕ ∀ϕ ∈ Pk(e) . Â îòëè÷èå îò ñòàíäàðò-
íîãî îïåðàòîðà ëàãðàíæåâîé èíòåðïîëÿöèè, îïðåäåëåííîãî íà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ
è èñïîëüçóþùèé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â óçëàõ ωe , ïðîåêòîð Ie êîððåêòíî îïðåäåëåí íà
áîëåå øèðîêîì êëàññå L1(e) .

Äëÿ êîìïàêòà Γ ⊂ ∂Ω îïðåäåëÿþòñÿ âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W k
q,α(Ω) , ñî-

ñòîÿùèå èç ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé ïîëóíîðìîé

|ρ−α∇ku|q,Ω = (
∑

|i|=k

∫

Ω

|ρ−αDiu|q)1/q,

ãäå ρ(x) åñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî êîìïàêòà Γ .
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Ïóñòü 1 < p ≤ q < ∞, γ ≡ k + 1−m/p− s + m/q > 0 (÷òî îáåñïå÷èâàåò êîìïàêòíîå
âëîæåíèå W k+1

p (Ω) â W s
q (Ω)), α < β + γ è 1 ∈ Lq,α(Ω) . Âûïîëíèìîñòü äàííûõ óñëîâèé

âëå÷åò êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ W k+1
p,β (Ω) â W s

q,α(Ω) . Íàêîíåö, äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäå-
ëåíèÿ îïåðàòîðà Ie íà êëàññå W k+1

p,β (Ω) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìååò ìåñòî âëîæåíèå
W k+1

p,β (Ω) ⊂ L1(Ω) . Òîãäà ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 13. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c > 0 , íå çàâèñÿùàÿ îò e ∈ Th , ÷òî äëÿ
âñåõ u ∈ Wm+1

p,β (Ω) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|ρ−α∇s(u− Ieu)|q,e ≤ chγ
eρ

β−α
e |ρ−β∇k+1u|p,e,

ãäå ρe = max{ρ(x) : x ∈ e}.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü r ≥ 1 íåêîòîðîå ÷èñëî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî

òðèàíãóëÿöèé (Th)h ñãóùàåòñÿ âáëèçè Γ ñî ñòåïåíüþ ñãóùåíèÿ r , åñëè he ∼ hρ
1−1/r
e ,

ãäå h = max{he : e ∈ Th} .
Ýòà îöåíêà â îïðåäåëåíèè îçíà÷àåò, ÷òî âáëèçè ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê Γ ëèíåéíûå

ðàçìåðû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äîëæíû áûòü ñóùåñòâåííî ìåíüøå øàãà ñåòêè h . Èìåííî,
äëÿ äëÿ òåõ ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ he ∼ ρe áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îöåíêà he ∼ hr . Ñëó÷àþ
r = 1 ñîîòâåòñòâóåò êâàçèðàâíîìåðíîå ñåìåéñòâî òðèàíãóëÿöèé.

Ïðè âûïîëíåíèè òåõ æå óñëîâèé âëîæåíèÿ, ÷òî è â òåîðåìå 13, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 14. Åñëè ñåìåéñòâî òðèàíãóëÿöèé (Th) ñãóùàåòñÿ âáëèçè Γ ñî ñòåïåíüþ
ñãóùåíèÿ r ≥ 1 , òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c > 0 , íå çàâèñÿùàÿ îò e ∈ Th , ÷òî äëÿ
âñåõ u ∈ W k+1

p,β (Ω) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|ρ−α∇s(u− Ieu)|q,e ≤ chθ|ρ−β∇k+1u|p,e,

ãäå θ = min(γ, r(γ + β − α)).

Â ðàçäåëå 3 ÷åòâåðòîé ãëàâû ââîäèòñÿ îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâî
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Xh , îïðåäåëåííûé íà ôóíêöèÿõ èç L1(Ω) è äàåòñÿ îöåíêà ïîãðåø-
íîñòè àïïðîêñèìàöèè â âåñîâûõ íîðìàõ.

Äëÿ óçëà êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè z ∈ ωh îáîçíà÷èì Th(z) = {e ∈ Th : z ∈ e} ,
nh(z) = card Th(z) è ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà L1(Ω)

lh,z(u) =
1

nh(z)

∑

e∈Th(z)

Ieu(z).

Îïðåäåëèì îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ Ih èç L1(Ω) â Xh ôîðìóëîé

Ihu(x) =
∑
z∈ωh

lh,z(u)ϕz(x).
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Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ôóíêöèè ϕ = Ihu â êàæäîì óçëå ñåòêè z ∈ ωh åñòü ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèé Ieu(z) ëîêàëüíûõ ïðîåêöèé íà ýëåìåíòàõ e , ñîäåðæàùèõ óçåë
z . Åñëè ϕ ∈ Xh , òî, ïî ñâîéñòâó ëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ, Ieϕ = ϕ íà e ;
ïîýòîìó äëÿ e ∈ Th(z) Ieϕ(z) = ϕ(z) . Ñëåäîâàòåëüíî, Ihϕ = ϕ , è îïåðàòîð Ih ÿâëÿåòñÿ
ïðîåêòîðîì íà ïðîñòðàíñòâî Xh .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé îöåíêå.

Òåîðåìà 15. Ïóñòü α < k + β , s ∈ {0, 1} , 1 ∈ Lp,α(Ω) è âûïîëíåíî âêëþ÷å-
íèå W k+1

p,β (Ω) ⊂ L1(Ω) . Òîãäà äëÿ ñãóùàþùåãîñÿ ê Γ ñî ñòåïåíüþ r ≥ 1 ñåìåéñòâà
òðèàíãóëÿöèé (Th) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè

|ρ−α∇s(u− Ihu)|p,Ω ≤ chθ|ρ−β∇k+1u|p,Ω,

ãäå θ = min(k + 1− s, r(k + 1− s + β − α)) .

Ýòà îöåíêà îáîáùàåò õîðîøî èçâåñòíóþ îöåíêó àïïðîêñèìàöèè êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûìè
ôóíêöèÿìè â íåâåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà ïðè α = β = 0, r = 1 .

Â ðàçäåëå 4 ãëàâû 4 óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè àïïðîêñèìàöèé êî-
íå÷íûìè ýëåìåíòàìè ôóíêöèé èç âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà íà îñíîâå ñïåöèàëü-
íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, êîëè÷åñòâåííî îïèñûâàþùèõ êà÷åñòâåííûå ñâîé-
ñòâà êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ è êîìïàêòîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îáçîð òàêèõ
õàðàêòåðèñòèê è èõ âçàèìîñâÿçü èìååòñÿ â ðàáîòàõ Á.Ñ.Ìèòÿãèíà, Â.Ì.Òèõîìèðîâà,
À.Ïåë÷èíñêîãî, À.Ïè÷à, Õ.Òðèáåëÿ. Òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
ïîïåðå÷íèêè ïî Êîëìîãîðîâó è àïïðîêñèìàöèîííûå ÷èñëà, îïèñûâàþùèå àïïðîêñèìà-
öèè êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ êîíå÷íîìåðíûìè.

Â ãëàâå 5 ðàññìîòðåí ðÿä ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ âûðîæäåíèåì êîýôôè-
öèåíòîâ â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ, ïîëó÷åíû íèæíèå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ
Ãàëåðêèíà äëÿ ýòèõ çàäà÷, ïîñòðîåíû ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûå ñõåìû èõ ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ, óñòàíîâëåíû èõ îöåíêè ïîãðåøíîñòè, êîòîðûå äîêàçûâàþò èõ îïòèìàëüíîñòü â
ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå.

Ðàññìàòðèâàåìûå êðàåâûå çàäà÷è ôîðìóëèðóþòñÿ â ýêâèâàëåíòíîé âàðèàöèîííîé
ôîðìå: ââîäÿòñÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà a(u, v) , ïîðîæäàåìàÿ äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðà-
òîðîì â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâå V , ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé
ñ êîíå÷íîé íîðìîé ‖v‖V =

√
a(v, v) è óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì çàäà÷è, ëè-

íåéíûé ôóíêöèîíàë f(v) , îïðåäåëÿåìûé ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ, è ñòàâèòñÿ çàäà÷à
î íàõîæäåíèè ôóíêöèè u ∈ V òàêîé, ÷òî

a(u, v) = f(v) ∀v ∈ V. (16)
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Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðèáëèæåííî ìåòîäîì Ãàëåðêèíà, ò.å. âûáèðàåòñÿ àïïðîêñèìè-
ðóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî Vn ⊂ V è èùåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå un = uf,n ∈ Vn ,
óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâó

a(un, v) = f(v) ∀v ∈ Vn. (17)

Â ðàçäåëå 1 â èíòåðâàëå Ω = (0, 1) ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõòî÷å÷íàÿ çàäà÷à Äèðèõëå
4-ãî ïîðÿäêà

(xαau′′)′′ + xβbu = f, u(0) = u′(0) = u(1) = u′(1) = 0. (18)

Âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ α < 1, α < β + 4, f ∈ L∞(Ω) .
Èññëåäîâàëèñü ðàçëè÷íûå ïîäõîäû äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ äâóõòî÷å÷íîé êðà-

åâîé çàäà÷è 2-ãî ïîðÿäêà ñ âûðîæäåíèåì êîýôôèöèåíòîâ â îäíîì èëè îáîèõ êîíöàõ
èíòåðâàëà, â òîì ÷èñëå ñãóùåíèå ñåòêè è èñïîëüçîâàíèå L-ñïëàéíîâ. Çäåñü ìîæíî
óêàçàòü óæå óïîìÿíóòûå ðàáîòû Ï.Äæàìåò, Ï.Ñüÿðëå, Ô.Íàòòåðåðà, Ð.Âàðãà, à òàê-
æå Ì.Êðóçüå, Ä.Ì.Òîìàñà, Ä.Äåéëè, Ä.Ïèðñà, Ê.Ýðèêññîíà, Â.Òîìè è äðóãèõ. Ìåòîä
àïïðîêñèìàöèè, èñïîëüçóåìûé â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå îñíîâàí íà ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîì âûäåëåíèè îñîáåííîñòè, à èìåííî íà ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è â
âèäå u(x) = x1−αû(x) äëÿ óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà è u(x) = x2−αû(x) äëÿ óðàâíåíèÿ
4-ãî ïîðÿäêà.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áèëèíåéíóþ ôîðìó a è ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f :

a(u, v) =

∫

Ω

xαau′′v′′ + xβbuv dx, f(v) =

∫

Ω

fv dx.

Ïóñòü V îáîçíà÷àåò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé v(x) ñ êîíå÷íîé íîðìîé
‖v‖V =

√
a(v, v) è óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì çàäà÷è. Òîãäà ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à

(18) ýêâèâàëåíòíà âàðèàöèîííîé çàäà÷å (16).
Äëÿ ñåòêè óçëîâ ωn = { i

n
: i = 0, n} îáîçíà÷èì ÷åðåç S3,1(ωn) ïðîñòðàíñòâî êóáè÷å-

ñêèõ ñïëàéíîâ êëàññà C1 , ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [0, 1]

ôóíêöèé, ñóæåíèå êàæäîé èç êîòîðûõ íà ëþáîé îòðåçîê [ i−1
n

, i
n
] åñòü ïîëèíîì òðåòüåé

ñòåïåíè (êóáè÷åñêèé êîíå÷íûé ýëåìåíò êëàññà C1 ).
Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðóþùåãî ïîäïðîñòðàíñòâà Vn áåðåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíê-

öèé âèäà x2−αψ(x) , ãäå ψ ∈ S3,1(ωn), ψ(1) = ψ′(1) = 0 .

Òåîðåìà 16. Èìååò ìåñòî îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà
(17) äëÿ çàäà÷è (16): ‖u− un‖V ≤ cn−2‖f‖L∞ .

Çàìå÷àíèå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ çà-
äà÷è (16), ò.å. êîãäà â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà Vn áåðåòñÿ ìíîæåñòâî
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ôóíêöèé èç S3,1(ωn) , óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì çàäà÷è, èìååò ìåñòî ëèøü
îöåíêà ‖u− un‖V ∼ cn

α−1
2 ‖f‖L∞ .

Â ðàçäåëå 2 â îáëàñòè Ω = (0, 1) × (0, 1) ⊂ R2 ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
Äèðèõëå

−∂1(x
α
1 a1(x)∂1u(x))− ∂2(x

α
1a2(x)∂2u(x)) = f(x), u|∂Ω = 0 (19)

ñ âûðîæäåíèåì êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ïî ïåðåìåííîé x1 íà ÷àñòè ãðàíèöû Γ =

{0} × [0, 1] . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî α < 1, êîýôôèöèåíòû ai(x) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå,
ai(x) ≥ c0 > 0 äëÿ i = 1, 2, ïðàâàÿ ÷àñòü f ∈ L2,γ(Ω) è âûïîëíåíî óñëîâèå
1 + γ − α/2 > 0 . Áèëèíåéíàÿ ôîðìà çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

a(u, v) =

∫

Ω

xα
1 a1(x)∂1u(x)∂1v(x) + xα

1a2(x)∂2u(x)∂2v(x) dx,

ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f(v) =
∫
Ω

f(x)v(x)dx. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïî-

ëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (16).
Ïóñòü Vn ⊂ V � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè

n = 1, 2, . . . Îáîçíà÷èì ÷åðåç uf ðåøåíèå çàäà÷è (16) äëÿ ïðàâîé ÷àñòè f ∈ L2,γ(Ω) è
÷åðåç un

f ∈ Vn ïðèáëèæåíèå ïî Ãàëåðêèíó â ïîäïðîñòðàíñòâå Vn , ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è
(17). Ââåäåì ôóíêöèþ îøèáêè, ïîëîæèâ

En = E(Vn) = sup{‖uf − un
f‖V

: ‖x−γ
1 f‖L2(Ω) ≤ 1}.

Äëÿ λ > 0 è íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèì òàêæå ôóíêöèþ

hλ(n) =





n−1/2 , åñëè λ > 1/2

n−1/2 ln1/2 n , åñëè λ = 1/2

hλ(n) = n−λ , åñëè λ < 1/2.

Èñïîëüçóÿ îöåíêó ðåøåíèÿ â òåîðåìå 6 ãëàâû 3 è îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ ïî Êîëìîãîðîâó
â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà, äîêàçûâàåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü λ = 1 + γ − α/2 > 0 . Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c0 > 0 ,
÷òî äëÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèé (17) èìååò ìåñòî îöåíêà En ≥ c0hλ(n).

Äàëåå ñòðîèòñÿ ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íàÿ ñõåìà íà îñíîâå ìóëüòèïëèêàòèâíîãî âûäåëå-
íèÿ îñîáåííîñòè, äëÿ êîòîðîé íèæíÿÿ îöåíêà äîñòèãàåòñÿ, ò.å. ñ îïòèìàëüíîé ñêîðîñòüþ
ñõîäèìîñòè. Ïóñòü (Tn) � ñåìåéñòâî òðèàíãóëÿöèé îáëàñòè Ω , card Tn ' n , Xn � ïðî-
ñòðàíñòâî ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Vn ⊂ V , ñîñòîÿùåå èç
ôóíêöèé âèäà x1−α

1 ψ(x) , ãäå ψ ∈ Xn è ψ(x) = 0 íà ÷àñòè ãðàíèöû ∂Ω \ Γ . Çàìåòèì,
÷òî dim Vn ' n .
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Òåîðåìà 18. Â çàâèñèìîñòè îò λ = min(1, 1+γ−α/2) âûáåðåì ñòåïåíü ñãóùåíèÿ
òðèàíãóëÿöèé (Tn) r = 1/λ , åñëè λ ≥ 1/2 è r ∈ (2, 1/λ] , åñëè λ < 1/2 . Òîãäà äëÿ
ðåøåíèé un

f ∈ Vn çàäà÷ (17) èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü E(Vn) ≤ chλ(n) . Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ f ∈ L∞(Ω) ñïðàâåäëèâà îöåíêà E(Vn) ≤ cn−1/2 íà êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêå.

Çàìå÷àíèå. Ñòàíäàðòíûé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñ èñïîëüçîâàíèåì êóñî÷íî-
ëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèé, ïðè âûðîæäåíèè α ∈ (0, 1) äàåò ëèøü ñõîäèìîñòü En ≥
c0n

α−1
4 íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå è En ≥ c0n

α−1
2 >> hλ(n) íà ñãóùàþùåéñÿ ñåòêå.

Ðàçäåë 3 ãëàâû 5 ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíûõ ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûõ ñõåì
äëÿ çàäà÷ ñ âûðîæäåíèåì â óãëîâîé òî÷êå. Äëÿ çàäà÷ â îáëàñòÿõ ñ óãëîâûìè òî÷êà-
ìè áåç âûðîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ðàáîòàõ Å.À.Âîëêîâà, È.Áàáóøêè, Ã.Ñòðåíãà è
Äæ.Ôèêñà, À.Øàòñà è Ë.Óîëáèíà, Â.Â.Øàéäóðîâà àíàëèçèðîâàëèñü ñïîñîáû ëîêàëü-
íîãî ñãóùåíèÿ ñåòêè. Ð.Ç.Äàóòîâûì ïðåäëîæåíà ñõåìà ÌÊÝ ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì âû-
äåëåíèåì îñîáåííîñòè â îêðåñòíîñòè óãëîâîé òî÷êè. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ýòîò
ìåòîä îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé âûðîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â óãëîâîé òî÷êå.

Ïóñòü Ω ⊂ R2 � óãëîâîé ñåêòîð ðàñòâîðà θ ∈ (0, 2π] ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò
O , êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óñëîâèÿìè 0 < r < 1, 0 < ϕ < θ . Â
îáëàñòè Ω ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à

− div ρα∇u = f â Ω, u = 0 íà ∂Ω. (20)

Çäåñü ρ(x) = |x| = (x2
1 + x2

2)
1/2, f ∈ L2,γ(Ω) , ò.å. ρ−γf ∈ L2(Ω) . Çàäà÷à èìååò òðè

ðàçëè÷íûõ òèïà îñîáåííîñòåé â óãëîâîé òî÷êå, õàðàêòåðèçóåìûõ òðåìÿ âåùåñòâåííûìè
ïàðàìåòðàìè: θ , èëè λ = π/θ , α è γ .

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà è ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

a(u, v) =

∫

Ω

ρα∇u · ∇vdx, f(v) =

∫

Ω

f(x)v(x)dx

íà ýíåðãåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå V = {v ∈ L2,loc : ‖v‖V =
√

a(v, v) < ∞, v = 0 íà
∂Ω}. Êðàåâàÿ çàäà÷à (20) ýêâèâàëåíòíà âàðèàöèîííîé çàäà÷å (16) ñ ââåäåííûìè a è f

íà ïðîñòðàíñòâå V . Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè óñëîâèè 1 + γ − α/2 ≥ 0 çàäà÷à (16) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïóñòü Vn ⊂ V � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè
n ∈ N . Òàêæå êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ÷åðåç uf îáîçíà÷àåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è
(16) äëÿ ïðàâîé ÷àñòè f ∈ L2,γ(Ω) è ÷åðåç un

f ∈ Vn � ïðèáëèæåíèå ïî Ãàëåðêèíó â
ïîäïðîñòðàíñòâå Vn , ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è (17). Îøèáêà àïïðîêñèìàöèè íà êëàññå ïðàâûõ
÷àñòåé L2,γ(Ω) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

En = E(Vn) = sup{‖uf − un
f‖V

: ‖ρ−γf‖L2(Ω) ≤ 1}.
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Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 19. Åñëè 1 + γ − α/2 > 0 , òî èìååò ìåñòî íèæíÿÿ îöåíêà ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè En ≥ c0n

−1/2 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ÷àñòü ãðàíèöû ∂Ω , ñîñòîÿùóþ èç îòðåçêîâ ϕ = 0 è ϕ = θ .
Ââåäåì ôóíêöèþ

σ(r, ϕ) = rβ sin λϕ, ãäå λ = π/θ, β =

√
4λ2 + α2 − α

2
.

Ïóñòü (Tn) � ñåìåéñòâî òðèàíãóëÿöèé îáëàñòè Ω , card Tn ' n , Xn � ïðîñòðàíñòâî ëè-
íåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîëîæèì Ωn = ∪{e : e ∈ Tn}, Sn = ∂Ωn \ S è îïðåäåëèì
àïïðîêñèìèðóþùèå ïîäïðîñòðàíñòâà äâóìÿ ìåòîäàìè � êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿ-
ìè íà ñãóùàþùåéñÿ ñåòêå è êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè, óìíîæåííûìè íà âåñîâóþ
ôóíêöèþ σ , îïðåäåëåííóþ âûøå: Vn = {v ∈ Xn : v = 0 íà ∂Ωn}, V̂n = {σv : v ∈ Xn, v =

0 íà Sn}.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ çíà÷åíèÿ 1 + γ −α/2 , êîòîðîå îïðåäåëÿåò

ñòåïåíü ñãóùåíèÿ ñåòêè â îêðåñòíîñòè óãëîâîé òî÷êè äëÿ äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîé
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

1. 0 < 1+γ−α/2 <
√

4λ2+α2

2
. Äëÿ Vn è V̂n âûáèðàåòñÿ îäíà è òà æå ñòåïåíü ñãóùåíèÿ

ñåòêè r1 = max(1, 1
1+γ−α/2

) .
2.

√
4λ2+α2

2
≤ 1 + γ − α/2 <

√
16λ2+α2

2
. Ñòåïåíü ñãóùåíèÿ ñåòêè äëÿ Vn � r2 =

max(1, 2√
4λ2+α2 ). Ñòåïåíü ñãóùåíèÿ äëÿ V̂n êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå � r1 . Çàìåòèì, ÷òî

r1 ≤ r2 .
3.

√
16λ2+α2

2
≤ 1 + γ − α/2 . Äëÿ Vn ñòåïåíü ñãóùåíèÿ, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,

ðàâíà r2 . Äëÿ V̂n âûáèðàåì r3 = max(1, 2√
16λ2+α2 ) . Î÷åâèäíî, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå

ñòåïåíü ñãóùåíèÿ r3 äëÿ ïîñòðîåíèÿ V̂n ìåíüøå, ÷åì r2 .
Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåòñÿ îïòèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

E(Vn) ' n−1/2 è E(V̂n) ' n−1/2 íà êëàññå ïðàâûõ ÷àñòåé L2,γ . Â ÷àñòíîñòè, âåðíà

Òåîðåìà 20. Åñëè γ ≥ α/2 , òî äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè ñ øàãîì h ' n−1/2 è
àïïðîêñèìàöèè âèäà un = σûn , ãäå ûn ∈ V̂n , èìååò ìåñòî îïòèìàëüíàÿ ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå

‖u− un‖V ≤ c
‖ρ−γf‖L2(Ω)√

n
.

Â ðàçäåëå 4 â îáëàñòè Ω = (0, 1) × (0, 1) ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ñ âûðîæäàþùèìèñÿ íà Γ = {0} × [0, 1] êîýôôèöèåíòàìè:

−∂1(x
α
1 a1∂1u)− xα

1∂2(a2∂2u) = λxβ
1bu â Ω, u = 0 íà ∂Ω. (21)
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Çäåñü α < min(1, 2
3
β+1, β+2) . Íà ïðîñòðàíñòâå V =

◦
H1
−α/2(Ω) îïðåäåëÿþòñÿ áèëèíåéíûå

ôîðìû

a(u, v) =

∫

Ω

2∑

k=1

xα
1ak∂ku∂kvdx, b(u, v) =

∫

Ω

xβ
1buvdx.

Èñõîäíóþ çàäà÷ó (21) ìîæíî çàïèñàòü â âàðèàöèîííîì âèäå, êàê çàäà÷ó îá îòûñêàíèè
ñîáñòâåííûõ ïàð (λ, u) ∈ R× V , óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

a(u, v) = λb(u, v) ∀v ∈ V. (22)

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 0 < λ1 ≤ λ2 ≤
. . . , λi →∞ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ui .

Ïóñòü (Tn) � ñåìåéñòâî êâàçèðàâíîìåðíûõ òðèàíãóëÿöèé ïðÿìîóãîëüíèêà Ω ,
card Tn ' n , Xn � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ââåäåì ïðîñòðàí-
ñòâî Vn ⊂ V , ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé âèäà x1−α

1 ψ(x) , ãäå ψ ∈ Xn è ψ(x) = 0 íà ÷àñòè
ãðàíèöû ∂Ω \Γ è áóäåì èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è (22). Ïðèáëèæåí-
íûìè ðåøåíèÿìè íàçûâàþòñÿ ïàðû (λ, u) ∈ R×Vn, u 6= 0 , óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ

a(u, v) = λb(u, v) ∀v ∈ Vn. (23)

Òåîðåìà 21. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
(i) äëÿ êàæäîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ui,n çàäà÷è (23) ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííàÿ

ôóíêöèÿ ui çàäà÷è (22), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi , ÷òî ‖ui‖V = 1

è ñïðàâåäëèâà îöåíêà â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ‖ui − ui,n‖V ≤ cin
−1/2, ãäå ci íå çàâèñèò

îò n ;
(ii) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷ (22) è (23) èìååò ìåñòî

îöåíêà 0 ≤ λi,n − λi ≤ cin
−1.
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