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0-735661
Актуальность темы. Метод ренормализационный группы (РГ)

является одним из основных методов исследования систем квантовой тео-
рии поля и статистической физики. Первая квантово-полевая версия мето-
да РГ была развита в работах М.Гелл-Манна и Ф.Лоу, Н.Н.Боголюбова и
Д.В.Ширкова. Позднее К.Вильсон, основываясь на аналогиях между кван-
товой теорией поля и статистической физикой, предложил свой вариант
РГ. Замечательным успехом нового метода РГ является современная тео-
рия критических явлений. Вместе с тем этот метод поставил много серьез-
ных математических проблем, связанных как с его обоснованием, так и раз-
витием вычислительного формализма. Главной трудностью РГ-анализа
является нелокальность РГ-преобразования. В иерархических моделях, вве-
денных в математическую физику Ф.Дайсоном, РГ-преобразование локаль-
но. Это обстоятельство позволило П.М.Блехеру и -Я.Г.Синаю1 провести
строгое обоснование Вильсоновской картины критических явлений в рам-
ках бозонной иерархической модели. Различные иерархические модели рас-
сматривались в работах Д.Галлавотти, П.Колле и Ж.-П.Экмана, К.Гавен-
дзкого и А.Купяйнена и многих других авторов.Они послужили источни-
ком накопления первоначальной интуиции и полигоном для отработки ме-
тодов, которые затем иногда переносились в традиционные модели. Преоб-
разование РГ в бозонных иерархических моделях порождает сложную ди-
намическую систему в бесконечномерном пространстве плотностей свобод-
ных мер, поэтому многие результаты справедливы только в окрестности
гауссовской неподвижной точки. Поиск'й' разработка новых иерархических
моделей является актуальной" за^ачейГ" ^

Непрерывными версиями иерархических моделей являются р-адические
модели. Под последними мы понимаем Модели, в которых поле определено
на d-мерном р-адическом пространстве Q* но принимает значение в R
или в алгебре Грассмана. Предложение рассматривать р-адические моде-
ли в контексте теории струн впервые появилось в работе И.В.Воловича?. В
последние годы были рассмотрены р-адические аналоги различных объек-
тов математической физики — см. книгу В.С.Владимирова, И.В.Воловича.
Е.И.Зеленова 3. Ряд теоретиков предполагает, что дискретно-нормиро-
ванные поля типа р-адических могут оказаться полезными при описании

1 Bicker P.M., Sinai Ja.G. Investigation of the critical point in models of the
type of Dyson's hierarchical models. Commun. Math. Phys. 1973. V.33. P.23.

^Волович И.В. р-адическое пространство- время и теория струн. ТМФ.
1987. Т.71. С.337-340.

3Владимирова B.C., Воловича И.В., Зе.лекова Е.И. р-адический анализ
и математическая физика. М: Наука. 1994.
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структуры пространства-времени на малых расстояниях. Ю.И.Маниным
выдвинута гипотеза о том, что вещественная теория и все ее р-адические
аналоги могут объединиться в одну модель на группе аделей с замеча-
тельными аналитическими свойствами. Существенный аргумент в пользу
изучения р-адических моделей состоит в том, что р-адические теории (как
и иерархические) могут оказаться полезными с методологической точки
зрения в сложных задачах математической физики:

Целью диссертационной работы является изучение крити-
ческих явлений, построение термодинамического и непрерывного предела
в фермионной иерархической модели, развитие формализма теории возму-
щениий в р-адической квантовой теории поля, установление связи между
р-адическими и иерархическими моделями.

Методы исследования, использованные в диссертационной ра-
боте представляют собой развитие методов ренормализационной группы в
реальном пространстве, которые в случае фермионной иерархической моде-
ли являются методами теории конечномерных динамических систем. При
построении теории р-адических фейнмановских интегралов и их перенор-
мировок мы развиваем методы рг-адического анализа, а также используем
методы функционального и комплексного анализа.

Теоретическое значение и научная новизна работы
определяются следующим:

1. Предложена новая фермионная иерархическая модель. Изучена гло-
бальная динамика потока ренормализационной группы в этой модели, .что
позволило описать картину критических явлений и решить проблему тер-
модинамического предела для ряда областей в плоскости констант связи.
Построен непрерывный предел в этой модели, который на самом деле яв-
ляется р-адической фермионной теорией, причем для нерезонансных зна-
чений параметра ренормгруппы константы связи непрерывной теории ко-
нечны и могут быть восстановлены по константам связи иерархической
модели.

2. Показано, что дискретизация случайных полей на р-адических про-
странствах приводит к моделям на иерархической решетке. Проблема вы-
числения нетривиального функционального интеграла, задающего плот-
ность свободной меры в дискретизованной модели, ставится и решается
как проблема теории функциональных уравнений. Проблема ультрафиоле-
товых расходимостей трактуется как проблема малых знаменателей.

3. Получены явные формулы для р-адических фейнмановских амплитуд
во всех порядках теории возмущений и построена теория аналитической
перенормировки таких амплитуд. Предложена новая процедура перенорми-
ровок, основанная на анализе функционального уравнения для плотности

1 НАУЧНАЯ БИБЛИОТЕКА
1 им Н. И Л0|АЧЕВСКОГО!
'КАЗАНСКОГО гос. УНИВЕРСИТЕТА-



свободной меры. В случае фермионной иерархической модели эта процеду-
ра сводится к построению нормализующего отображения к преобразованию
ренормгруппы в нуле.

4. Построены различные процедуры е-разложений на языке формаль-
ных гамильтонианов в евклидовых и р-адических моделях статистической
физики.

АппробацИЯ работы. Результаты диссертации докладывались
на семинарах Казанского и Московского университетов, научно-исследова-
тельского института математики и механики им.Н.Г.Чеботарева (Казань),
Института теоретической и экспериментальной физики (Москва), на семи-
нарах отделов математической физики и квантовой теории поля Матема-
тического института им.В.А.Стеклова РАН, Центра теоретической физи-
ки (Люмини, Марсель, Франция), Института высших научных исследова-
ний (Бюр-сюр-Ивет, Франция), на I Всемирном конгрессе общества Бер-
нулли (Ташкент, 1986г.), на международных Вильнюсских конференциях
по теории вероятностей и математической статистике (1989г.,1993г.), на
международном совещании "Ренормгруппа-91" (Дубна, 1991г.), на между-
народной конференции по конструктивной теории поля (Париж, 1994г.),
на международной конференции, посвященной 175-летию со дня рождения
П.Л.Чебышева (Москва, 1996г.), на 2-ом европейском математическом кон-
грессе (Будапешт, 1996г.), на международном математическом конгрессе
(Берлин, 1998г.).

Публикации. Содержание диссертации отражено в статьях [1-18].
Теорема 5.2, содержащаяся в статье [1], написанной в соавторстве с П.М.Бле-
хером, получена непосредственно автором. Статьи [2-4],[10-11] написаны в
соавторстве с моим учеником Э.Ю.Лернером. Постановка задач и идеи до-
казательств основных теорем, содержащихся в этих работах, принадлежат
автору.

Структура И объем работы. Диссертация состоит из введения,
26 разделов, объединенных в пять глав, двух приложений, списка цитиро-
ванной литературы из 92 наименований. Общий объем — 284 страницы.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность, ставятся цель и задачи исследо-
вания, подробно разбирается мотивация этих задач и краткое содержание
диссертации.

Содержание глав 1-5 кратко может быть охарактеризовано следующим
образом. В первых двух главах мы изучаем фермионную иерархическую
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модель (мы будем также называть ее (^^>)2-моделыо). Определим иерар-
хическую решетку Л как множество натуральных чисел, на котором задано
иерархическое расстояние d(t,j), i,j£A. = N. Пусть п > 1 — натураль-
ный параметр и
Определим иерархическое расстояние d(i,j) как мощность минимального
блока Vfc,, содержащего точки г и j. Спин в этой модели задается набором
из четырех компонент ф*(г) = (^i(t))'0i(*))'02(*))^2(t))5 являющихся об-
разующими алгебры Грассмана Г. Гауссовское фермионное поле задается
состоянием ро(а) на алгебре Г с бинарной корреляционной функцией

(1)
а негауссовское поле строится как гиббсовская перестройка гауссовского
состояния ро(а) с помощью потенциала

РГ-преобразование фермионного поля задается формулой

(3)

Состояние ро(«) РГ-инвариантно, а действие РГ в пространстве кон-
стант связи (г, д) вычисляется явно и является рациональным отображени-
ем. Все неподвижные точки РГ находятся явно, причем, как и в бозонном
случае, при а — 3/2 происходит бифуркация одной из неподвижных точек
( и+"-ой НТ) от тривиальной гауссовской. Кроме того, имеется еще одна ко-
нечная неподвижная точка ("— "-ая НТ), аналог которой в бозонном случае
неизвестен и которую, вообще говоря, невозможно обнаружить методами
теории возмущений. Наконец, имеется бесконечно удаленная неподвижная
точка, "плотность" свободной меры которой является "грассмановой" 6-
функцией и которую нельзя описать в (г, </)-координатах.

В главе 1-ой изучаются устойчивые РГ-инвариантные кривые для раз-
личных неподвижных точек. Выделяются РГ-инвариантные области в верх-
ней и нижней полуплоскостях констант связи, что позволяет раскласси-
фицировать точки плоскости по способу ухода их (при РГ-итерациях) на
бесконечность. Мы изучаем асимптотику РГ-итераций и показываем, что
она определяется спектром дифференциала РГ-отображения в нуле. При-
водятся результаты компьютерных экспериментов, показывающие сложное
глобальное поведение инвариантных кривых.

В главе 2-ой все эти результаты используются при изучении вопроса
о термодинамическом пределе и критическом поведении в (^•0)2-модели.

6



Критические явления описываются в терминах предельного поведения грас-
смановозначной плотности распределения суммарного спина с подходящей
нормировкой. Бели зафиксировать константу г и трактовать константу
д как обратную температуру, мы получаем необычную картину крити-
ческих явлений, в которой поведение предельной плотности суммарного
спина меняется бесконечно много раз на конечном интервале температур.
Мы также вычисляем некоторые критические индексы. Непрерывным ана-
логом иерархической (V^)2-модели является р-адическая (^)2-модель.
Мы показываем, что константы связи гамильтониана дискретизации р
адической модели на иерархическую решетку вычисляются по константам
связи гамильтониана р-адической теории с помощью преобразования, ко-
торое является нормализующим преобразованием к отображению РГ в ну-
ле. Вычисление функционального интеграла, задающего процедуру дис-
кретизации, сводится к решению 2-мерного функционального уравнения,
а серия ультрафиолетовых полюсов р-адической (г^ф)2-теория трактует-
ся как серия резонансных- значений этого уравнения. Обратимость РГ-
преобразования позволяет дать простое решение проблемы непрерывного
предела. Более того, показано, что если параметр РГ не является резо-
нансным значением, то можно восстановить константы связи непрерывной
теории по константам связи решетчатой теории.

Отметим, что некоторый вырожденный вариант иерархической ферми-
онной модели изучался Т.Дорласом4. Эта модель описывалась не в гибб-
совской форме, и поэтому вопрос о критическом поведении не ставился.
Значения а и п были фиксированными, что привело к некоторым артефак-
там.

В главе 3-ей изучаются трансляционно- и скейлинг-инвариантные (ав-
томодельные) гауссовские случайные поля над d-мерным р~ адическим про-
странством. Показано, что дискретизация этих полей приводит к иерар-
хическим гауссовским полям. Изучается процедура дискретизации р-ади-
ческой <р4 теории, гауссовская часть которой задается автомодельным с
параметром а гамильтонианом. Показано, что также как и в фермионном
случае, плотность распределения спина в дискретизованной модели может
быть найдена как решение функционального уравнения, которое в бозонном
случае уже является интегральным. Процедура решения этого уравнения
автоматически суммирует подклассы р-адических феинмановских ампли-
туд. В конце 3-ей главы мы вводим понятие ренормализационной группы
для обобщенных случайных полей на группе аделей и строим пример га-
уссовского автомодельного (т.е. РГ-инвариантного) поля.

*Dorlas T.C. Simple hierarchical fermioii model. Commun. Math. Phys.
1991. V.136. P.169.
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Глава 4 посвящена теория р-адических фейнмановских амплитуд и их
перенормировок. Ультраметричность р-адической нормы позволяет полу-
чить разложение амплитуды в конечную сумму по так называемым иерар-
хическим семействам. Коэффициенты этого разложения могут быть вы-
числены явно. В конечном счете, все сводится к вычислению интеграла
от р-адической амплитуды по всем переменным по единичному шару. Для
последнего интеграла существует явное представление, которое позволяет
построить теорию аналитической и размерной перенормировок на уровне
фейнмановских амплитуд.

Отметим, что в работах [10],[14] изучались р-адические фейнмановские
амплитуды в координатном представлении. Алгоритмы для вычисления
амплитуд в импульсном представлении и общая теория Д-операции по-
строены в работах Э.Ю.Лернера5. Несколько другие представления для
р-адических фейнмановских амплитуд и другие переномировочные схемы в
низших порядках теории возмущений рассмотрены в работе В.А.Смирнова6.

В разделе 4.4 мы описываем новую процедуру перенормировок, исполь-
зующую функциональное уравнение для плотности спина дискретизован-
ной модели. В случае (^^>)2-теории процедура перенормировки сводится к
обращению оператора дискретизации. В случае же у>4-теории мы обраща-
ем отображение, задаваемое двумя первыми коэффициентами разложения
плотности спина дискретизованной модели в ряд по степеням поля (коэффи-
циенты сами представляют собой формальные степенные ряды от констант
связи непрерывной теории). Фактически процедура перенормировки позво-
ляет нам построить (локальное) вложение преобразования ренормгруппы
в непрерывную полугруппу преобразований. Генераторы этой полугруп-
пы являются /3-функциями р-адической теории, и нетривиальные нули
/3-функций задают нетривиальные неподвижные точки РГ. В последнем
разделе главы 4 мы изучаем амплитуды формальной адельной безмассо-
вой у>4-теории и показываем перенормируемость этих амплитуд вплоть до
3-го порядка теории возмущений.

В первых разделах главы 5-ой мы возвращаемся к евклидовой теории
поля и рассматриваем задачу построения негауссовских РГ-инвариантных
полей в рамках различных процедур е-разложения. Мы распространяем
подходы, развитые в работах Блехера и автора7, на наиболее интересный

5Леркер Э.Ю. Фейнмановские интегралы от р-адического аргумента в
импульсном пространстве П. Явные формулы. ТМФ.1995. Т. 104. N3. С.371-
392.; III. Перенормировка. ТМФ. 1996. Т.106. N2. С.233-249.

6Smirnov V.A. Calculation of General p-Adic Feynman Amplitude.
Commun. Math. Phys. 1992. V.149. P.623-636.

7Bleher P.M., Missarov M.D. The equations of Wilson's RG and analytic

8



физический случай, когда размерность пространства d — 4. В 1 ом раз-
деле негауссовская ветвь неподвижных точек строится как бифуркация от
гауссовской ветви по параметру 6 (здесь пара-
метр РГ). При построении эффективного гамильтониана мы используем
процедуру аналитической перенормировки8. Такой вариант f разложения
ранее не рассматривался в физической литературе. Во 2-ом разделе рас-
сматривается (4 — о?)-разложение, которое изобретено Вильсоном и Фише-
ром и широко используется в различных физических работах. Ключевыми
понятиями в теории РГ Вильсона являются понятия гамильтониана, не-
подвижных точек, инвариантных многообразий. Однако при построении
теории возмущений в рамках (4 — «^-разложения язык гамильтонианов,
как правило, забывается и используются такие конструкции, как группа
перенормировок и уравнения Каллана-Симанзика. В книге Ш.Ма9 урав-
нения для эффективного гамильтониана даже в первых порядках теории
возмущений выглядят сложными и труднообозримыми. Кроме того, возни-
кают трудности с трактовкой объектов е-разложения, когда е не является
целым. Мы вводим понятие обобщенного гамильтониана и строим негауо-
совскую ветвь в пространстве обобщенных гамильтонианов как размерную
перенормировку проекционного гамильтониана у>4-теории на шар.

Далее мы рассматриваем р-адические аналоги вышеуказанных е-разло-
жений. По существу, р-адические модели являются одномерными и лишь
формально имитируют некоторые характеристики е-разложений в евкли-
довых моделях, но они дают простые и наглядные иллюстрации к этому ме-
тоду теории возмущений. В частности, в случае (i>i>)2-модели е = ( 4 — d ) и
J-разложения по существу эквивалентны, поскольку при целых значениях
d приводят к одной и той же негауссовской неподвижной точке.

Перейдем к точной формулировке основных результатов диссертации.
Некоторым разделам, отходящим от основных тем диссертации, мы да-
дим лишь краткую характеристику. Формулировки некоторых теорем мы
приведем в сокращенном варианте.

Пусть -ф*(г) = (4>i(i),^i(i),r(>2(i),^2(i)) — спин, сидящий в узле г £ Л,
компоненты которого являются образующими алгебры Грассмана. Л .у =
Vi,jv, IV — грассманова подалгебра, порожденная 4 • пл компонентами
поля гауссовское состояние на Г с

renormalization. Comraun. Math. Phys. 1980. V.74. N3. P.235 272.
8Speer E.R. Dimensional and analytic renormalization. In: Renormalization

theory. Dordrecht. Reidel. 1976. P.25 93.
9Ma Ш. Современная теория критических явлений. М.: Мир, 1980.
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корреляционной функцией (1). Тогда

(*>(а)(Р(Р)) = ^1(«)<^(

где (-)о обозначает интеграл по Березину на алгебре FJV,

(4)

j, do,jv(t,t) = d3, где di = di(a,n), d2 = d2(a,n,N), d3 = J3(a,n,JV) —
некоторые константы, ZN(O) = (exp{— Яо,лг(^*;«)})о- Локальный потен-
циал (самодействие) 4-х-компонентного фермионного поля задается фор-
мулой (2). Определим гиббсовское состояние pjy(a;r, g) на Гдг как

PN(a;r,g)(F) = Z^l(a;r,g)(F^p{-H0,N(^;a) - HN(-<l>*;r,g)})0,

Наряду с гиббсовским потенциалом L(ij>*;r,g) мы используем негибб-
совское представление взаимодействия в виде грассмановозначной "плот-
ности" f(if>*;co,ci,c2) = с0 + С1(̂ 1^1 + ̂ 2^2) + С2^1^1^2^2- Соответствую-
щее этой плотности состояние обозначим р^(а;с), где с = (co,ci,C2)..Если
CQ ^ 0, то мы можем записать / в гиббсовской форме /(V>*;co, Ci,c2) =
соехр Посколь-
ку плотности задают одно и то же
состояние, мы будем рассматривать набор коэффициентов (CQ, Ci,c2) как
точку двумерного проективного пространства ДР2.

Бели р — состояние на FJV, то ренормированное состояние р' определе-
но на FJV-I соотношением p'(jF(V>*')) = р(^'(г(а)('Ф*))^ гДе преобразование
ренормгруппы в пространстве "реализаций" определяется формулой (3).
Действие РГ в пространстве плотностей (с-пространстве) определяется
следующими формулами:

Теорема 1.1 Пусть для топки с = (с0, сг, са) G RP2 выполнено условие
Zff(a;c) ф 0. Тогда p'N(a;c) = pjy-i(«;-R(a)c), где РГ-отображение R(a)
задано формулами (c'Q,c^,c'2) = R(O.)(CQ,ci,C2):

с'о = (ci - с0)
2 + (сьс2 - с\)/п, ci = AI ((d - c0)(c2 - c0) + (c0c2 - c\}/n),

c'2 = A2 ((c2 - Cl)
2 + (c0c2 - c2)/n) , A1=na-1. (5)
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Далее обсуждаются вопросы о нулях статсуммы Z.v(a;c) и об обрати-
мости отображения R(a).

В (г, ^-пространстве отображение действия РГ задается соотношением
pN(a;r,g) = pN-i(a;r',g'), где (r',g') - R(a)(r,g):

(6)
Отметим, что формально отображение (6) не определено на критичес-

кой параболе д = п(г + I)2, но оно может быть доопределено с помощью
формул (5).

РГ-отображение R(a) имеет четыре неподвижные точки, которые в с-
пространстве записываются как (1, — г+(а), (г+(а))2 — д+(а)), (1, — г_(а),
(г_ (а))2 -«,_(«)), (1,0,0), (0, 0,1), где

± IT» 1/ 2 '

а ̂  1 и в "+"-ом случае считаем, что а -ф. 1/2. Заметим, что точка (0, 0, 1)
не может быть записана в координатах (г, д), она соответствует плотнос-
ти, которая является грассмановой rf-функцией 6(i/>) = 'Ф\'Ф\'Ф1'Ф2- Мы бу-
дем обозначать эту неподвижную точку (НТ) ($-НТ, а 3-ью и 4-ую НТ —
"+"-ой и "— "-ой НТ соответственно. НТ (1,0,0) в (г, 0)-координатах за-
писывается как (0,0), и мы будем называть эту точку тривиальной (или
гауссовской) НТ. "+"-ая НТ бифурцирует от гауссовской НТ при a = 3/2,
а при а — 1/2 она бифурцирует от ($-НТ.

Справедливо коммутационное соотношение FR(a) — R(2 — a)F, где
F — грассманово преобразование Фурье. Таким образом, изучение РГ
преобразования при a < 1 сводится к изучению этого преобразования при
а > 1, и поэтому в дальнейшем мы будем предполагать, что a > 1.

Исследование спектра дифференциала РГ в неподвижных точках пока-
зывает, что тривиальная НТ при a > 3/2 является неустойчивым узлом, а
J-HT — устойчивым узлом, а при 1 < a < 3/2 обе эти НТ становятся седло-
выми. "— "-ая НТ при всех значениях а находится в верхней полуплоскости
{(г, д) : д > 0} и является неустойчивым узлом. "+"-ая НТ при a > 3/2
принадлежит верхней полуплоскости и также является неустойчивым уз-
лом. При a < 3/2 она переходит в нижнюю полуплоскость и тоже является
неустойчивым узлом или даже при некоторых значениях а неустойчивым
фокусом.
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В разделе 1.4 мы рассматриваем обобщение фермионной иерархической
(•ф'ф)2-модели на тот случай, когда спин задается набором из 2тп грассма-
новых образующих: ij>*(i) — (ij>i(i), i f > i ( i ) , . . . , фт(г), 1/>т(г)), г £ AN,m > 2.
Преобразование РГ в этом случае также является рациональным отобра-
жением в m-мерном пространстве констант связи, но имеет гораздо более
сложный вид. Методами теории бифуркаций мы устанавливаем существо-
вание серии ветвей негауссовских неподвижных точек.

Вся последующая часть главы посвящена детальному изучению дина-
мики ренормализационной группы в (•ф'ф)2-модели. В разделе 1.5 исследу-
ются устойчивые инвариантные кривые в верхней полуплоскости {(г,д) :
д > 0}. Замечательным свойством РГ-преобразования (6) является то,
что РГ-образы некоторых выделенных семейств кривых имеют простое
аналитическое описание. Используя это обстоятельство наряду с методом
интервальной стратегии, разработанной П.М.Блехером и Я.Г.Синаем при
исследовании бозонной иерархической модели, мы получаем информацию
о глобальном поведении устойчивых инвариантных кривых. Основным ре-
зультатом 1.5 является

Теорема 1.3 Существует гладкая возрастающая функция
g = /i+(r, a), 0 < г < оо, график которой лежит в области G\ и являет-
ся частью 71 устойчивой РГ-инвариантной кривой для "+"-ой ИТ при
а > 3/2 и для тривиальной НТ при 3/2 > а > 1. Существует гладкая
убывающая функция g — Л_(г;а), —оо < г < —1, график которой ле-
жит в области GZ и является частью 72 устойчивой РГ-инвариантной
кривой для "-"-ой НТ при а > 1.

Пусть fti = {(r,g) : r > 0,0 < о < h+(r;a)}, П2 = {(r,g) : г < -1,0 <
g < /i_ (r; а)}. Важным обстоятельством является тот факт, что множества
fli и {̂ 2 РГ-инвариантны (лемма 1.19).

Пусть ( r W j f f W ) = RN(r,g). Асимптотическое поведение РГ в облас-
тях QI и Пг определяется следующей теоремой:

Теорема 1.4 Пусть а > 1 и (г, а) 6 Qi U Оз- Тогда существуют кон-

В разделе 1.7 мы обсуждаем динамику РГ в области между инвариант-
ными кривыми7i и 72- Пусть гс — -(1—n~1)/(l—n~a), /3(r,g) = (r+l)2^"1.
Справедливы следующие утверждения:

Лемма 1.23 Если и 0(r,g) > n, то за конечное число итераций
РГ точка ( r , g ) попадает в область Й2-
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Лемма 1.24 Пусть г < —(1 + n"1/2), g д+(г). За конечное число
РГ-итераций точка (г,д) попадает в область fl\.

Лемма 1.25 Если — (1 + п"1/2) г < rc u g достаточно велико, то
за конечное число РГ-итераций точка (r,g) попадает в область fli.

Конечно, существует часть области между кривыми 71 и 72> которая
не подпадает под условия лемм 1.23-1.25. Результаты моделирования на
компьютере показывают, что почти все точки (в смысле меры Лебега на
плоскости) в этой области также классифицируются по способу ухода на
бесконечность: либо в область QI, либо в область Пз- Кроме того, в области
между 7i и 7з располагаются все остальные части устойчивых инвариант-
ных кривых для "+"-ой и "—"-ой НТ. Обозначим устойчивые инвариант-
ные кривые для "+"-ой и "—"-ой НТ через 71 и 72 соответственно. Кроме
того, в этой области также лежит устойчивая инвариантная кривая 7з для
бесконечно удаленной <$-НТ. Кривые 7ъ 72)7з лежат на границах между
областями точек, уходящих при РГ-итерациях налево или направо.

Динамика РГ в нижней полуплоскости обсуждается в 1.8. Предпола-
гается, что а 3/2, хотя ряд результатов распространяется и на случай
К а < 3/2.

Теорема 1.5 Существует функция g = hz(r), rc < г 0, график ко-
торой является единственной неустойчивой (для тривиальной НТ) РГ
инвариантной кривой 73) лежащей в области, ограниченной по г. Функ-
ция hs(r) монотонно возрастает по г, hz(r) —t —оо при г —¥ гс, /&з(0) = 0.

Пусть П3 = {(r,g) : г > rc,g < h3(r)},
Q4 = {(r,g) :rc<r< 0,/i3(r) < 9 < 0}\J{(r,9) • r < rc,g < 0}.

Теорема 1.6 Пусть а 3/2 « (r,g) € Пз U ^4- Тогда существуют
константы bi(r, g ) , bi(r,g) такие, что

lira rW\~N = Ьь lim g(N}\iN = Ь2. (8)
ЛГ-юо N-¥<x

При этом
Области Пз и f&4 РГ-инвариантны (лемма 1.27).
При 1 < а < 3/2 "+"-ая НТ переходит в нижнюю полуплоскость, и

является отталкивающей НТ. При достаточно больших п существует об-
ласть значений а, при которых "+"-ая НТ является неустойчивым фоку-
сом. Результаты компьютерного моделирования показывают, что и в этом
случае нижняя полуплоскость делится неустойчивой инвариантной кри-
вой для "+"-ой НТ на две РГ-инвариантные области, для которых также
справедливы соотношения (8).
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Заканчивается глава 1-ая обсуждением динамики РГ для вырожденного
случая а = 1.

В 1-ом разделе главы 2-ой изучается вопрос о существовании термо-
динамического предела в (•0^>)2-модели. Как было показано в 1-ой главе,
достаточно исследовать вопрос о существовании предела для одноточечных
корреляционных функций. Сначала рассматриваются неподвижные точки
и соответствующие им устойчивые инвариантные кривые. Пусть -yi, 72 —
устойчивые инвариантные кривые для "+"-ой, "—"-ой неподвижных точек
и пусть

причем 1-(п) — 0 при п 13 и а_(п) определено при п > 4.

Теорема 2.1 Пусть
Тогда иерархическая фермионная модель,

задаваемая состоянием рм(а;г,д), имеет термодинамический предел при
N -юо.

Теорема 2.2 Пусть а > 1 и (r(;Vo>,0(JVo)) e QI U О2 для некоторого
для некоторого NO 0. Тог-

да модель, задаваемая состоянием рн(а;г,д), имеет термодинамический
предел при

Доказательство этих теорем использует результаты главы 1-ой об асимп-
тотике итераций РГ и рекуррентные соотношения, связывающие одното-
чечные корреляционные функции модели в объеме AJV и ренормирован-
ной модели в объеме АЛГ-I. Картина критических явлений в (ф-ф)2-модели.
определяется через исследование предельного поведения грассмановознач-
ной "плотности" распределения нормированного подходящим образом сум-
марного спина в объеме ATV- Пусть х* = (zi, Ж1,Ж2, Жз)
— грассманова J-функция,

где р = lim рм . Если плотность распределения спина может быть записа-
М— >оо

на в экспоненциальной форме как р(х* ; г, 0) = (г2— g)~1exp{— L(x*;r, g)}, то
мы будем говорить, что lim p(x"-rm,gm) - p(x*;r,g), если lim(rm,grm) =

— —
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Здесь негауссовские плотности р+ (х* i a ) и р_ (х*; а) определяются "+"-
ой и "—"-ой НТ, и для них существуют явные выражения.

Задача о предельном поведении плотности сводится к задаче о пре-
дельном поведении одноточечных корреляционных функций. Результаты
об асимптотике итераций РГ, полученные в главе 1-ой, позволяют опреде-
лить подходящие показатели нормировки и получить информацию о пре-
дельном поведении корреляционных функций. Утверждения теоремы 2.4
говорят о том, что если точка (г, д) при некоторой итерации РГ попадает в
область Oi или Пз? то суммарный спин со стандартной нормировкой в пре-
деле имеет гауссовское поведение, при этом разница между 1-ым и 2 ым
случаем состоит в знаке "дисперсии" гауссовского закона. Если же (г, д) ле-
жит на инвариантной кривой или то нижний показатель нормировки
задается параметром РГ и негауссовское предельное поведение определя-
ется соответствующей НТ. В разделе 2.2 мы также вычисляем некоторые
критические индексы и приводим результаты компьютерных исследова-
ний, показывающих сложную картину критических явлений в фермионной
иерархической модели.

Последние разделы главы 2 посвящены проблеме непрерывного предела
в (1/>^>)2-модели. Этот предел ищется как фермионное поле на d-мерном р-
адическом пространстве Qp.

Если ж = (xi,...,xj) € Q^, то \х\р = тах|ж,-|р, а дробная часть {х} =

({ж].},..., {ж}), где дробная часть р-адического числа у = а^р* + ... +
а-ip"1 -f OQ + а\р + ... определяется как {у} = (ikpk + ... + «_ip-1. Пусть
Т* — решетка чисто дробных d-мерных р-адических векторов: Т* = {х £

Qd
p :x = {х}}.

Рассмотрим гауссовское фермионное поле, которое задается набором об-
разующих i>i(g), V>i(fl), $2(9),$2(9), где д е D(Q'p} (пространство основных
функций на Qp), а линейный функционал определяется как

i j\
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k, I = 1,2, a € R, где Ci(o) — нормирующая константа, ci(a) =
fp(2d - a)//,(a - d), /p(a) = (1 - p~a)-\ dx — мера Хаара на Qd

p. Ис-
пользуя менее формальные обозначения ^*(ж) = ^ц(£(ж)), где rf(z) — р-
адическая ^-функция, можно написать, что это гауссовское поле инвари-
антно относительно группы скейлинговых преобразований (вд(а)^>*)(а;) =

Это поле может быть
задано в гиббсовской форме гамильтонианом

c2(a) = fp(a)/fp(a-d).
Дискретизацией £* ( j ) , j <E Т* поля •ф* (z), x 6 Qp назовем поле на иерар-

хической решетке Т?

где х(х) — характеристическая функция Дискре-
тизация скейлингового преобразования задается
преобразованием иерархической ренормгруппы

=- в / 2г(«к*о')=р

Соответствие с обозначениями, которые мы использовали в главе 1, следу-
ющее: п = pd, и значение параметра РГ а здесь и в последующем в d раз
больше значения параметра а в главе 1.

Дискретизация гауссовского поля приводит к РГ-инвариантному
гауссовскому полю на иерархической решетке Т% с гамильтонианом HQ(£; a)

Рассмотрим фермионное поле с гамильтонианом

где

Скейлинговое преобразование sp-i (а) действует в пространстве гамильто-
нианов вида (9) как растяжение констант связи: Н(•>/>*• а; г, д) —»
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через S(a). Дискретизация поля if>f, задаваемого гамильтонианом (9) при-
Водит к полю (,* с гамильтонианом

где F(£*;a;r,g) = (exp{- /£(Г +^(x);r,g)dx)lt(d^o) и среднее берется по
гауссовскому полю п^(х) = (T?o,i(z),'?o,i(x),T;o,2(a;),^o,2(x)) с носителем в
шаре Z*, нулевым средним и бинарной корреляционной функцией

(ГЫ,(Х)Ъ,,(У)) = Sk,, ((fp(2d - a)/fp(a - d))\x - y\a~M - fp(2d - <*)/fp(d)).

Лемма 2.1 Функциональный интеграл F(£*;a;f,g) сходится по край-
ней мере при а > 2d и аналитически зависит от г и д е некоторой
окрестности нуля.

Из этой леммы следует, что по крайней мере при а > 2d гамильтониан
дискретизованного поля имеет вид

где
Преобразование будем называть преобразованием

дискретизации. Справедливо коммутационное соотношение

R(a)P(a) = P(a)S(a). (10)

Таким образом, задача вычисления функционального интеграла F(£*; а; г, д)
сводится к решению 2-мерного функционального уравнения (10), а опера-
тор дискретизации Р(а) является нормализующим преобразованием к ото-
бражению РГ R(a) в нуле. Уравнение (10) разрешимо, если собственные
числа AI = pa~d и А2 = p2a~3d дифференциала R(a) в нуле нерезонансны.
Справедлива

Теорема 2.5 Константы связи дискретизованного поля u(r, g) = г +
..., v(r, д) = д + ... однозначно определяются функциональным уравне-
нием (10) и сходятся по г, g в достаточно малой окрестности нуля для
следующих значений а:
1)аф (3/2 + (2(2ш - l))-x)d, т = 1, 2,...
2) В случае, когда d < а < 3/2d, существует константа с — с(а, п) > О
« N(a) такие, что min(|AjA'2 — AI|, |AjA^ - А 2 |) > с|А: + /|~^, k,l —неот-

рицательные целые числа, k +1 > 2.
Эта теорема является следствием теорем Пуанкаре и Зигеля о норма-

лизующем отображении.
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Процедура решения функционального уравнения автоматически сум-
мирует подклассы р-адических амплитуд, а их ультрафиолетовые полюса
являются резонансными значениями а для уравнения (10).

В разделе 2.4 обсуждается проблема построения непрерывного преде-
ла. Рассматривается последовательность все более мелких иерархических
решеток T/>m = ргаТД, m = 0,1,.... Пусть & — поле на решетке Т/
с гамильтонианом Я'(£;,;«;«(-""),гД-т>), где (ы(-.т),г;(-го>) = R-m(u,v)
(здесь мы пользуемся обратимостью РГ-преобразования). Определим по-
следовательность полей ££,, заданных на решетках Т$т соотношениями

Мы показываем, что вычисление
любой корреляционной функции непрерывного поля сводится к вычисле-
нию корреляционной функции для поля £J, (j) при достаточно большом т.
Бели сводить проблему построения непрерывного поля к построению кор-
реляционных функций, то справедлива

Теорема 2.6 Для всех точек плоскости констант связи (u,v), для
которых доказано существование термодинамического предела в иерар-
хической фермионной модели (см. раздел 2.1), существует фермионное
поле на Q*, являющееся непрерывным пределом в -модели.

Более того, этот непрерывный предел задается гамильтонианом
Н(ф*\а; г, </), константы связи которого могут быть восстановлены по кон-
стантам связи поля £* на решетке Т%, заданного гамильтонианом

0-0-JS
Пусть U — зона притяжения тривиальной НТ относительно итераций

я-».
Теорема 2.7 Пусть а > Id. Тогда для всех предел

существует и отображение Т удовлетворяет коммутационному соот-
ношению TR = ST.

Отображение Т является обратным к преобразованию дискретизации
Как уже отмечалось, отображения Р и Р~1 определены и для

а < 2d (см. теорему 2.5).
В разделе 3.1 мы изучаем стационарные автомодельные поля на d-

мерном р-адическом пространстве. Как и в вещественном случае, эти поля
являются обобщенными случайными полями.
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Если D = -D(Qp) — пространство основных функций в Q*, Р = {P(<p(f),
f G D] — распределение вероятностей обобщенного случайного поля if, то
в терминах характеристических функционалов стационарность поля озна-
чает, что Lp(f) — !?(/(• —а)) для любого и любой / 6 D, а автомо-

дельность поля с параметром а означает, что
для любого и любой

Справедливо

Предложение 3.1 Гауссовское поле с нулевым средним, задаваемое
корреляционным функционалом

Ba(f,9) = J\x- y\a

p-
2df(x)g(y)dxdy, (11)

при d < а < Id является стационарным автомодельным полем с пара-
метром а.

Пусть — дискретизация случайного поля (f на ие-
рархическую решетку ' — индикатор шара A ra(j) =

В конфигурационном пространстве последо-

вательностей действуют группа преобразований

сдвига и полугруппа, порожденная
Р Г преобразованием

Дискретное случайное поле назовем стационар-

ным, если распределения вероятностей полей совпа-
дают, и назовем его автомодельным с параметром а, если распределение
вероятностей поля £га совпадает с распределением вероятностей его РГ~
преобразования

Пусть — дискретизация случайного поля if на иерар-
хическую решетку — индикатор шара A m ( j) =

. Тогда можно утверждать, что справедливо

Предложение 3.2 Дискретизация гауссовского автомодельного об-
общенного случайного поля f с нулевым средним и бинарным корреляци-
онным функционалом (11) есть гауссовское автомодельное с. параметром
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а случайное поле £т на Т^т с нулевым средним и бинарной корреляцион-
ной функцией

Гауссовское поле с корреляционной функцией (12) может быть представ-
лено в гиббсовской форме. Далее мы обсуждаем' процедуру непрерывного
предела для гауссовских случайных полей.

В разделе 3.3 изучается дискретизация р-адической <р*~ теории, задан-
ной гамильтонианом

функция.
Дискретизация £то (j) гауссовского поля <р(х) с гамильтонианом Но(у>; а)

является гауссовским полем с гамильтонианом

мы отождествляем

Лемма 3.1 Гамильтониан Нт(£;а;г,д) дискретизации £т поля (р, за-
данного гамильтонианом (13), имеет вид

задается функциональным интегралом

где среднее берется по гауссовскому полю 77т?о(ж) в шаре
с нулевым средним и бинарной корреляционной функцией

d-мерная р-адическая гамма-
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Экспоненту от негауссовской части гамильтониана Нт (£го; а; г, д) мож-
но рассматривать как произведение плотностей свободных мер /то (£m (j); a;
г,д), где . Несложно видеть, что /га(у;а;

Поэто-
му в дальнейшем мы будем рассматривать дискретизацию поля if> на ие-
рархическую решетку Тр0 = Т*, и далее будем употреблять обозначения

и т.д. Плотность
может вычисляться с помощью стандартной техники разложе-

ния по фейнмановским графам. Используя явные формулы для р- адических
фейнмановских амплитуд, мы анализируем полюса этого разложения (по
а). Показано, что все вещественные полюса по а, возникающие в коэффици-
ентах разложения плотности в ряд по степеням у, принадлежат
множеству

(здесь Q обозначает поле рациональных чисел).
На самом деле плотность дискретизованной модели можно вычислять,

исходя из некоторого интегрального функционального уравнения. Мы пока-
зываем, что если гамильтониан иерархической модели имеет вид HQ((; a) +

гося РГ-преобразованием поля ^ имеет вид

где

n = pd. Используя коммутационное соотношение Ща)Р(а) = P(a)5(a),
где Д(а) — РГ-преобразование в пространстве плотностей свободных мер
в иерархической бозонной модели, S(a) — скейлинговое преобразование в
пространстве гамильтонианов р-адической ^>4-модели, Р(а) — оператор
дискретизации, мы получаем

Следствие 3.1 Плотность f ( y , o c ' , r , g ) удовлетворяет интегральному
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Далее мы обсуждаем процедуру решения уравнения (14) в формальных
рядах по у:

где £(а) —дзета-функция Римана. При d < а < 2d обобщенное гауссовское
поле <р(а) с корреляционной функцией является
автомодельным с параметром а.

В разделах 1 и 2 главы 4 мы обсуждаем алгоритмы и явные формулы,
позволяющие вычислять р-адические фейнмановские амплитуды в любом
порядке теории возмущений. Пусть
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(14)

Эта процедура позволяет находить коэффициенты разложения а* (г, д), ав-
томатически суммируя целые подклассы фейнмановских амплитуд.

В последнем разделе главы 3 мы вводим понятие ренормализационной
группы для случайных полей на группе d-мерных аделей Ad. Случайное
поле назовем трансляционно инвариантным, если оно инвариантно отно-
сительно группы сдвигов на группе аделей Ad. Случайное поле назовем
автомодельным (или скейлинг-инвариантным) с параметром а, если рас-
пределение вероятностей поля <р(а) совпадает с распределением вероятнос-
тей поля для любого иделя А 6 А*. Мы вводим
понятие модуля аделя ..., где
евклидова норма на Rd и показываем, что этот модуль конечен для почти
всех , если d > 1, и не существует для почти всех а, если d = 1.
Тем не менее, при всех d корректно определена обобщенная функция (как
линейный функционал на пространстве Шварца-Брюа)

функциональному уравнению



— обобщенная р-адическая фейнмановская амплитуда, соответствующая
графу G, V(G) — множество вершин графа G, V(G) — VextL>Vint} Veit(Vint)
— множество внешних (внутренних) вершин графа G, £(G) — множество
ребер графа — вектор комплексных степеней пропа-
гаторов этой амплитуды, — мера Хаара на QjJ.
Пусть V — некоторое множество вершин. Иерархией на множестве V на-
зовем систему А подмножеств множества V, удовлетворяющих следующим
условиям:
1) 2) Если то либо либо
либо Для любого мы обозначим через r(V')
минимальное подмножество в А, содержащее V, но не совпадающее с ним.
Пусть . В дальнейшем
мы будем рассматривать только такие иерархии,, для которых

, где . Каждый набор внешних перемен-
ных xv, порождает иерархию Ах на Vext-

Пусть А — некоторая иерархия на множестве Vext- Положим Рс,л(х-,а) =
FG(X;O), если Ах = А и FG,A(X',O.) = 0 в противном случае (здесь мы
упростили обозначение: . Справедливо раз-

ложение , где суммирование ведется по всем воз-

можным иерархиям на Vext. Далее мы используем обозначения atV,V) —

шины из У с вершинами из . Пусть А — некоторая
иерархия на , / — некоторое разбиение Vint~
заиндексированное элементами А'. Обозначим

где Lily) — множество всех ребер подграфа G, порожденного вершинами
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— множество всех линий, которые соединяют вер-

— произвольный набор d-мерных р-адических
векторов, таких, что \jv — jv"\ — 1, если V ^ V", интеграл берется по

не зависит от выбора j).



Теорема 4.1 Пусть Ах = А. Тогда

где сумма берется по всем разбиениям I множества Vint, заиндексиро-
ванным элементами А'.

Вычисление коэффициентных функций c(V;I;a) сводится к вычисле-
нию интегралов вида

Замечательным фактом является то, что для интеграла (15) существует
явная формула

Тогда

где суммирование ведется по всем иерархиям на множестве V.
Таким образом, существует алгоритм, позволяющий вычислить явно

произвольную р-адическую фейнмановскую амплитуду. Формула (16) за-
дает аналитическое продолжение Fc(a) по а во все комплексное простран-
ство и указывает все полюса этого продолжения.

В разделе 4.3 мы доказываем теорему об аналитической перенормировке
для фейнмановской амплитуды

(предполагается, что все переменные
графу G сопоставим полином Y (G) от е"1, называемый вершинной частью
G степени |F((j)| — 1. Набор вершинных частей
определяет переномированную фейнмановскую амплитуду
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Лемма 4.4 Пусть

— внешние). Каждому

Пусть



где суммирование берется по всем разбиениям ir — {Vj, . . . , Vr} множества
вершин V(G), G \„ — граф, стянутый по разбиению тг, G< — подграф С?,
порожденный множеством вершин Vj. Пусть A)(G<) = — L(Gi)d/2 + d(\Vi\ —

1).

Теорема 4.2 Существует такой набор вершинных частей Y, что
Ду-Рс(я;е) является аналитической функцией от е в некоторой окрест-
ности нуля (как обобщенная функция на Q*). При этом Y(Gt) — 1, если
Ш = 1 u Y(d) = 0, если #>(G,-) + 0.

Доказательство проводится индукцией по |V(G)|.
Так же как и в случае (^)2-модели, ультрафиолетовые полюса по а,

которые возникают при процедуре дискретизации, являются резонансны-
ми значениями в задаче нормализации отображения РГ в нуле. Коэффи-
циенты дискретизованного гамильтониана имеют полюс в точке с = 0.
Задачу о перенормировке поставим как задачу поиска таких констант свя-
зи r(u,v), g(u,v) непрерывной теории, что дискретизация этой теории не
содержит полюсов по е в нуле при разложении гамильтониана в ряд по сте-
пеням и и v. Здесь и к v — новые (перенормированные) константы теории.
В случае (^)2~модели r(u, v) и д(и, v) определяются соотношением

= р-1(а)

В случае у?4-теории мы определяем r(u, v) и д(и, v), обращая отображение,
заданное двумя первыми коэффициентами разложения плотности /(у; а; г, д),
в ряд по степеням у:

-a1(r(u,v),g(u,v)) = u, -o2(r(w, v),g(u,v)) = v. (17)

При этом предполагается, что в первом порядке по и и v

Теорема 4.3 Коэффициенты ak(r(u, v),g(u, v)), k — 3,4,... аполитич-
ны no е в нуле во всех порядках разложения по степеням и и v.

Доказательство этой теоремы мы проводим без ограничения общности
для случая п = 2. Из доказательства следует, что дискретизация непре-
рывной теории с константами связи г(и, v) и g(u, v) на решетку любого
масштаба не содержит сингулярностей по е в нуле. Отметим только, что
в отличии от фермионного случая r(u, v) и д(и, v) являются формальными
рядами от и и v.
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В разделе 4.5 мы изучаем фейнмановские амплитуды формальной без-
массовой адельной у>4-теории. Мы показываем, что при достаточно боль-
шой размерности пространства d существует область в пространстве сте-
пеней пропагаторов, в которой адельные амплитуды (как обобщенные функ-
ции на пространстве Шварца-Брюа) корректно определены. Делая ана-
литическое продолжение по степеням пропагаторов, мы экстраполируем
полученные формулы на случай произвольных значений d. Далее анали-
зируются полюса этого продолжения и показывается перенормируемость
у>4-теории вплоть до 3-ьего порядка теории возмущений.

В разделах 5.1 и 5.2 мы рассматриваем е-разложение в евклидовых
моделях. Пусть cro(k) — поле в шаре зада-
ваемое формальным гиббсовским гамильтонианом вида Но(а) + Н, Н —
еН\ + е2Н% + ..., коэффициенты которого являются конечночастичными
гамильтонианами, £ — малый параметр,

а — вещественный параметр, d < а < 2d, Преобразование РГ Вильсо-
на является композицией двух преобразований: растяжения S\(a) и суже-
ния Рх,\ (здесь х — характеристическая функция шара Q). Смысл опе-
ратора S\(a) состоит в замене cro(k) на Aa/2cro(Afc). Оператор сужения
РХ,А ограничивает гиббсовское случайное поле в шаре АП, заданное га-
мильтонианом S\(a)(Ho(at) +H), на шар Гамильтониан Но(а) является
неподвижной точкой РГ-преобразования RXt\(a) = PXt\S\(a). Уравнения
Вильсона возникают при нахождении нетривиальных неподвижных точек
РГ-преобразования вблизи точек бифуркации. В случае d < 4, который
рассматривался ранее в работах Блехера и автора, дифференциал РГ в
гауссовской НТ при а = 3/2d имеет один собственный вектор

..dfc4 (19)

с собственным числом 1. При d 4 появляется еще один собственный
вектор с собственным числом 1:

(20)

Негауссовские решения можно искать в виде степенных рядов по укло-
нению значения параметра а от бифуркационного значения ао = 3/2d. Ре-
шение уравнений Вильсона мы будем искать в виде гамильтониана суже-
ния поля во всем пространстве на шар Поле задается гамиль-
тонианом Н0(а)(<т) + uiH4,o(cr) + и2Н2,о(<т)- Гамильтониан поля
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cr(k)x(k) имеет вид Я0(а)(0о) + Px(Mi#4,o + «2^3,2), где

) = - ln(exp{— и1
(21)

усреднение идет по гауссовскому полю а\ с корреляционной функцией

{<ri(*i)*i(*a)> = *(*i + kt)\ki\d-a(l - x(*i))- Гамильтониан Px(«i#4,o +
1*2^2,2) сингулярен по в нуле. Пусть H(ui,U2',e) = A.R.Px(uiH^,o +
«2-^2,2)5 где A.R. обозначает операцию аналитической перенормировки с
минимальными вычитаниями. Пусть Справедлива

Теорема 5.1

йх,ехргЯ(и1,«2;е) = Я(«1(т),«2(т);е),

где динамика констант связи определяется уравнениями

с начальными условиями Mfc(O) = wjt, k = 1,2. Формальные ряды
имеют разложение

причем коэффициенты b* jTn, k — 1,2 являются константами, не завися-
щими от е.

Система уравнений /3i(«i, из) = О, /^(«i, мз) = О имеет два решения в
формальных степенных рядах по е. Тривиальное решение UI(E) = 112(6) =
О, описывает гауссовскую неподвижную точку, а второе, нетривиальное
решение, описывает негауссовскую неподвижную точку.

Если коэффициентные функции гамильтониана являются гладкими и
изотропными, то то же самое верно и для коэффициентных функций его
РГ-преобразования (при условии, что мы используем сглаженную харак-
теристическую функцию шара). Пусть
есть множество симметричных положительно-определенных матриц. Тог-
да изотропная функция h(ki,...,ka) однозначно определяет функцию на

Последовательность функций с меткой
будем называть об-

общенным гамильтонианом. Здесь v имеет смысл "дробной" размерности.
При натуральных значениях v — d обобщенный гамильтониан ( t : d) можно
трактовать как обычный гамильтониан с коэффициентными функциями

С помощью операции аналитического
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продолжения по d определение преобразования РГ можно распространить
на пространство обобщенных гамильтонианов. В дальнейшем для удобства
мы сохраним обычные обозначения гамильтонианов, но понимать их будем
как обобщенные (для этого рядом с ними будем писать метку).

Пусть параметр а параметр "дробной" размерности
Рассмотрим обобщенный гамильтониан

где Яло и #2,2 задаются формулами (19),(20),

оператор проекции Рх задается формулой (21), в которой усреднение ве-
дется по полю <т\ с корреляционной функцией
Мы используем здесь 'оператор размерной перенормировки с минималь-
ными вычитаниями D.R. для того, чтобы избавиться от сингулярности
в точке Верна

Теорема 5.2 Действие преобразования РГ на многооб-

разии гамильтонианов H(ui,U2,U3',£] задается соотношением

z — «i(l + 2мз)~2, коэффициенты pn,qn,rn — константы, не зависящие
от е.

Система уравнений на неподвижную точку Д- =0, t = 1,2, 3 имеет
два решения в формальных рядах по е: 1) тривиальное решение ui = «2 =
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Здесь

есть решение уравнения



ветвь неподвижных точек.
В разделе 5.3 мы рассматриваем разложение в бозонной иерархичес-

кой модели, Без ограничения общности мы будем предпо-
лагать d = 1, р — 2. Пусть определяются из соотношения
(17), (18). Тогда из соотношения (14) легко получить представление для
преобразования РГ в подмногообразии плотностей в
дифференциальной форме:

где /3-функции выражаются через ряды r(u, v) и д(и, v).

Теорема 5.3 Коэффициенты формальных степенных рядов (3i(u.v) и
/?2 (и, v) аполитичны по в нуле.

Формула (22) определяет формальное вложение РГ-преобразования R
в непрерывную полугруппу, и /3-функции являются коэффициентами век-
торного поля, порождающего эту полугруппу. Нетривиальный нуль этого
векторного поля задает негауссовскую неподвижную точку в бозонной ие-
рархической модели.

Наконец, мы рассматриваем (4 —d)-разложение в бозонной иерархичес-
кой модели. Обобщенным гамильтонианом мы будем называть последова-
тельность
(t(Q),t(l),...;ehi,£2hz,.. .;d), где коэффициенты t задаютгауссовскую часть
автомодельного иерархического гамильтониана, а коэффициенты

— малый параметр, d — дробная размерность. Действие РГ определяется
в пространстве обобщенных гамильтонианов. Дискретизация р-адического
гамильтониана
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Последнее решение описывает негауссовскую

(22)

определяют самодействие — полиномы конечной степени,

после аналитического продолжения по d может рассматриваться как обоб-
щенный гамильтониан. Этот гамильтониан имеет сингулярность по с в ну-
ле, е = 4—d. Применяя операцию р-адической размерной перенормировки и
записывая действие РГ в дифференциальной форме, мы получаем "негаус-
совскую" неподвижную точку как нетривиальный нуль соответствующего
векторного поля.
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