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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Íà äàííûé ìîìåíò àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ, ïîç-

âîëÿþùèõ íàõîäèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íåëèíåéíûõ îïòèìèçàöèîí-
íûõ çàäà÷

f(x) → min, (1)
fi(x) ≤ 0, i ∈ I (2)

ñ çàäàííîé ïî f(x) òî÷íîñòüþ. Îäíîé èç ñíîâíûõ ïðîáëåì, ñ êîòîðîé
ñòàëêèâàþòñÿ âû÷èñëèòåëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (1)-(2) çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî äàæå íàëè÷èå òåîðåòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè â èç-
âåñòíûõ íà äàííûé ìîìåíò ìåòîäàõ îïòèìèçàöèè íå âñåãäà ïîìîãàåò â
âû÷èñëåíèÿõ, ïîñêîëüêó óñëîâèÿ ýòîãî êðèòåðèÿ âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî â
îïòèìàëüíîé òî÷êå, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü â îáùåì ñëó÷àå ëèøü â
ðåçóëüòàòå áåñêîíå÷íîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ïîýòîìó, ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çà÷àñòóþ, ïðèõîäèòñÿ
ïîëüçîâàòüñÿ ýâðèñòè÷åñêèìè ïðàâèëàìè îñòàíîâêè, íå ãàðàíòèðóþùè-
ìè íåîáõîäèìûé óðîâåíü òî÷íîñòè.

Â äàííîé äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû â ìåòîäå øòðàôîâ,
ïîçâîëÿþùèå ðåøàòü çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (1)-(2) ñ çà-
äàííîé ïî öåëåâîìó ôóíêöèîíàëó òî÷íîñòüþ çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðà-
öèé. Ýòè àëãîðèòìû èìåþò ëåãêî ïðîâåðÿåìûå íà ïðàêòèêå êðèòåðèè
îñòàíîâêè, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé êîòîðûõ ãàðàíòèðóåòñÿ äîïóñòè-
ìîñòü è çàäàííàÿ òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.

Ñóùåñòâåííûé âêëàä â èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèò-
ìîâ è ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé äîñòèæåíèÿ òî÷íîãî èëè ïðèáëèæåííîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (1)-(2) â ìåòîäå øòðàôíûõ ôóíêöèé â ðàçíîå âðåìÿ âíåñëè
òàêèå îòå÷åñòâåííûå ó÷åíûå, êàê Âàñèëüåâ Ô.Ï., Ãîëüøòåéí Å.Ã., Åâòó-
øåíêî Þ.Ã., Åðåìèí È.È., Æàäàí Â.Ã., Ïîëÿê Á.Ò. Ñêàðèí Â.Ä., Ôåäî-
ðîâ Â.Â., è äðóãèå.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ â ìåòîäå øòðàôíûõ
ôóíêöèé, ãàðàíòèðóþùèõ çàäàííóþ òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1)-(2) çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè
ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæå-
ñòâà ðåøåíèé.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå ðåçóëüòà-
òîâ èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ âûïóêëîãî àíàëèçà è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðèâåäåííûìè
äîêàçàòåëüñòâàìè âñåõ ëåìì è òåîðåì, ñôîðìóëèðîâàííûõ â ðàáîòå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ìåòîäå øòðàôíûõ ôóíêöèé ðàçðàáîòàíû è îáîñ-
íîâàíû íîâûå àëãîðèòìû. Èñïîëüçîâàíèå â ýòèõ àëãîðèòìàõ àïïðîêñè-
ìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ëåãêî ïðîâåðÿåìûå
íà ïðàêòèêå óñëîâèÿ îñòàíîâêè, âûïîëíåíèå êîòîðûõ ãàðàíòèðóåò çàäàí-
íóþ òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Ðàçðàáîòàíû òàêæå ïðàêòè÷åñêè
ðåàëèçóåìûå ïðàâèëà çàäàíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, ïðè èñïîëüçî-
âàíèè êîòîðûõ âûïîëíåíèå óñëîâèé îñòàíîâêè â àëãîðèòìàõ çàäàííîé
òî÷íîñòè âûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì çà òðåáóåìîå ÷èñëî ýòàïîâ ìèíèìè-
çàöèè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè ìåòîäà øòðàôîâ.

Òàêèì îáðàçîì, íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå, ïîëó÷åííûå àâòî-
ðîì ðåçóëüòàòû:

1. Ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ â ìåòîäå øòðàôíûõ ôóíêöèé
íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ìíîæåñòâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâî äî-
ïóñòèìûõ ðåøåíèé.

2. Ïîñòðîåííûå íà ýòîì ïðèíöèïå àëãîðèòìû â ìåòîäå øòðàôîâ, èìå-
þò êðèòåðèè îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé, ëåãêî ïðîâåðÿåìûå íà ïðàêòèêå, âû-
ïîëíÿåìûå çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé è ãàðàíòèðóþùèå, ÷òî ïîëó÷åíî
ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå çàäàííîé òî÷íîñòè.

3. Àëãîðèòìû â ìåòîäå øòðàôîâ, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñ
çàäàííîé ïî ôóíêöèîíàëó òî÷íîñòüþ çàäà÷è (1)-(2) íå áîëåå ÷åì çà çà-
äàííîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïðåäëîæåííûå è îáîñíî-
âàííûå â äèññåðòàöèè àëãîðèòìû ãàðàíòèðóþò ïîëó÷åíèå ïðèáëèæåííî-
ãî ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ çàäà÷è (1)-(2) ïðè âûïîëíåíèè ïðàê-
òè÷åñêè ðåàëèçóåìûõ è ëåãêî ïðîâåðÿåìûõ êðèòåðèåâ îñòàíîâêè çà êî-
íå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé. Ýòî ñâîéñòâî àëãîðèòìîâ ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî
ïðèìåíÿòü èõ äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Âèäèìî, ïðåäëîæåííûé ïðèåì àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæå-
ñòâà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí òàêæå è â àëãîðèòìàõ ñî øòðàôíûìè
ôóíêöèÿìè, îòëè÷íûìè îò òåõ, ÷òî èñïîëüçîâàëèñü â äàííîé ðàáîòå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâà-
ëèñü è îáñóæäàëèñü íà Âñåðîññèéñêèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ "Àëãî-
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ðèòìè÷åñêèé àíàëèç íåóñòîé÷èâûõ çàäà÷"(Åêàòåðèíáóðã, 26 ôåâðàëÿ - 2
ìàðòà 2001 ãîäà è 2-6 ôåâðàëÿ 2004 ãîäà), íà XII âåñåííåé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé øêîëå "Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ"(Âîðîíåæ, 3-9 ìàÿ 2001 ãîäà), ìåæ-
äóíàðîäíîì ñåìèíàðå, ïîñâÿùåííîì 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ñ.Í.×åð-
íèêîâà (Åêàòåðèíáóðã, 1-5 èþíÿ 2002 ãîäà), íà ðîññèéñêîé êîíôåðåí-
öèè "Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé"(24-28 èþíÿ 2002 ãî-
äà), íà XII ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êè-
áåðíåòèêè"(Êàçàíü, 27-31 ìàÿ 2002 ãîäà), Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè
"Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ"(Îìñê, 1-5 èþëÿ
2003), XII Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðî-
âàíèå è ïðèëîæåíèÿ"(Åêàòåðèíáóðã, 24-28 ôåâðàëÿ 2003 ãîäà), íàó÷íîé
êîíôåðåíöèè "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
è èíôîðìàòèêè"(Êàçàíü, 30 ÿíâàðÿ-6 ôåâðàëÿ 2003 ãîäà), íà èòîãîâûõ
íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà è íà-
ó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû ýêîíîìè÷åñêîé êèáåðíåòèêè Êàçàíñêîãî ãî-
ñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà çà 2000 - 2003 ãîäû.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â 16 ðàáîòàõ.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ

ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 143 íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé
îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 123 ñòðàíèöû.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ àëãîðèò-
ìîâ â ìåòîäå øòðàôîâ ñ àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøå-
íèé, ïðèâåäåí îáçîð îñíîâíûõ ñóùåñòâóþùèõ íà äàííûé ìîìåíò ïîäõî-
äîâ, ïðèìåíÿåìûõ â ìåòîäàõ ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçà-
öèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ çàäà÷è (1)-(2), îïèñà-
íà ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè è êðàòêî èçëîæåíî ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ¾Àïïðîêñèìàöèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà¿ ïîñâÿùåíà
îöåíêå áëèçîñòè ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è è âñïîìîãàòåëüíîé, ïîñòðî-
åííîé ïðè ïîìîùè øòðàôíûõ ôóíêöèé ìíîæåñòâà, àïïðîêñèìèðóþùåãî
äîïóñòèìîå. Ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ.

Ïàðàãðàô 1.1 íîñèò êîìïèëÿòèâíûé õàðàêòåð. Çäåñü ñòàâèòñÿ çàäà-
÷à, îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû
èç àíàëèçà è òåîðèè îïòèìèçàöèè, íà êîòîðûå äàëåå â ðàáîòå äåëàþòñÿ
íåîäíîêðàòíûå ññûëêè.
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Ïóñòü ôóíêöèè f(x), fi(x), äëÿ i ∈ I = {1, 2 . . .m} îïðåäåëåíû, íåïðå-
ðûâíû è âûïóêëû â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Äëÿ ëþáî-
ãî ÷èñëà p îïðåäåëèì ìíîæåñòâî D(p) = {x ∈ Rn, g(x) + p ≤ 0}, ãäå
g(x) = max{fi(x), i ∈ I}. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèè f(x) íà ìíî-
æåñòâå D(0) äîñòèãàåòñÿ, òî åñòü ìíîæåñòâî X∗ = Argmin{f(x), x ∈ Rn}
íå ïóñòî. Ïîëîæèì

f ∗ = min{f(x), x ∈ D(0)}. (3)
Òðåáóåòñÿ ïî çàäàííîìó ÷èñëó ε > 0 íàéòè òî÷êó x′ ∈ X∗

ε = {x ∈ D(0) :
f(x)− f ∗ ≤ ε}. Òî÷êó x′ áóäåì íàçûâàòü ε- ðåøåíèåì çàäà÷è îòûñêàíèÿ
(3). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî D(0) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ñëåéòåðà, òî
åñòü {x ∈ R, g(x) < 0} 6= ∅.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî A áóäåì íàçûâàòü ïîãðóæåííûì â B,
åñëè ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ A, òî åñòü B ñîäåðæèò îòêðû-
òîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå A.

Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî D(p) ïîãðóæåíî â D(0) ïðè p > 0.
Ïóñòü âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ øòðàôà V (x) = 0 ïðè x ∈ D(p) è V (x) > 0

ïðè x 6∈ D(p), p > 0. Îáîçíà÷èì A(α) = {x ∈ Rn : V (x) ≤ α, α > 0}.
Åñëè α = max{α : A(α) ⊂ D(0)}, òî D(0) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ìíî-
æåñòâà A(γα) ïðè γ ∈ [0, 1).

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî A(γα), γ ∈ [0, 1) áóäåì íàçûâàòü àï-
ïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà.

Ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ρ - àïïðîêñèìèðóåìîñòè ôóíêöèè, íåñêîëüêî
îáîáùàþùåå èçâåñòíîå ïîíÿòèå ρ - ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé çàäà÷è ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ýòîì îïðåäåëåíèè áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ôóíêöèÿ ϕ(x) îïðåäåëåíà â Rn, ÷èñëî λ òàêîâî, ÷òî

M(λ) = {x : x ∈ Rn, ϕ(x) ≤ λ} 6= ∅,

G - çàäàííîå â Rn ìíîæåñòâî, M(λ)∩G 6= ∅ è ρ(x,M(λ)) = inf
x∈M(λ)

‖x−y‖.
Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèþ

ψ(x) =

{
ϕ(x) ∀x ∈ M(λ) ∩G,

βρ(x,M(λ)) + λ ∀x ∈ G \M(λ), β > 0
(4)

áóäåì íàçûâàòü (ρ, β, λ)-àïïðîêñèìèðóþùåé ñíèçó çàäàííóþ ôóíêöèþ
ϕ(x), à ôóíêöèþ ϕ(x) - (ρ, β, λ)-àïïðîêñèìèðóåìîé ñíèçó íà ìíîæåñòâå
G, åñëè

ψ(x) ≤ ϕ(x) ∀x ∈ G. (5)
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Â ýòîì æå ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ρ-àïïðîêñèìè-
ðóåìîñòè ñíèçó âûïóêëîé ôóíêöèè, áîëåå ñëàáûå è óíèâåðñàëüíûå, ÷åì
ïîäîáíûå óñëîâèÿ äëÿ ïîíÿòèÿ ρ-ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé. Â ÷àñòíî-
ñòè, â îïðåäåëåíèè 3 ìíîæåñòâî G ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííûì. Ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî, íàïðèìåð, ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü êðóã èñ-
ñëåäóåìûõ çàäà÷.

Ïàðàãðàô 1.3 ïîñâÿùåí îöåíêå âåëè÷èíû |f(x(C)) − f ∗|, ãäå x(C) -
òî÷êà áåçóñëîâíîãî ìèíèìóìà âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè F (x,C) =
= f(x) + CV (x). Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ p > 0 òà-
êîå, ÷òî íåðàâåíñòâî

|f(x(C))− f ∗| ≤ ε (6)
âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ C > 0 òàêèõ, ÷òî x(C) ∈ D(0). Äëÿ îöåíêè ïîäîá-
íîãî p = p(ε) íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.

Óñëîâèå a) Ôóíêöèÿ g(x) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âûïóêëîé íà ìíî-
æåñòâå D(0) ñ íåóáûâàþùèì ìîäóëåì âûïóêëîñòè δ(t).

Óñëîâèå b) Ñóùåñòâóþò ÷èñëà p′ ∈ (0, p), ãäå p ∈ (0,− inf{g(x),
x ∈ Rn}), è f > min

x∈D(p′)
f(x) òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî D(p′) ∩ Q(f) îãðàíè-

÷åíî, ãäå Q(t) = {x ∈ Rn : f(x) ≤ t}.
Óñëîâèå c) Ñóùåñòâóåò ÷èñëî p̂ ∈ (0,− inf{g(x), x ∈ Rn}) òàêîå, ÷òî

ôóíêöèÿ öåëè f(x) óäîâëåòâîðÿåò íà ìíîæåñòâå D(0) ∩ Q(fp̂) óñëîâèþ
Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L, ãäå fp̂ = min

x∈D(p̂)
f(x).

Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ b) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(2) áûëî îãðàíè÷åííûì.

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå b). Òîãäà äëÿ ÷èñëà p′ íàéäåòñÿ
β = β(p′) > 0 òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) áóäåò (ρ, β,−p)-àïïðîêñèìèðóåìîé
ñíèçó íà ìíîæåñòâå Q(f) ïðè âñåõ p ≤ p′.

Âñþäó äàëåå β > 0 - ïàðàìåòð, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ g(x) ÿâëÿåòñÿ
(ρ, β,−p) àïïðîêñèìèðóåìîé ñíèçó íà ìíîæåñòâå Q(f).

Ïîëó÷åíû îöåíêè ïàðàìåòðà p.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ a) è c), ÷èñëî p ∈ (0,

min{δ(ε/L), p̂}). Òîãäà |f(x̄) − f ∗| ≤ ε, äëÿ ëþáîé òî÷êè x̄ ∈ Q, ãäå
Q = {x ∈ Rn : f(x) ≤ min

x∈D(p)
f(x)} ∩D(0).

Ñëåäñòâèå. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî C > 0 âûïîëíÿåòñÿ x(C) ∈ D(0),
òî |f(x(C))− f ∗| ≤ ε.

Çàìå÷àíèå. Â òåîðåìå îöåíêà ðåøåíèÿ íå çàâèñèò îò ñïîñîáà íàõî-
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æäåíèÿ x̄ ∈ Q.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ b) è c), ÷èñëî p ∈ (0,

min{εβ
L , p′, p̂}]. Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà x(C) ∈ D(0) ÿâëÿåòñÿ ε - ðåøåíèåì

çàäà÷è (1)-(2).
Îöåíêó øòðàôíîãî ïàðàìåòðà C > 0 ñâåðõó äàþò ñëåäóþùèå òåîðå-

ìû.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ a) è c), ôóíêöèè f(x), V (x)

- äèôôåðåíöèðóåìû, ñóùåñòâóåò δ−1(·) - ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ìîäóëþ
âûïóêëîñòè δ(t) è 0 < p ≤ p̂. Òîãäà íåðàâåíñòâî

C ≤ Lδ−1(p)

V (x(C))
. (7)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ C > 0 òàêèõ, ÷òî x(C) ∈ D(0).
Ñëåäñòâèå. Âêëþ÷åíèå x(C) ∈ D(0) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ C ≥

≥ Lδ−1(p)
α .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ b) è c), ôóíêöèè f(x), V (x)
- äèôôåðåíöèðóåìû, 0 < p ≤ min{p′, p̂}. Òîãäà íåðàâåíñòâî

C ≤ Lp

V (x(C))β
. (8)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ C > 0 òàêèõ, ÷òî x(C) ∈ D(0).
Ñëåäñòâèå. Âêëþ÷åíèå x(C) ∈ D(0) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ C ≥ Lp

αβ .
Òåîðåìû 1 è 2 äàþò ëåãêî ïðîâåðÿåìûé êðèòåðèé îñòàíîâêè â ìåòîäå

øòðàôîâ, à ñëåäñòâèÿ ê òåîðåìàì 3 è 4 óêàçûâàþò çíà÷åíèå øòðàôíîãî
ïàðàìåòðà C > 0, ïðè êîòîðîì óñëîâèå êðèòåðèÿ âûïîëíÿåòñÿ.

Äàëåå äàíû îöåíêè âåëè÷èíû min{f(x), x ∈ A(γα)}−f ∗ è ïàðàìåòðîâ
p è γ, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî (6) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ C > 0 òàêèõ,
÷òî x(C) ∈ D(0) \ A(γα).

Â äèññåðòàöèè òàêæå èñïîëüçîâàíû øòðàôíûå ôóíêöèè Vγ(x) =
= (V (x)− γα)s

+, s > 1, t+ = max{0, t}, ïîñòðîåííûå ïî àïïðîêñèìàöèè
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà. Òî åñòü Vγ(x) = 0 ïðè x ∈ A(γα), Vγ(x) > 0
ïðè x 6∈ A(γα). Îöåíåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ p è γ, ïðè êîòîðûõ âêëþ-
÷åíèå òî÷êè áåçóñëîâíîãî ìèíèìóìà xγ(C) âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè
Fγ(x,C) = f(x) + CVγ(x) â D(0) îáåñïå÷èâàåò åå ε-îïòèìàëüíîñòü.

Îöåíåíî çíà÷åíèå øòðàôíîãî ïàðàìåòðà C > 0, ïðè êîòîðîì âêëþ÷å-
íèå xγ(C) ∈ D(0) äîñòèãàåòñÿ.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Òîãäà ïðè

C ≥ Lδ−1(p)

s(1− γ)s−1αs (9)

âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå xγ(C) ∈ A(α).
Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 4. Òîãäà ïðè

C ≥ Lp

βs(1− γ)s−1αs (10)

âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå xγ(C) ∈ A(α).
Âî âòîðîé ãëàâå ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íî-

ñòüþ çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (1)-(2).
Â ïàðàãðàôå 2.1 ïðèâåäåíà ñëåäóþùàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ
Îáùàÿ ñõåìà. Çàäàåòñÿ òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ε. Âûáèðàåòñÿ

C0 > 0, r > 1, ÷èñëî p > 0 òàêîå, ÷òî |f(x(C)) − f ∗| ≤ ε, ïðè âñåõ
x(C) ∈ D(0). Ïîëàãàåòñÿ k = 0.

1. Âûáèðàåòñÿ ìåòîä Ak áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, îáåñïå÷èâàþùèé
íàõîæäåíèå ìèíèìóìà ôóíêöèè F (x,Ck).

2. Ìåòîäîì Ak íàõîäèì òî÷êó x(Ck) ∈ Argmin{F (x,Ck), x ∈ Rn}.
3. Åñëè x(Ck) ∈ D(0), òî ïðîöåññ îêîí÷åí è x(Ck) ÿâëÿåòñÿ ε- ðåøå-

íèåì çàäà÷è (1)-(2).
4. Âûáèðàåì Ck+1 ≥ rCk.
5. Ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 1 ïðè k, çàìåíåííîì íà k + 1.
Äîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå ïóíêòà 3 îáùåé ñõåìû âûïîëíèòñÿ çà êîíå÷íîå

÷èñëî èòåðàöèé. Ïðè ýòîì, ïîëó÷åííàÿ òî÷êà ãàðàíòèðîâàííî áóäåò ε-
ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(2).

Íà îñíîâå ýòîé ñõåìû îáîñíîâàíà ñõîäèìîñòü äâóõ àëãîðèòìîâ, ïðåä-
íàçíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ çàäà÷, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ëèáî óñëîâèÿì òåîðåìû 3, ëèáî òåîðåìû 4.

Ïðèâåäåì çäåñü, äëÿ ïðèìåðà, àëãîðèòì, ñõîäÿùèéñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî èòåðàöèé ê ε-ðåøåíèþ çàäà÷è (1)-(2) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðå-
ìû 4.

Àëãîðèòì 1. Çàäàåòñÿ òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ε. Âûáèðàþò-
ñÿ ÷èñëà p ∈ (0, min{εβ

L , p′, p̂}) è íàòóðàëüíîå ÷èñëî N . Çàäàåòñÿ òî÷êà
x0 ∈ Rn è âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ(·) òàêàÿ, ÷òî ϕ(N) ≥ Lp

αβ , ϕ(1) > 0.
Ïîëàãàåòñÿ k = 1.

1. Âû÷èñëÿåòñÿ Ck = ϕ(k).
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2. Âûáèðàåòñÿ ìåòîä Ak, îáåñïå÷èâàþùèé íàõîæäåíèå áåçóñëîâíîãî
ìèíèìóìà ôóíêöèè F (x,Ck).

3. Ìåòîäîì Ak íàõîäèì òî÷êó xk = x(Ck).
4.Åñëè xk ∈ D(0), òî ïðîöåññ îêîí÷åí è xk ÿâëÿåòñÿ ε- ðåøåíèåì

çàäà÷è (1)-(2). Èíà÷å ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 1 ïðè k, çàìåíåííîì íà k + 1.

Â ýòîì àëãîðèòìå íà èòåðàöèè ñ íîìåðîì k ≥ 1 øòðàôíîé ïàðàìåòð
Ck çàäàåòñÿ ïî ôîðìóëå Ck = ϕ(k), ãäå ϕ(k) - ïîëîæèòåëüíàÿ âîçðàñ-
òàþùàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè C - âåëè÷èíà øòðàôíîãî ïàðàìåòðà, îáåñïå÷è-
âàþùåãî âêëþ÷åíèå x(C) ∈ D(0), òî ïðè âûáîðå ôóíêöèè ϕ(k) òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ϕ(1) ≥ C, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ
ìîæíî ïîëó÷èòü çà îäèí ýòàï ìèíèìèçàöèè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè
F (x,C1). Îäíàêî, äëÿ ðàñ÷åòà âåëè÷èíû C â ïàðàãðàôå 1.3 èñïîëüçóþò-
ñÿ îöåíêè êîíñòàíòû Ëèïøèöà, ìîäóëÿ ðàâíîìåðíîé âûïóêëîñòè è ïà-
ðàìåòðà ρ-àïïðîêñèìèðóåìîñòè, âñëåäñòâèå ÷åãî îíà ìîæåò áûòü ñèëüíî
çàâûøåíà.

Èñïîëüçîâàòü çàâûøåííîå çíà÷åíèå C ñëåäóåò ëèøü â êðàéíåì ñëó÷àå,
òàê êàê óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà C âåäåò ê óõóäøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ
ñâîéñòâ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè. Íî âêëþ÷åíèå x(C) ∈ D(0) áóäåò äî-
ñòèãàòüñÿ è ïðè C < C. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî óâåëè÷èâàòü øòðàôíîé
êîýôôèöèåíò ïîñòåïåííî òàê, ÷òîáû ÷åðåç çàäàííîå êîëè÷åñòâî èòåðà-
öèé N>0 àëãîðèòìà îí äîñòèã âåëè÷èíû C. Â ýòîì ñëó÷àå îñòàíîâêà
ñ÷åòà ïðîèçîéäåò, ñêîðåå âñåãî, ïî êðèòåðèþ ïîïàäàíèÿ òî÷êè ìèíèìó-
ìà âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè â ðàçíîñòü äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà è åãî
àïïðîêñèìàöèè.

Â ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìàõ âûáèðàåòñÿ òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âîç-
ðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ(k), ÷òî ϕ(N) ≥ C. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {xk}, ïîñòðîåííûå ïî ýòèì àëãîðèòìàì, ñõîäÿòñÿ ê äîïóñòèìîìó ε-
îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ íå áîëåå, ÷åì çà çàäàííîå ÷èñëî N èòåðàöèé.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ àëãîðèòìû ñ ïðèìåíåíèåì øòðàô-
íûõ ôóíêöèé, ïîñòðîåííûõ ïî àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà.
Âû÷èñëåíèÿ îñòàíàâëèâàþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

xγ(C) ∈ D(0). (11)

Êàê è â ïàðàãðàôå 2.1, øòðàôíîé ïàðàìåòð èçìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè
îò íîìåðà èòåðàöèè k ïî òàêîìó ïðàâèëó ϕ(k), ÷òî ϕ(N) ≥ C, ãäå C -
çíà÷åíèå øòðàôíîãî êîýôôèöèåíòà, ïðè êîòîðîì ãàðàíòèðóåòñÿ âêëþ-
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÷åíèå (11), N - âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÷èñëà èòåðàöèé, çà êîòîðîå òðåáóåòñÿ
íàéòè äîïóñòèìîå ε-îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(2).

Ïàðàãðàô 2.3 ïîñâÿùåí ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ, îñóùåñòâëÿþùèõ äâó-
ñòîðîííåå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1)-(2): èçíóòðè ìíîæåñòâà
A(γα) è ñíàðóæè D(0).

Ïðèâåäåì àëãîðèòì, ñõîäÿùèéñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé ê ε-
ðåøåíèþ çàäà÷è (1)-(2) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 3 è ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî D(0) ∩ Argmin{f(x), x ∈ Rn} = ∅.

Àëãîðèòì 2. Ïîäãîòîâèòåëüíûé øàã. Çàäàåòñÿ òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü
ðåøåíèÿ ε. Âûáèðàþòñÿ ÷èñëà 0 < γ < 1, 0 < p ≤ min{δ( εγα

L(V (x∗)−γα)), p̂},
C0 ≥ Lδ−1(p)

γα , C0 = 0, 0 < λ ≤ λ < 1. Ïîëàãàåì k = 0.
1. Íàõîäèì Ck = λkCk + (1− λk)Ck, ãäå λ ≤ λk ≤ λ.

2. Âûáèðàåòñÿ ìåòîä Ak áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, îáåñïå÷èâàþùèé
íàõîæäåíèå ìèíèìóìà ôóíêöèè F (x,Ck).

3. Ìåòîäîì Ak îòûñêèâàåì x(Ck) ∈ X(Ck).
4. Åñëè x(Ck) ∈ D(0) \A(γα), òî ïðîöåññ îêîí÷åí è x(Ck) ÿâëÿåòñÿ ε-

ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(2).
5. Åñëè x(Ck) ∈ A(γα), òî ïîëàãàåì Ck+1 = Ck, Ck+1 = Ck.

Èíà÷å Ck+1 = Ck, Ck+1 = Ck.
6. Ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 1 ïðè k, çàìåíåííîì íà k+1.

Ðàçðàáîòàí òàêæå ïîäîáíûé àëãîðèòì, ïðèìåíèìûé ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ b) âìåñòî óñëîâèÿ a).

Íà ïîäãîòîâèòåëüíîì ýòàïå ýòèõ àëãîðèòìîâ âûáèðàþòñÿ ïàðàìåòðû
C0 è C0 òàêèì îáðàçîì, ÷òî x(C0) 6∈ D(0), x(C0) ∈ A(γα). Ñîãëàñíî îöåí-
êàì ïàðàãðàôà 1.3, âåëè÷èíà C0 äîñòàòî÷íî âåëèêà è âñïîìîãàòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ F (x, C0) áóäåò î÷åíü îâðàæíîé. Ïîýòîìó ïðåäëîæåíû òàêæå
àëãîðèòìû ñ ïîñòåïåííûì óâåëè÷åíèåì C äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïîë-
íèòñÿ âêëþ÷åíèå x(C) ∈ D(0). Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî x(C) 6∈ A(γα), òî
x(C) - èñêîìàÿ òî÷êà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òåêóùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
C ïðèíèìàåòñÿ çà C0, ïðåäûäóùåå çíà÷åíèå C, ïðè êîòîðîì x(C) 6∈ D(0)
ïðèíèìàåòñÿ çà C0 è íà÷èíàåòñÿ äâóñòîðîííåå ïðèáëèæåíèå ê ìíîæåñòâó
D(0) \ A(γα).

Äëÿ øòðàôíûõ ôóíêöèé

V (x) = W (g(x) + p), (12)

ãäå W (t) - âîçðàñòàþùàÿ ïî t ôóíêöèÿ è W (t) = 0 ïðè t ≤ 0, W (t) > 0
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ïðè t > 0 äîêàçàíî, ÷òî èç ðàâåíñòâà g(x(C)) = 0 ñëåäóåò îïòèìàëüíîñòü
òî÷êè x(C). Ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(2), íå
èñïîëüçóþùèé îöåíîê ãëàâû 1.

Àëãîðèòì 3. Ïîäãîòîâèòåëüíûé øàã. Âûáèðàåì p > 0, C0, C0 > 0
òàêèå, ÷òî x(C0) ∈ D(0), x(C0) /∈ D(0), 0 < λ ≤ λ < 1, k = 0.

1. Åñëè |f(x(Ck))−f(x(Ck))| ≤ ε, òî ïðîöåññ îêîí÷åí è x(Ck) ÿâëÿåòñÿ
ε - ðåøåíèåì çàäà÷è (3).

2. Íàõîäèì Ck = λkCk + (1− λk)Ck, ãäå λ ≤ λk ≤ λ.
3. Åñëè x(Ck) ∈ D(0), òî Ck+1 = Ck, Ck+1 = Ck.

Èíà÷å Ck+1 = Ck, Ck+1 = Ck.
4. Ïåðåõîäèì ê ï.1 ïðè k, çàìåíåííîì íà k + 1.
Àëãîðèòì 3 îñóùåñòâëÿåò äâóñòîðîííèå, èçíóòðè ìíîæåñòâà D(0) è

ñíàðóæè, ïðèáëèæåíèÿ ê ãðàíèöå D(0). Äîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ ïóíêòà 1
âûïîëíÿòñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé.

Ïðåäëîæåííûå â ïàðàãðàôàõ 2.1 - 2.3 àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ ïðèíöèïè-
àëüíûìè, òàê êàê íàõîæäåíèå äàæå îäíîé òî÷êè x(C), â îáùåì ñëó÷àå,
ïðîöåññ áåñêîíå÷íûé. Ïîýòîìó â ïàðàãðàôå 2.4 ïðåäëàãàþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå àëãîðèòìû, äîïóñêàþùèå íåïîëíóþ ìèíèìèçàöèþ âñïîìîãàòåëüíûõ
ôóíêöèé.

Àëãîðèòì 4 . Çàäàåòñÿ òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ε > 0, x0 ∈ Rn,
íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , ÷èñëî δ ∈ (0, ε). Âûáèðàåòñÿ 0 < p ≤
≤ min{ β

2L(ε− δ), p′, p̂}, âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ(·) òàêàÿ, ÷òî ϕ(1) ≥ 0,

ϕ(N) = Lp
αβ . Ïîëàãàåòñÿ k = 1.

1.Âû÷èñëÿåòñÿ Ck = ϕ(k).
2. Åñëè k < N , òî íàõîäèòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è íàõî-

æäåíèÿ min{F (x,Ck), x ∈ Rn}. Ïåðåõîä ê øàãó 1 ïðè k, çàìåíåííîì íà
k+1.

3.Åñëè k = N , òî íàõîäèòñÿ òî÷êà xN ∈ A(α), ÿâëÿþùàÿñÿ δ-îï-
òèìàëüíûì ïî ôóíêöèîíàëó ðåøåíèåì çàäà÷è min

x∈Rn

F (x,CN). Òî÷êà xN

ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå ε - ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(2).
Äàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò íàéòè ε - ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(2) ïðè âû-

ïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 4. Ïîäîáíûé àëãîðèòì ïðåäëîæåí ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèÿ a) âìåñòî b).

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì èñïîëüçóåò øòðàôíûå ôóíêöèè, ïîñòðîåííûå
ïî àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà.
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Àëãîðèòì 5. Çàäàåòñÿ òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ε > 0, x0 ∈ Rn,
÷èñëà δ ∈ (0, ε), γ ∈ (0, 1), íàòóðàëüíîå ÷èñëî N . Âûáèðàåòñÿ 0 < p ≤
≤ min{ βγαs(ε−δ)

L(sV (x∗)−γα(s−1+γ)) , p
′, p̂}, ãäå x∗ ∈ X∗, âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ(·)

òàêàÿ, ÷òî ϕ(1) ≥ 0, ϕ(N) = Lp
βs(1−γ)s−1αs . Âûáèðàåòñÿ ôóíêöèÿ øòðàôà

Vγ(x) = (V (x)− γα)s
+ ïðè s > 1. Ïîëàãàåòñÿ k = 1.

1.Âû÷èñëÿåòñÿ Ck = ϕ(k).
2. Åñëè k < N , òî íàõîäèòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è íàõî-

æäåíèÿ min{F (x,Ck), x ∈ Rn}. Ïåðåõîä ê øàãó 1 ïðè k, çàìåíåííîì íà
k+1.

3.Åñëè k = N , òî íàõîäèòñÿ òî÷êà xN ∈ A(α), ÿâëÿþùàÿñÿ δ-îï-
òèìàëüíûì ïî ôóíêöèîíàëó ðåøåíèåì çàäà÷è min

x∈Rn

Fγ(x,CN). Òî÷êà xN

ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå ε - ðåøåíèÿ çàäà÷è (3).
Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòìû 4 è 5 ïîçâîëÿþò íàéòè ε - ðåøåíèå çàäà÷è

(1)-(2) çà çàäàííîå ÷èñëî N èòåðàöèé.
Â àëãîðèòìàõ 4 è 5 íå çàäàåòñÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ

çàäà÷ ïðè íîìåðàõ èòåðàöèè k < N , òàê êàê ðàñïîëîæåíèå òî÷êè xN

íå çàâèñèò îò xN−1 è, òåì áîëåå, îò xk ïðè k < N − 1. Ðåøåíèå âñïî-
ìîãàòåëüíûõ çàäà÷ â ïóíêòàõ 2 ýòèõ àëãîðèòìîâ íåîáõîäèìî ëèøü äëÿ
ïîñòåïåííîãî ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êå xN .

Â ãëàâå 3 ¾Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ è àíàëèç âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ¿ äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëî-
æåííûõ àëãîðèòìîâ ïðîâîäèòñÿ èõ àíàëèç íà îñíîâå âû÷èñëèòåëüíîãî
ýêñïåðèìåíòà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå óòî÷íÿþòñÿ íåêîòîðûå àñïåêòû ðåàëèçàöèè àë-
ãîðèòìîâ íà ÝÂÌ. Çäåñü îáñóæäàåòñÿ âûáîð ôóíêöèè ϕ(k), çàäàþùåé
øòðàôíîé ïàðàìåòð Ck â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà èòåðàöèè k, äîêàçûâà-
þòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïðèìåíèìûå îöåíêè âåëè÷èí α è V (x∗), êîíêðåòèçè-
ðóþòñÿ îöåíêè çíà÷åíèé p è ϕ(N), èñïîëüçóåìûõ â àëãîðèòìàõ.

Â äàííîì ïàðàãðàôå äèññåðòàöèè òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ òàêîé ñïîñîá
èçìåíåíèÿ øòðàôíîãî êîýôôèöèåíòà â àëãîðèòìàõ ñ äâóñòîðîííèì ïðè-
áëèæåíèåì, ÷òî èõ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
V (x(C)) = 1+γ

2 α ñ òî÷íîñòüþ 1−γ
2 α ïî ôóíêöèîíàëó V (x).

Àëãîðèòìû ñ íåïîëíîé ìèíèìèçàöèåé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè íå-
ñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàíû äëÿ ãàðàíòèè âûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ îñòàíîâêè
çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïðîöåññà ìèíèìèçàöèè N -îé âñïîìîãàòåëüíîé
ôóíêöèè.
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Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå èç òåõ çàäà÷, ÷òî èñ-
ïîëüçîâàëèñü â ýêñïåðèìåíòå. Îáúÿñíÿþòñÿ ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ àïðèîð-
íîé èíôîðìàöèè î çàäà÷àõ, íà îñíîâàíèè êîòîðîé â àëãîðèòìàõ çàäàþòñÿ
ïàðàìåòðû ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ D(p) è A(γα), øòðàôíûõ ôóíêöèé è
ôóíêöèè ϕ(k).

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ýòèõ çàäà÷ ðàç-
ðàáîòàííûìè àëãîðèòìàìè ïðèâîäèòñÿ â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ãëàâû 3.
Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà-
÷åíèé çàäàííîé òî÷íîñòè ε > 0, çàäàííîé âåðõíåé ãðàíèöû ÷èñëà èòåðà-
öèé N , ïàðàìåòðà γ. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñðàâíèâàëèñü ìåæäó ñîáîé
è ñ êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì øòðàôíûõ ôóíêöèé. Äëÿ îñòàíîâêè âû÷èñ-
ëèòåëüíîãî ïðîöåññà, ïðîâîäèìîãî ïî ìåòîäó øòðàôîâ, èñïîëüçîâàëñÿ
ýâðèñòè÷åñêèé êðèòåðèé - âû÷èñëåíèÿ ïðåêðàùàëèñü, åñëè ïðè íåêîòî-
ðîì íîìåðå k ≥ 0 èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî |f(xk+1)− f(xk)| ≤ ε.

Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèÿ ñäåëàíû ñëåäóþùèå âûâîäû.
1. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðåäëîæåííûìè

àëãîðèòìàìè çàäàííàÿ òî÷íîñòü äîñòèãàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
ïðîñòîãî, ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî íà ïðàêòèêå êðèòåðèÿ îñòàíîâêè. Â òî æå
âðåìÿ, ïðè ðåøåíèè òåõ æå çàäà÷ ìåòîäîì øòðàôîâ ñ ýâðèñòè÷åñêèì ïðà-
âèëîì îñòàíîâêè òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü äîñòèãàëàñü ëèøü â äâóõ ñëó÷àÿõ
èç òðåõ.

2. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ àëãîðèòìàìè ñ íåïîëíîé ìèíèìèçàöèåé âñïî-
ìîãàòåëüíîé ôóíêöèè çàäàííàÿ òî÷íîñòü äîñòèãàåòñÿ çà çàäàííîå ÷èñëî
N èòåðàöèé àëãîðèòìà.

3. Â àëãîðèòìàõ, ïðåäëîæåííûõ â ïàðàãðàôàõ 2.1-2.2 äèññåðòàöèè âû-
ïîëíåíèå êðèòåðèÿ îñòàíîâêè ïðîèñõîäèëî íå áîëåå, ÷åì ÷åðåç çàäàííîå
÷èñëî N èòåðàöèé. Âû÷èñëåíèÿ çà÷àñòóþ îñòàíàâëèâàëèñü ìåíåå, ÷åì
÷åðåç N èòåðàöèé, ÷òî ãîâîðèò î öåëåñîîáðàçíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðà-
áîòàííîãî â äèññåðòàöèè êðèòåðèÿ îñòàíîâêè (âêëþ÷åíèå èòåðàöèîííîé
òî÷êè â D(0)).

4. Â îòëè÷èå îò ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû
äàþò äîïóñòèìîå ðåøåíèå.

5. Âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû (÷èñëî âû÷èñëåíèé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíê-
öèè è åå ãðàäèåíòà) ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ñîïîñòàâèìû, à çà÷àñòóþ
è íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì â ìåòîäå âíåøíèõ øòðàôîâ.

6. Â àëãîðèòìàõ, ïðåäëîæåííûõ â ïàðàãðàôàõ 2.1-2.3 äèññåðòàöèè âû-
÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà ðåøåíèå çàäà÷è âåëèêè ïðè î÷åíü áîëüøèõ,
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ëèáî î÷åíü ìàëûõ N . Â ýêñïåðèìåíòå ëó÷øèì äëÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷
îêàçûâàëñÿ âûáîð 5 ≤ N ≤ 10.

7. Â àëãîðèòìàõ, èñïîëüçóþùèõ àïïðîêñèìàöèþ äîïóñòèìîãî ìíîæå-
ñòâà, âåëè÷èíà γ ∈ (0, 1) ñëàáî âëèÿåò íà ÷èñëî âû÷èñëåíèé âñïîìîãà-
òåëüíîé ôóíêöèè è ãðàäèåíòà.

8. Ïîêàçàòåëè òî÷íîñòè, òðóäîåìêîñòè è ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé àëãî-
ðèòìîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîæåñòâà D(p) ïðèìåðíî ðàâíû òàêèì æå
ïîêàçàòåëÿì àëãîðèòìîâ ñ àïïðîêñèìàöèåé A(γα) äîïóñòèìîãî ìíîæå-
ñòâà.

Óêàçàííûå âûâîäû ïîäòâåðæäàþò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àë-
ãîðèòìîâ, ïðåäëîæåííûõ â äèññåðòàöèè, äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çà-
äà÷.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÁÎÒÛ

1. Ïðåäëîæåí ïðèíöèï àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, ïîçâî-
ëÿþùèé ñòðîèòü àëãîðèòìû çàäàííîé òî÷íîñòè â ìåòîäå øòðàôíûõ
ôóíêöèé.

2. Íà îñíîâàíèè ýòîãî ïðèíöèïà ïîñòðîåíû íîâûå ïðàêòè÷åñêè ðåàëè-
çóåìûå àëãîðèòìû â ìåòîäå øòðàôíûõ ôóíêöèé, ãàðàíòèðóþùèå
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