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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îäíèì èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ â òåîðèè

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ÿâëÿåòñÿ
òåîðèÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà. Ïðîñòåéøèì óðàâíåíèåì ñìå-
øàííîãî ýëëèïòèêî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà íà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèå

yuxx + uyy = 0. (1)
Èçâåñòíîé êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
Òðèêîìè. Îíà âïåðâûå áûëà ðåøåíà ñàìèì Ô. Òðèêîìè â 20-å ãî-
äû XX âåêà. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Ô. Òðèêîìè, áûëè ðàçâèòû
Ñ. Ãåëëåðñòåäòîì äëÿ óðàâíåíèÿ

y2m+1uxx + uyy = 0.

Ô. È. Ôðàíêëü îáíàðóæèë âàæíûå ïðèëîæåíèÿ çàäà÷è Òðèêî-
ìè è äðóãèõ ðîäñòâåííûõ åé çàäà÷ â òðàíñçâóêîâîé ãàçîäèíàìèêå.
È. Í. Âåêóà óêàçàë íà âàæíîñòü ïðîáëåìû óðàâíåíèé ñìåøàííîãî
òèïà ïðè ðåøåíèè çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â òåîðèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ
èçãèáàíèé ïîâåðõíîñòåé, à òàêæå â áåçìîìåíòíîé òåîðèè îáîëî÷åê ñ
êðèâèçíîé ïåðåìåííîãî çíàêà. À. Â. Áèöàäçå âïåðâûå ñôîðìóëèðî-
âàë ïðèíöèï ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷è Òðèêîìè. Ïîçäíåå îí áûë äî-
êàçàí è äëÿ äðóãèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà.
Ì. À. Ëàâðåíòüåâûì áûëà ïðåäëîæåíà áîëåå ïðîñòàÿ ìîäåëü óðàâ-
íåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà

uxx + sgn y · uyy = 0,

äëÿ êîòîðîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ ìåíüøèìè òðóäíîñòÿìè, ÷åì
â àíàëîãè÷íûõ çàäà÷àõ ïî óðàâíåíèþ (1).

Â äàëüíåéøåì áûëè ïîñòàâëåíû è èññëåäîâàíû íîâûå çàäà÷è
äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà êàê â íàøåé ñòðàíå (Â.Ô. Âîë-
êîäàâîâ, Â.Í. Âðàãîâ, Ò.Ä. Äæóðàåâ, Â.È. Æåãàëîâ, Ò.Ø. Êàëü-
ìåíîâ, À.È. Êîæàíîâ, Þ.Ì. Êðèêóíîâ, À.Ã. Êóçüìèí, Ì.Å. Ëåð-
íåð, Å.È. Ìîèñååâ, À.Ì. Íàõóøåâ, Ñ.Ì. Ïîíîìàð¼â, Ñ.Ï. Ïóëü-
êèí, Ë.Ñ. Ïóëüêèíà, Î.À. Ðåïèí, Ê.Á. Ñàáèòîâ, Ì.Ñ. Ñàëàõèòäèíîâ,
Ì.Ì. Ñìèðíîâ, À.Ï. Ñîëäàòîâ, Ð.Ñ Õàéðóëëèí, Ë.È. ×èáðèêîâà, Õå
Êàí ×åð è äðóãèå), òàê è çà ðóáåæîì (S. Germain, R. Bader, S Agmon,
L. Nirenberg, M.N. Protter, C. Morawetz, P.O. Lax, M. Schneider,
A.K. Aziz, G.D. Dachev è äðóãèå).

Â ïîñëåäíèå ãîäû Â.Ô. Âîëêîäàâîâûì ðàññìîòðåíû êðàåâûå çà-
äà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî ýëëèïòèêî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà,
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äëÿ êîòîðûõ ëèíèÿ èçìåíåíèÿ òèïà åñòü èõ õàðàêòåðèñòèêà. Â ïî-
ñòàíîâêàõ ýòèõ çàäà÷ óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ íà ëèíèè èçìåíåíèÿ òèïà
ñîñòîèò â ñêëåèâàíèè ïðîèçâîäíîé ïî íîðìàëè èç îáëàñòè ýëëèï-
òè÷íîñòè ñ ïðîèçâîäíîé äðîáíîãî ïîðÿäêà èëè èíòåãðàëîì äðîáíîãî
ïîðÿäêà èç îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â äàííîì
íàïðàâëåíèè áûëè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå1, ãäå ðàññìîòðåíà êðàåâàÿ
çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ

0 =

{
uxx + uyy, y > 0,
uxy, y < 0.

Êðàåâûå çàäà÷è ñ ïîäîáíûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ èçó÷åíû â
ðàáîòå Þ.Î. Ïëîòíèêîâîé2 äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óðàâíåíèÿ ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî òèïà

uxy + a (x, y) ux + b (x, y) uy + c (x, y) u = 0

è óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà

0 =

{
uxx + uyy − λu, y > 0, λ = const,

uxy + λu, y < 0.

Í.À. Êóëèêîâîé â ðàáîòå3 èçó÷åíû êðàåâûå çàäà÷è, óñëîâèå ñîïðÿ-
æåíèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïîðÿäêà, äëÿ óðàâ-
íåíèé

Lu ≡ uxy +
α

x + y
uy = 0, α ∈ R, α 6= 0,

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè è

S (u) ≡ uxy +
q

x + y
(ux + uy) = 0, 0 < 2q < 1,

â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè.
1Âîëêîäàâîâ Â.Ô., Íàóìîâ Î.Þ. Äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òè-

ïà çàäà÷à T ñ ñîïðÿæåíèåì ñïåöèàëüíîãî âèäà // Íåêëàññè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî Èíñòè-
òóòà ìàòåìàòèêè, 2002. � Ñ. 41 � 49.

2Ïëîòíèêîâà Þ.À. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî è ñìåøàííîãî òèïîâ ñî ñïåöèàëüíûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ.
Àâòîðåô. äèññ. ... êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê: 01.01.02. � Ñòåðëèòàìàê:
ÑÃÏÀ, 2005. � 14 ñ.

3Êóëèêîâà Í.À. Ëîêàëüíûå è íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ âûðîæäåíèåì â îäíîé òî÷êå.
� Àâòîðåô. äèññ. ... êàíä. ôèç.-ìàò íàóê: 01.01.02. � Ñòåðëèòàìàê:
ÑÃÏÀ, 2006. � 14 ñ.
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Äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòàíîâêå è äîêàçà-
òåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ ñ
àíàëîãè÷íûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé

Lu ≡
{

uxx + uyy = 0, y > 0,
uxy + q [ln a (x)]′ uy = 0, y < 0,

(2)

q ∈ R , q 6= 0 ; a (x) ∈ C1 [0, 1] ; a (x) > 0 , x ∈ [0, 1] , è

Lu ≡





uxx + uyy +
p

x
ux = 0, y > 0, 0 < p < 1,

uxy +
p

2

1

x + y
(ux + uy) = 0, y < 0.

(3)

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäî-
âàíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé (2) è (3) ñî ñïåöèàëüíûìè óñëî-
âèÿìè ñîïðÿæåíèÿ. Â èõ ïîñòàíîâêå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ëèíèè
èçìåíåíèÿ òèïà ñîäåðæàò ëèáî ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïîðÿäêà, ëè-
áî èíòåãðàëû äðîáíîãî ïîðÿäêà îò èñêîìîé ôóíêöèè. Òàêèå óñëîâèÿ
ïîçâîëÿþò îáîñíîâàòü êîððåêòíóþ ïîñòàíîâêó êðàåâûõ çàäà÷ â ñëó-
÷àå, êîãäà ëèíèÿ èçìåíåíèÿ òèïà ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ëèíèåé óðàâíåíèÿ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ èñ-
ïîëüçîâàíû àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè: ìåòîä îáùèõ ðåøåíèé, ìåòîä
Ðèìàíà-Àäàìàðà, ïðèíöèïû ýêñòðåìóìà; òåîðèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé Ôðåäãîëüìà 2 ðîäà, à òàêæå àïïàðàò ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. 1. Äîêàçàíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïðèíöèïû
ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

2. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ëèíèåé
èçìåíåíèÿ òèïà è êðàåâûìè óñëîâèÿìè, çàäàííûìè íà âñåé ãðàíèöå
îáëàñòè.

3. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
êðàåâûõ çàäà÷ òèïà Òðèêîìè äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà ñ ñèí-
ãóëÿðíûì êîýôôèöèåíòîì è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ëèíèåé èçìåíåíèÿ
òèïà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Â íåé ïîëó÷åíû òåîðåìû îäíîçíà÷íîé ðàç-
ðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ñî ñïåöè-
àëüíûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè äàëüíåéøèõ
èññëåäîâàíèÿõ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è
îáñóæäàëèñü:

1) íà îáëàñòíîì ñåìèíàðå ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
ïîä ðóêîâîäñòâîì äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññî-
ðà Â.Ô. Âîëêîäàâîâà (ã. Ñàìàðà, ÑàìÃÏÓ, 2002 - 2005 ãã.);

2) íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è ðîäñòâåííûå ïðîáëåì"(ã. Ñòåðëèòà-
ìàê, 24-28 èþíÿ 2003 ã.);

3) íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè "Äíè
íàóêè 2005"(ã. Äíåïðîïåòðîâñê, 15 - 27 àïðåëÿ 2005 ã.);

4) íà âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-
äåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è"(ã. Ñàìàðà, 1 - 3 èþíÿ 2005 ã.);

5) íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Ñòåð-
ëèòàìàêñêîé ãîñóäàðñòâåííîé ïåäàãîãè÷åñêîé àêàäåìèè â 2006 ã. (íà-
ó÷íûå ðóêîâîäèòåëè: ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð Ê.Á. Ñàáèòîâ è ä.ô.-ì.í.,
ïðîôåññîð È.À. Êàëèåâ).

6) íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü
� ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð Â.È. Æåãàëîâ, ÿíâàðü 2007 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â 8
ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåä¼í â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ðàáîòà [5]
âûïîëíåíà â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì Âîëêîäàâîâûì
Â.Ô., êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà ðàññìîòðåííûõ çàäà÷.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè.Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà èç-
ëîæåíà íà 121 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ è áèáëèî-
ãðàôè÷åñêîãî ñïèñêà, âêëþ÷àþùåãî 76 íàèìåíîâàíèé.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè îòìå÷àåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ïðîâî-

äèòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé ïî å¼ òåìàòèêå, êðàòêî èçëà-
ãàåòñÿ ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíå-
íèÿ (2) â îáëàñòè H , îãðàíè÷åííîé ïðè y > 0 ïðîñòîé ñïðÿì-
ëÿåìîé êðèâîé Γ , ëåæàùåé â ïîëóïëîñêîñòè y > 0 ñ êîíöàìè
â òî÷êàõ A (0, 0) è B (1, 0) , à ïðè y < 0 � îòðåçêàìè ïðÿìûõ
y = −x è y = x − 1 . Ïðè ýòîì x = x (s) , y = y (s) � ïàðà-
ìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâîé Γ , ãäå s � äëèíà êðèâîé Γ , îò-
ñ÷èòûâàìàÿ îò òî÷êè B ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, l � äëèíà êðè-
âîé Γ . Ïóñòü H+ = H ∩ {y > 0} , H1 = H ∩ {x < 1/2 , y < 0} ,
H2 = H ∩ {x > 1/2 , y < 0} , H− = H1 ∪H2 .
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Â § 1.1 äëÿ óðàâíåíèÿ (2) â îáëàñòè H1 è H2 â ÿâíîì âèäå
ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ çàäà÷ Äàðáó.

Â § 1.2 äîêàçàíû åäèíñòâåííîñòü è ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Äèðèõëå â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå.

Çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à D ). Íàéòè â îáëàñòè H ôóíêöèþ
u (x, y) , óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u (x, y) ∈ C
(
H

) ∩ C2 (
H+) ∩ C1 (

H−)
, uxy ∈ C

(
H−)

; (4)

Lu ≡ 0, (x, y) ∈ H+ ∪H−; (5)
u|Γ = ϕ (s) , s ∈ [0, l] ; (6)

u (x, −x) = f1 (x) , x ∈ [0, 1/2 ] , (7)
u (x, x− 1) = f2 (x) , x ∈ [ 1/2 , 1] , (8)

ãäå f1 (x) , f2 (x) , ϕ (s) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè,
f1 ( 1/2 ) = f2 ( 1/2 ) , f1 (0) = ϕ (l) , f2 (1) = ϕ (0) ;

ν+ (x) = v−1 (x) , x ∈ (0, 1/2 ) , (9)

ν+ (x) = v−2 (x) , x ∈ ( 1/2 , 1) . (10)
Çäåñü ν+ (x) = lim

y→+0
uy (x, y) , x ∈ (0, 1) ,

v−1 (x) =
d

dx

x∫

0

(x− t)−r1 u1 (t, 0) dt +

+

x∫

0

(x− t)−r1 u2 (x, −t) dt, 0 < r1 < 1, (11)

ãäå ïðè óñëîâèè f1 (0) = τ1 (0) = 0

u1 (x, y) = τ1 (x)− [a (x) ]−q [a (−y) ]q τ1 (−y)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Äàðáó äëÿ óðàâíåíèÿ (2) â îáëàñòè H1 ñ
êðàåâûìè óñëîâèÿìè u1 (x, 0) = τ1 (x) , u1 (x, −x) ≡ 0 , à

u2 (x, y) = [a (x)]−q [a (−y)]q f1 (−y)

åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Äàðáó äëÿ óðàâíåíèÿ (2) â îáëàñòè H1 ñ êðàå-
âûìè óñëîâèÿìè u2 (x, 0) ≡ 0 , u2 (x, −x) = f1 (x) ;

v−2 (x) =
d

dx

x∫

1/2

(x− t)−r2 u1 (t, 0) dt +
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+

x∫

1/2

(x− t)−r2 u2 (x, 1/2 − t) dt, 0 < r2 < 1, (12)

ãäå ïðè óñëîâèè f2 (1) = τ2 (1) = 0

u1 (x, y) = τ2 (x)− [a (x)]−q [a (1 + y)]q τ2 (1 + y)

åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Äàðáó äëÿ óðàâíåíèÿ (2) â îáëàñòè H2 ñ äàí-
íûìè u1 (x, 0) = τ2 (x) , u1 (x, x− 1) ≡ 0 , à

u2 (x, y) = [a (x)]−q [a (1 + y)]q f2 (1 + y)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Äàðáó äëÿ óðàâíåíèÿ (2) â îáëàñòè H2 ñ
äàííûìè u2 (x, 0) ≡ 0 , u2 (x, x− 1) = f2 (x) .

Èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåíèé ôóíêöèé v−1 (x) è v−2 (x) äîêàçàíû ñëå-
äóþùèå ïðèíöèïû ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ u (x, y) èç ïðîñòðàíñòâà C
(
H1

)
ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2) â îáëàñòè H1 è u (x, −x) = 0 ,
x ∈ [0, 1/2 ] . Òîãäà åñëè u (x, 0) = τ1 (x) èç êëàññà C [0, 1/2 ] ∩
C1 (0, 1/2 ) , ïðè ýòîì τ ′1 (x) ∈ L1 [0, 1/2 ] , äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî
ïîëîæèòåëüíîãî (íàèìåíüøåãî îòðèöàòåëüíîãî) çíà÷åíèÿ ïî ñåã-
ìåíòó [0, 1/2 ] â òî÷êå x0 ∈ (0, 1/2 ) , òî v−1 (x0) > 0 (v−1 (x0) < 0 ).

Ëåììà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ u (x, y) èç ïðîñòðàíñòâà C
(
H2

)
ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2) â îáëàñòè H2 è u (x, x− 1) = 0 ,
x ∈ [ 1/2 , 1] . Òîãäà åñëè u (x, 0) = τ2 (x) èç êëàññà C [ 1/2 , 1] ∩
C1 ( 1/2 , 1) , ïðè ýòîì τ ′2 (x) ∈ L1 [ 1/2 , 1] , äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî
ïîëîæèòåëüíîãî (íàèìåíüøåãî îòðèöàòåëüíîãî) çíà÷åíèÿ ïî ñåã-
ìåíòó [ 1/2 , 1] â òî÷êå x0 ∈ ( 1/2 , 1) , òî v−2 (x0) > 0 (v−2 (x0) < 0 ).

Íà îñíîâàíèè ëåìì 1 è 2 óñòàíîâëåí ïðèíöèï ýêñòðåìóìà äëÿ
óðàâíåíèÿ (2) â ñìåøàííîé îáëàñòè H .

Ëåììà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ u (x, y) , óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(4), (5) è u (x, −x) ≡ 0 , u (x, x− 1) ≡ 0 . Òîãäà max

H+
u (x, y)

(min
H+

u (x, y) ) äîñòèãàåòñÿ íà êðèâîé Γ .
Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (4) � (10), òî îíî

åäèíñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ïðî-

ñòîòû âû÷èñëåíèé ïðîâîäèòñÿ ïðè óñëîâèè: Γ ≡ Γ0 : x2−x+y2 = 0 ,
y > 0 , u|Γ0

= 0 . Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå ìåæäó
ôóíêöèÿìè τ (x) = u (x, 0 + 0) è ν+ (x) = uy (x, 0 + 0) , ïðèâíåñ¼í-
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íîå èç îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè:

πτ (x) =

1∫

0

ν+ (t) [ln |x− t| − ln (x + t− 2xt)] dt. (13)

Ïðèìåíèâ ê ðàâåíñòâó (13) óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (9), (10) è ïîäñòà-
âèâ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé v−1 (x) è v−2 (x) , îïðåäåëÿåìûõ ñîîòâåòñòâåí-
íî ðàâåíñòâàìè (11) è (12), äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è D ýêâèâàëåíòíî ðåäóöèðóåòñÿ ê âîïðîñó ðàçðåøèìîñòè èí-
òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäà

πτ ′2 (y)−
1∫

1/2

τ ′2 (s) K (y, s) ds = F (y) , 1/2 < y < 1. (14)

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ K (y, s) íåïðåðûâíà íà êâàäðàòå
[ 1/2 , 1; 1/2 , 1] , êðîìå ëèíèé s = y , y = 1/2 , ãäå äëÿ íå¼ ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà:

|K (y, s)| 6 C1 |ln |y − s| |
|y − s|r1

+
C2

|y − s|r2
+

C3 |ln (y − 1/2 ) |
|y − s|r1

.

Òåîðåìà 3. Åñëè f1 (t) ∈ C [0, 1/2 ] ∩ C1 (0, 1/2 ) , f2 (t) ∈
C [ 1/2 , 1]∩C1 ( 1/2 , 1) , òî F (y) ∈ C ( 1/2 , 1] , à ïðè y → 1/2 èìååò
îñîáåííîñòü ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîðÿäêà.

Ðàçðåøèìîñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (14) â êëàññå ôóíêöèé
C ( 1/2 , 1) ∩ L1 [ 1/2 , 1] ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
D .

Òåîðåìà 4. Åñëè Γ ≡ Γ0 , u|Γ0
= 0 , f1 (t) ∈ C [0, 1/2 ] ∩

C1 (0, 1/2 ) , f2 (t) ∈ C [ 1/2 , 1] ∩ C1 ( 1/2 , 1) , òî ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4) � (10).

Â § 1.3 äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ïîñòàâëåíû çàäà÷è ñî ñìåøàííûìè
óñëîâèÿìè íà âñåé ãðàíèöå îáëàñòè è äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü èõ ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à DN1 . Íà ìíîæåñòâå H íàéòè ôóíêöèþ u (x, y) , óäî-
âëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (4) � (6) è

u (x, −x) = f1 (x) , x ∈ [0, 1/2 ] ,

(ux − uy)|y=x−1 = ω2 (x) , x ∈ ( 1/2 , 1) ,

ãäå f1 (x) , ω2 (x) , ϕ (s) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè è
f1 (0) = ϕ (l) ;

ν+ (x) = v−1 (x) , x ∈ (0, 1/2 ) ,
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ν+ (x) = µ−2 (x) , x ∈ ( 1/2 , 1) ,

ãäå ν+ (x) = lim
y→+0

uy (x, y) , x ∈ (0, 1) , v−1 (x) îïðåäåëåíî ïî ôîðìó-
ëå (11), à ôóíêöèÿ µ−2 (x) çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì:

µ−2 (x) =
d

dx

x∫

1/2

(x− t)−r2 u1 (t, 0) dt+

+

x∫

1/2

(x− t)−r2 u2 (x, 1/2 − t) dt, (15)

ãäå

u1 (x, y) = τ2 (x)− [a (x) a (1 + y)]−q

1∫

y+1

τ ′2 (t) [a (t)]2q dt

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì 2-é çàäà÷è Äàðáó â îáëàñòè H2 äëÿ óðàâíåíèÿ (2)
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè u1 (x, 0) = τ2 (x) ,

(
u1x − u1y

)∣∣
y=x−1 ≡ 0 , à

u2 (x, y) = [a (x) a (1 + y)]−q

1∫

y+1

ω2 (t) [a (t)]2q dt

åñòü ðåøåíèå 2-é çàäà÷è Äàðáó â îáëàñòè H2 äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè u2 (x, 0) ≡ 0 ,

(
u2x − u2y

)∣∣
y=x−1 = ω2 (x) .

Òåîðåìà 5. Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è DN1 ñóùåñòâóåò, òî îíî
åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâàíèè ïðèí-
öèïîâ ýêñòðåìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è DN1 ïðîâîäèò-
ñÿ ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî êðèâîé Γ , ÷òî è äîêàçàòåëü-
ñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî
(13) è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è DN1 ýê-
âèâàëåíòíî ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà (14) ñ èíòå-
ãðèðóåìûì ÿäðîì è ïðàâîé ÷àñòüþ, íåïðåðûâíîé íà ( 1/2 , 1] , à ïðè
y → 1/2 èìååþùåé îñîáåííîñòü ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîðÿäêà. Ðàçðå-
øèìîñòü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è DN1 . Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 6. Åñëè Γ ≡ Γ0 , u|Γ0
= 0 , f1 (t) ∈ C [0, 1/2 ] ∩

C1 (0, 1/2 ) , ω2 (t) ∈ C ( 1/2 , 1) ∩ L1 [ 1/2 , 1] , òî ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è DN1 .

10



Çàäà÷à DN2 . Íà ìíîæåñòâå H íàéòè ôóíêöèþ u (x, y) , óäî-
âëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (4) � (6) è

(ux + uy)|y=−x = ω1 (x) , x ∈ (0, 1/2 ) ,

(ux − uy)|y=x−1 = ω2 (x) , x ∈ ( 1/2 , 1) ,

ãäå ω1 (x) , ω2 (x) , ϕ (s) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè;

ν+ (x) = µ−1 (x) , x ∈ (0, 1/2 ) ,

ν+ (x) = µ−2 (x) , x ∈ ( 1/2 , 1) ,

çäåñü ν+ (x) = lim
y→+0

uy (x, y) , x ∈ (0, 1) , µ−2 (x) îïðåäåëåíî ïî ôîð-
ìóëå (15), ôóíêöèÿ

µ−1 (x) =
d

dx

x∫

0

(x− t)−r1 u1 (t, 0) dt+

+

x∫

0

(x− t)−r1 u2 (x, −t) dt, (16)

ãäå

u1 (x, y) = τ1 (x) + [a (x) a (−y) ]−q

−y∫

0

τ ′1 (t) [a (t) ]2q dt

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì 2-é çàäà÷è Äàðáó äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ñ ãðàíè÷íû-
ìè äàííûìè u1 (x, 0) = τ1 (x) ,

(
u1x + u1y

)∣∣
y=−x

≡ 0 , à

u2 (x, y) = − [a (x)]−q [a (−y)]−q

−y∫

0

ω1 (t) [a (t)]2q dt

åñòü ðåøåíèå 2-é çàäà÷è Äàðáó äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ñ äàííûìè
u2 (x, 0) ≡ 0 ,

(
u2x + u2y

)∣∣
y=−x

= ω1 (x) .
Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è DN2 äîêàçûâàåòñÿ ñ ïðèìåíå-

íèåì ïðèíöèïîâ ýêñòðåìóìà. Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà-
÷è ýêâèâàëåíòíî ðåäóöèðóåòñÿ ê âîïðîñó îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìî-
ñòè óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè τ ′1 (y) ,
y ∈ (0, 1/2 ) , ñ ÿäðîì, èìåþùèì îñîáåííîñòü èíòåãðèðóåìîãî ïîðÿä-
êà, è ñâîáîäíûì ÷ëåíîì, íåïðåðûâíûì â (0, 1/2 ] , à ïðè y → 1/2

èìåþùèì îñîáåííîñòü ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîðÿäêà. Ðàçðåøèìîñòü
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ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
DN2 .

Òåîðåìà 7. Åñëè Γ ≡ Γ0 , u|Γ0
= 0 , ω1 (s) ∈ C (0, 1/2 ) ∩

L1 [0, 1/2 ] , ω2 (s) ∈ C ( 1/2 , 1) ∩ L1 [ 1/2 , 1] , òî ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è DN2 .

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ òèïà Òðèêîìè
ñ óñëîâèåì ñîïðÿæåíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ëèíèè óðàâíåíèÿ (3)
íà ìíîæåñòâå G = G− ∪ G+ , ãäå G− = {(x, y) : 0 < −y < x < 1} ,
G+ � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ïðîñòîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé Γ , ëåæà-
ùåé â ïåðâîé ÷åòâåðòè ñ êîíöàìè â òî÷êàõ A (1, 0) è B (0, b) , b > 0 ,
è îòðåçêàìè OA è OB , O (0, 0) . Ïóñòü x = x (s) , y = y (s) �
ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâîé Γ , s � äëèíà äóãè êðèâîé, îò-
ñ÷èòûâàåìîé îò òî÷êè (1, 0) , l � äëèíà êðèâîé Γ .

Çàäà÷à V1 . Íà ìíîæåñòâå G íàéòè ôóíêöèþ u (x, y) , óäîâëå-
òâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u (x, y) ∈ C
(
G

) ∩ C2 (G) ; (17)

Lu ≡ 0, (x, y) ∈ G; (18)
u (0, y) = g (y) , y ∈ [0, b] , u|Γ = ϕ (s) , s ∈ [0, l] ; (19)

u (x, −x) = f (x) , x ∈ [0, 1] , (20)
ãäå f (x) , ϕ (s) , g (y) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè è
f (0) = g (0) , g (b) = ϕ (l) ;

ν+ (x) = M− (x) , x ∈ (0, 1) , (21)

çäåñü ν+ (x) = lim
y→+0

uy (x, y) , x ∈ (0, 1) , à ôóíêöèÿ

M− (x) =
d

dx

x∫

0

(x− t)−λ u1 (t, 0) dt+

+

x∫

0

(x− t)−λ u2 (x, −t) dt, 0 < λ < 1, (22)

ãäå ïðè óñëîâèè f (0) = τ (0) = 0 ôóíêöèÿ u1 (x, y) ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì 1-é çàäà÷è Äàðáó äëÿ óðàâíåíèÿ (3) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿ-
ìè u1 (x, 0) = τ (x) , u1 (x, −x) ≡ 0 , à ôóíêöèÿ u2 (x, y) åñòü ðå-
øåíèå 1-é çàäà÷è Äàðáó äëÿ óðàâíåíèÿ (3) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
u2 (x, 0) ≡ 0 , u2 (x, −x) = f (x) .
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Ëåììà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ u (x, y) èç ïðîñòðàíñòâà C
(
G−)

ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) â îáëàñòè G− è u (x, −x) = 0 ,
x ∈ [0, 1] . Òîãäà åñëè u (x, 0) = τ (x) , èç êëàññà C [0, 1] ∩ C1 (0, 1) ,
ïðè ýòîì τ ′ (x) ∈ L1 [0, 1] äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî ïîëîæèòåëüíî-
ãî (íàèìåíüøåãî îòðèöàòåëüíîãî) çíà÷åíèÿ â òî÷êå x0 ∈ (0, 1) ,
òî M− (x0) > 0 (M− (x0) < 0 ).

Òåîðåìà 8. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è V1 , òî îíî åäèí-
ñòâåííî.

Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ãðàíè÷íîãî ïðèíöèïà Çàðåìáî-Æèðî è ëåììû 4.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è V1 ïðîâîäèòñÿ
ïðè óñëîâèÿõ, êîãäà îáëàñòü G+ � ÷åòâåðòü åäèíè÷íîãî êðóãà ñ öåí-
òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è Γ ≡ Γ0 , u|Γ0

= 0 . Äîêàçàòåëüñòâî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíî ðåäóöèðóåòñÿ ê âîïðîñó ðàçðåøè-
ìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà II ðîäà

τ ′ (x) = k

1∫

0

τ ′ (s) K (x, s) ds + P (x) , 0 < x < 1. (23)

Òåîðåìà 9. Ôóíêöèÿ K (x, s) íåïðåðûâíà íà êâàäðàòå
[0, 1; 0, 1] , êðîìå ëèíèé s = x , x = 0 , x = 1 , ãäå äëÿ íå¼ ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà:

|K (x, s)| 6 C1 |ln (1− x) |
|x− s|λ

+
C2 |ln |x− s| |
|x− s|λ

+
C3

x2q
+

C4

(1− s)λ
.

Òåîðåìà 10. Åñëè f (x) ∈ C [0, 1] ∩ C1 (0, 1) , òî ôóíêöèÿ
P (x) ∈ C [0, 1) , à ïðè x → 1 èìååò îñîáåííîñòü ëîãàðèôìè÷å-
ñêîãî ïîðÿäêà.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è V1 è àëüòåðíàòèâû Ôðåä-
ãîëüìà èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (23) ðàçðåøèìî â êëàññå ôóíêöèé
τ ′ (x) ∈ C (0, 1) ∩ L1 [0, 1] è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Òåîðåìà 11. Åñëè f (x) ∈ C [0, 1]∩C1 (0, 1) , u (0, y) = u|Γ0
= 0 ,

òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (17) � (21).
Â § 2.3 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è V2 è äîêàçàòåëüñòâî åäèí-

ñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ å¼ ðåøåíèÿ.
Çàäà÷à V2 . Íà ìíîæåñòâå G íàéòè ôóíêöèþ u (x, y) , óäîâëå-

òâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (17) � (19) è

(x + y)2q (ux + uy)
∣∣∣
y=−x

= µ (x) , x ∈ (0, 1) , (24)
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ãäå µ (x) , ϕ (s) , g (y) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè;

ν+ (x) = N− (x) , x ∈ (0, 1) , (25)

çäåñü ν+ (x) = lim
y→+0

uy (x, y) , x ∈ (0, 1) ,

N− (x) =
d

dx

x∫

0

(x− t)−λ u1 (t, 0) dt +

+

x∫

0

(x− t)−λ u2 (x, −t) dt, 0 < λ < 1, (26)

ïðè ýòîì

u1 (x, y) = (x + y)−q

x∫

−y

(
τ ′ (t) +

q

t
τ (t)

)
tq×

×F

(
q, 1− q; 1;

(x− t) (−y)

t (x + y)

)
dt + k2

(−x (y + t)

x− t

)−q

×

×
x∫

−y

(
τ ′ (t) +

q

t
τ (t)

)
t2qF

(
q, q; 2q;

t (x + y)

x (y + t)

)
dt

åñòü ðåøåíèå 2-é çàäà÷è Äàðáó äëÿ óðàâíåíèÿ (3) ñ äàííûìè
u1 (x, 0) = τ (x) , (x + y)2q (

u1x + u1y

)∣∣∣
y=−x

≡ 0 , à ôóíêöèÿ

u2 (x, y) = − k2

2 (1− q)

−y∫

0

µ′ (t) (x− t)−q (−y − t)1−q×

×F

(
1, q; 2− q;

−y − t

x− t

)
dt−

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì 2-é çàäà÷è Äàðáó äëÿ óðàâíåíèÿ (3) ñ äàííûìè
u2 (x, 0) ≡ 0 , (x + y)2q (

u2x + u2y

)∣∣∣
y=−x

= µ (x) .
Ëåììà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ u (x, y) èç ïðîñòðàíñòâà

C
(
G−)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) â îáëàñòè G− è
(x + y)2q (ux + uy)

∣∣∣
y=−x

= 0 , x ∈ [0, 1] . Òîãäà åñëè u (x, 0) = τ (x) ,
èç êëàññà C [0, 1] ∩ C1 (0, 1) , ïðè ýòîì τ ′ (x) ∈ L1 [0, 1] , τ (0) = 0 ,
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äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî (íàèìåíüøåãî îòðè-
öàòåëüíîãî) çíà÷åíèÿ â òî÷êå x0 ∈ (0, 1) , òî N− (x0) > 0
(N− (x0) < 0 ).

Íà îñíîâàíèè ëåììû 5 è ãðàíè÷íîãî ïðèíöèïà äëÿ óðàâíåíèÿ (3)
â îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè äîêàçàíà

Òåîðåìà 12. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è V2 , òî îíî åäèí-
ñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è V2 ïðîâîäèòñÿ
àíàëîãè÷íî çàäà÷å V1 .

Òåîðåìà 13. Åñëè µ (x) ∈ C [0, 1] ∩ C1 (0, 1) , µ′ (x) ∈ L1 [0, 1] ,
u (0, y) = u|Γ0

= 0 , òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è
V2 .

Â çàêëþ÷åíèè âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó
ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó
Âèêòîðó Ôèëèïïîâè÷ó Âîëêîäàâîâó è íàó÷íîìó êîíñóëüòàíòó äîê-
òîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó, ÷ë.-êîðð. ÀÍ ÐÁ Êà-
ìèëþ Áàñèðîâè÷ó Ñàáèòîâó çà ïðåäëîæåííóþ òåìó, öåííûå çàìå÷à-
íèÿ, ïîìîùü è ïîääåðæêó ïðè âûïîëíåíèèè äàííîé äèññåðòàöèè.
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