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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ ãðóïï Ëè áûëà ðàçâèòà Ñîôóñîì Ëè
â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé ðàçðåøèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Òåîðèÿ "êîíå÷íûõ íåïðåðûâíûõ" ãðóïï, ïîíèìàåìàÿ êàê òåîðèÿ
ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé, áûëà ðàçâèòà Ñîôóñîì Ëè â ìíîãî÷èñëåííûõ
ìåìóàðàõ, íà÷èíàÿ ñ 1874 ã. è ñèñòåìàòè÷åñêè èçëîæåíà â òðàêòàòå
"Theorie der Transformation gruppen"(1888 � 1893 ãã.), íàïèñàííîì â
ñîòðóäíè÷åñòâå ñ Ô.Ýíãåëåì [13]. Êëþ÷åì ê èõ èçó÷åíèþ ïîñëóæè-
ëî ðàññìîòðåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé. Ëè ââîäèò ïîíÿòèÿ ïîäãðóïï, íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, ãîìî-
ìîðôèçìîâ, ïðèñîåäèíåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ò.ä.

Â 1904 ã. Ý.Êàðòàí ââîäèò óðàâíåíèÿ, íàçâàííûå ïîçäíåå ñòðóê-
òóðíûìè óðàâíåíèÿì Êàðòàíà [11] è ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðèÿ êîíå÷-
íûõ íåïðåðûâíûõ ãðóïï ìîæåò áûòü ðàçâèòà íà îñíîâå ôîðì è óñòà-
íàâëèâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ýòîãî ïîäõîäà è ïîäõîäà Ëè.

Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé Ý.Êàðòàíà òåîðèÿ ãðóïï Ëè ïðèíè-
ìàåò áîëåå îò÷¼òëèâûé àëãåáðàè÷åñêèé õàðàêòåð, è îñíîâíîå âíèìà-
íèå êîíöåíòðèðóåòñÿ íà óãëóáë¼ííîì èçó÷åíèè àëãåáð Ëè . Ïåðèîä
ñ 1988 ïî 1894 ã., îòìå÷åííûé ðàáîòàìè Ô.Ýíãåëÿ, Â.Êèëëèíãà è
Ý.Êàðòàíà, ïðèâåëî ê ðÿäó ÿðêèõ ðåçóëüòàòîâ î ñòðóêòóðå àëãåáð
Ëè. Ïåðâûå øàãè â îïðåäåëåíèè è èçó÷åíèè ãëîáàëüíûõ ãðóïï Ëè
áûëè ñäåëàíû Ã.Âåéëåì (1924). Ïîñëå ðàáîò Ã.Âåéëÿ Ý.Êàðòàí îïðå-
äåë¼ííî ñòàíîâèòñÿ íà ãëîáàëüíóþ òî÷êó çðåíèÿ â ñâîèõ èññëåäîâà-
íèÿõ ïî ñèììåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâàì è ãðóïïàì Ëè [11].

Äåòàëüíîå èçëîæåíèå òåîðèè ãðóïï Ëè â êíèãå ïî òîïîëîãè÷å-
ñêèì ãðóïïàì áûëî äàíî Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíûì (1954) [7]. Âñëåä çà
êíèãîé Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà ïîñëåäîâàëà ìîíîãðàôèÿ Ê.Øåâàëëå (1946,
1951, 1955) [12]. "Èíôèíèòèçèìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ" Ëè ïðèíè-
ìàþò çäåñü âèä âåêòîðíûõ ïîëåé, à àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè îòîæ-
äåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé
íà G.

Ïîíÿòèå ðàññëîåíèÿ, âîçíèêøåå â 30-õ ãîäàõ â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè
òîïîëîãèè è ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé, îêàçàëîñü ÷ðåçâû÷àéíî ïëî-
äîòâîðíûì è äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå áûñòðî ðàçâè-
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âàþùèõñÿ îáëàñòåé â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå. Ñ ðàçâèòèåì òåîðèè
ðàññëîåííûõ ïðîñòðàíñòâ ñâÿçàíà êîðåííàÿ ïåðåñòðîéêà âñåé ñòðóê-
òóðû äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîíÿòèé, íà÷àâøàÿñÿ ñ 50-
õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, íîâîå ïîíèìàíèå êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ,
çíà÷èòåëüíîå ðàñøèðåíèå îáëàñòè èññëåäîâàíèé (Í.Ñòèíðîä,
1953). Òåîðèÿ ðàññëîåííûõ ìíîãîîáðàçèé îêàçàëà çíà÷èòåëüíî âëè-
ÿíèå è íà ðàçâèòèå ñàìîé òåîðèè ãðóïï Ëè. Ìåòîäû ðàññëîåííûõ
ïðîñòðàíñòâ ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóþò ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà è
òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà [1].

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé ïðèíàä-
ëåæàò ÿïîíñêèì ìàòåìàòèêàì Ø.Ñàñàêè, Ø.Èøèõàðà, Ê.ßíî . Íà-
ðÿäó ñ êàñàòåëüíûìè ðàññëîåíèÿìè ñ êîíöà 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âå-
êà íà÷àëîñü èçó÷åíèå äâîéñòâåííûõ èì êîêàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé
(Ê.ßíî, Ê.-Ï.Ìîê). Â ðàáîòå Ê.ßíî è Ø.Èøèõàðà áûëè ïîäâåäåíû
èòîãè ðàçâèòèÿ ãåîìåòðèè êàñàòåëüíûõ è êîêàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé
äî 1973 ãîäà [15]. Â èõ ðàáîòàõ äëÿ çàäàííîé ñâÿçíîñòè íà ìíîãî-
îáðàçèè M ïîñòîðîåíû å¼ ïîëíûé è ãîðèçîíòàëüíûé ëèôòû â TM .
Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ òåíçîðîâ êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ, íàéäåíû
ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè ïîñòðîåííûõ ñâÿçíîñòåé.

Îáùàÿ òåîðèÿ òåíçîðíûõ ðàññëîåíèé ïîä íàçâàíèåì ïðîñòðàíñòâ
òåíçîðíûõ îïîðíûõ ýëåìåíòîâ áûëà ðàçâèòà Á.Ë.Ëàïòåâûì (1949-
1956). Íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ýòèõ ïðîñòðàíñòâ èì áûëè ïî-
ñòðîåíû îïåðàöèè (âíåøíåãî) êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ëè. Ðàçâèâàÿ ýòè ðåçóëüòàòû è ñóùåñòâåí-
íî èñïîëüçóÿ ìåòîäû òåîðèè ðàññëîåííûõ ìíîãîîáðàçèé, âîïðîñà-
ìè ïîñòðîåíèÿ è èçó÷åíèÿ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ñâÿçíîñòåé êàê
ãîðèçîíòàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà âåêòîðíûõ è òåíçîðíûõ ðàññëîå-
íèÿõ çàíèìàëñÿ Á.Í.Øàïóêîâ (1976-1982) [10], [9]. Â ÷àñòíîñòè, èì
ïîêàçàíî, ÷òî åñëè íà âåêòîðíîì ðàññëîåíèè çàäàíà âíåøíÿÿ ñâÿç-
íîñòü, òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ â ðàññëîåíèè îïðåäåëÿåòñÿ íåêî-
òîðàÿ âíóòðåííÿ ñâÿçíîñòü, â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíàÿ. Èì áûëè
íàéäåíû òàêæå óñëîâèÿ, ïðè ïðè êîòîðûõ âíåøíÿÿ ëèíåéíàÿ ñâÿç-
íîñòü ìîæåò áûòü ðåäóöèðîâàíà ê ñïåöèàëüíîé ñâÿçíîñòè, ââåäåí-
íîé Á.Ë.Ëàïòåâûì. Ó÷åíèê Á.Í.Øàïóêîâà, Ï.Ë.Áåëÿåâ èñëåäîâàë
àôôèíîðíûå ðàññëîåíèÿ êàê ïðèñîåäèí¼ííûå ðàññëîåíèÿ ê ðàññëî-
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åíèþ ëèíåéíûõ ðåïåðîâ [2]. Òàêæå îí èçó÷àë ïîäðàññëîåíèå îðáèò
ýòîãî ðàññëîåíèÿ.

Êàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ íàä ãðóïïàìè Ëè âïåðâûå ðàññìàòðè-
âàëèñü À.Ìîðèìîòî (1968) [14]. Â ðàáîòå Å.Â.Íàçàðîâîé (1979) [6],
ó÷åíèöû À.Ï. Øèðîêîâà, êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ãðóïï Ëè ðàññìàò-
ðèâàëîñü, êàê åñòåñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ãðóïïû Ëè G â àëãåáðó
äóàëüíûõ ÷èñåë. Âìåñòå ñ òåì, áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òåí-
çîðíûå ðàññëîåíèÿ ïðîèçâîëüíîé âàëåíòíîñòè íàä ãðóïïàìè Ëè, ïî-
ñêîëüêó, êàê âûÿñíÿåòñÿ â ýòîé äèññåðòàöèè, îíè îáðàçóþò îñîáóþ,
íîâóþ êàòåãîðèþ ãðóïï Ëè, ðàíåå íå èçó÷åííóþ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå òåíçîðíûõ ðàñ-
ñëîåíèé òèïà (2,0) íàä ãðóïïàìè Ëè, ñî÷åòàþùèõ â ñåáå êàê ñòðóê-
òóðó ðàññëîåííîãî ïðîñòðàíñòâà, òàê è ñòðóêòóðó ãðóïïû Ëè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè: äîêàçàíà ãðóïïîâàÿ ñòðóê-
òóðà òåíçîðíûõ ðàññëîåíèé T 2

0 G òèïà (2,0) íàä ãðóïïàìè Ëè; ïî-
ñòðîåíà ëåâàÿ âíåøíÿÿ ñâÿçíîñòü íà ýòèõ ðàññëîåíèÿõ è íàéäåíà åå
ñâÿçü ñ ëåâîé ñâÿçíîñòüþ íà áàçå ðàññëîåíèÿ; íàéäåíû ãîðèçîíòàëü-
íûé è âåðòèêàëüíûé ëèôòû âåêòîðíûõ ïîëåé; ïîñòðîåíà ëåâîèíâà-
ðèàíòíàÿ ìåòðèêà íà òåíçîðíîì ðàññëîåíèè T 2

0 G èç ëåâîèíâàðèàíò-
íîé ìåòðèêè íà áàçå; íàéäåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå, ïðè êîòîðûõ
ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî T 2

0 G îòíîñèòåëüíî ïîñòðîåííîé ëåâîèíâàðè-
àíòíîé ìåòðèêè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêèé
àïïàðàò òåíçîðíîãî àíàëèçà, òåîðèÿ ãðóïï Ëè, òåîðèÿ ðàññëîåííûõ
ïðîñòðàíñòâ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà èìååò
òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå, à åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â
äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ â ýòîì íàïðàâëåíèè, â ó÷åáíîì ïðîöåññå.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèñ-
ñåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ãåîìåò-
ðè÷åñêîì ñåìèíàðå Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (íà-
ó÷íûé ðóêîâîäèòåëü ïðîô. Øàïóêîâ Á.Í.). Îíè áûëè òàêæå äî-
ëîæåíû íà ÷åòâ¼ðòîé âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëå�
êîíôåðåíöèè "Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ � 2005" (ã. Êàçàíü, 2005 ã.), íà
èòîãîâûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ÊÃÓ (2005 � 2006 ãã.), íà 18 ìåæ-
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äóíàðîäíîé ëåòíåé øêîëå-ñåìèíàðå ïî ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì òåî-
ðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå "Âîëãà - 2006", íà ìåæäóíà-
ðîäíîé øêîëå-ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó ïàìÿòè Í.Â. Åôè-
ìîâà (Àáðàó-Äþðñî, 2006).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî øåñòü ðàáîò
[1]-[6] áåç ñîàâòîðîâ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ôîðìóëû
îáîçíà÷àþòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè, ãäå ïåðâîå îçíà÷àåò íîìåð ãëàâû, à
âòîðîå � íîìåð ôîðìóëû. Ïàðàãðàôû îáîçíà÷àþòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè.
Îáúåì ðàáîòû � 102 ñòðàíèöû ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà, áèáëèîãðàôèÿ
ñîäåðæèò 42 íàèìåíîâàíèÿ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.
Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè ðàçìåðíîñòè n. Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùå-

íà èçó÷åíèþ îñíîâíûõ ñâîéñòâ òåíçîðíûõ ðàññëîåíèé íàä ãðóïïàìè
Ëè íà ïðèìåðå ðàññëîåíèÿ T 2

0 G. Â §1.1 äàíî îïðåäåëåíèå òåíçîðíîãî
ðàññëîåíèÿ òèïà (2,0) êàê ðàññëîåíèÿ, ïðèñîåäèí¼ííîãî ê ðàññëîå-
íèþ ëèíåéíûõ ðåïåðîâ L(M). Â äàëüíåéøåì èíäåêñû i, j, k, . . . ÿâ-
ëÿþòñÿ áàçèñíûìè, α, β, γ, . . . � ñëîåâûìè, A,B,C, . . . � òîòàëüíû-
ìè. Òàêæå èñïîëüçîâàëñÿ ñëåäóþùèé ñïîñîá èíäåêñàöèè êîìïîíåíò
òåíçîðîâ: T α = Jα

ijT
ij, ãäå Jα

ij � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, îáðàçóþùèå
íåâûðîæäåííóþ n2-ìàòðèöó, ãäå α îçíà÷àåò íîìåð ñòðîêè, à ñîâî-
êóïíîñòü èíäåêñîâ ij, çàíóìåðîâàííûõ â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, � íî-
ìåð ñòîëáöà. Ïðåäâàðèòåëüíî, â §1.2 ðàññìîòðåíû êàñàòåëüíûå ðàñ-
ñëîåíèÿ TG íàä ãðóïïàìè Ëè . Äàíî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îíè
òàêæå ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè Ëè. Íàéäåíû ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîð-
íûå ïîëÿ íà TG, êîòîðûå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèðóåìûìè â ëåâîèíâàðè-
àíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà G. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ðàññëîåíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ òðèâèàëüíûì. Íàéäåíû áàçèñ è ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ àëãåáðû
Ëè g1

0 ãðóïïû TG. Â §1.3 − §1.4 ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà
ðàññëîåíèè T 2

0 G:
(x, Tx) ◦ (y, Ty) = (xy, L∗(x)Ty + R∗(y)Tx),

ãäå L∗, R∗ � äèôôåðåíöèàëû ëåâîãî è ïðàâîãî ñäâèãà, ñîîòâåòñòâåí-
íî. Äîêàçàíî, ÷òî T 2

0 G îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ ãðóï-
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ïîé Ëè. Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû:
Òåîðåìà. Åñëè H � ïîäãðóïïà Ëè â G, òî T 2

0 H � ïîäãðóïïà Ëè â
T 2

0 G.
Òåîðåìà. Ïóñòü π : T 2

0 G → G � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Òîãäà
âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
a) Åñëè H � ïîäãðóïïà Ëè â T 2

0 G, òî åå ïðîåêöèÿ π(H) åñòü ïîä-
ãðóïïà Ëè â G;
b) Åñëè N � íîðìàëüíûé äåëèòåëü â T 2

0 G, òî π(N) åñòü íîðìàëü-
íûé äåëèòåëü â G;
c) Åñëè Z � öåíòð ãðóïû T 2

0 G, òî π(Z) åñòü öåíòð ãðóïïû G.
Íàéäåíû ïîëíûé ëèôò ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé è ëå-

âîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà T 2
0 G, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîåê-

òèðóåìûìè â ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ãðóïïå Ëè G.
Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãåáðà Ëè g2

0 ãðóïïû Ëè T 2
0 G. Èç òåîðåì,

äîêàçàííûõ ðàíåå, ñëåäóåò, ÷òî ïîäàëãåáðà, èäåàë è öåíòð àëãåá-
ðû Ëè g2

0 ãðóïïû Ëè T 2
0 G ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèðóåìûìè â ïîäàëãåáðó,

èäåàë, öåíòð àëãåáðû Ëè g ãðóïïû Ëè G, ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäåíû
áàçèñ EA = (Ei, Eα) è ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ ýòîé àëãåáðû Ëè. Äî-
êàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû:
Òåîðåìà. Ïîäïðîñòðàíñòâî η = {V | V = V iEi} ïðîñòðàíñòâà g2

0
ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé Ëè.
Òåîðåìà. Ðåøåíèå ñèñòåìû

U ick
ij = 0, Uαcγ

iα = 0,

ãäå ck
ij � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè g, cγ

iα = Jγ
kmJps

α (ck
ipδ

m
s +

cm
isδ

k
p), îïðåäåëÿåò öåíòð àëãåáðû Ëè g2

0.
Ïàðàãðàôû §1.5 − §1.6 ïîñâÿùåíû ïîñòðîåíèþ ãîìîìîðôèçìîâ

òåíçîðíûõ ðàññëîåíèé òèïà (2, 0) è èõ èçó÷åíèþ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
T 2

0 G ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ðàññëîåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðî-
èçâåäåíèåì ãðóïïû Ëè G è T 2

0 , òî åñòü T 2
0 G ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì

ðàññëîåíèåì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëîéíûé ãîìîìîðôèçì òåíçîðíûõ
ðàññëîåíèé íàä ãðóïïàìè Ëè. Ïîêàçàíî, ÷òî îí èìååò ñëåäóþùóþ
ñòðóêòóðó: F = (f,F), ãäå f � ãîìîìîðôèçì ãðóïïû Ëè G íà ãðóï-
ïó G′, F � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ñëî¼â, ïåðåñòàíîâî÷íîå ñ äèô-
ôåðåíöèàëàìè ëåâîãî è ïðàâîãî äåéñòâèÿ. Ïîñòðîåíî îòîáðàæåíèå
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Φ = (ϕ, ϕ∗) : T 2
0 G → T 2

0 G′, ãäå ϕ � ãîìîìîðôèçì ãðóïïû Ëè G íà
ãðóïïó G′. Äîêàçàíî, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Äîêàçàíà
òåîðåìà, ÷òî ìíîæåñòâî ãîìîìîðôèçìîâ {F} ñîäåðæèò ãîìîìîðôèç-
ìû âèäà {Φ}.

Äîêàçàíî, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ π : T 2
0 G → G ÿâëÿåòñÿ ãî-

ìîìîðôèçìîì ãðóïï Ëè. Ïîêàçàíî, ÷òî T 2
0 G(G,H, π) ÿâëÿåòñÿ òðè-

âèàëüíûì ãëàâíûì ðàññëîåíèåì, ãäå H = ker π. Ïîñòðîåí ãîìîìîð-
ôèçì ãëàâíûõ ðàññëîåíèé.

Â §1.7 ïîñòðîåíû ïîäðàññëîåíèÿ îðáèò ëåâîãî äåéñòâèÿ ñòðóê-
òóðíîé ãðóïïû â ðàññëîåíèè T 2

0 M . Ïðè dim M = 2 â §1.8 − §1.9
â ÿâíîì âèäå íàéäåíû ñòàöèîíàðíûå ïîäãðóïïû òåíçîðîâ T ∈ T 2

0
è óðàâíåíèÿ îðáèò â òåíçîðíîì ðàññëîåíèè T 2

0 M . À òàêæå äîêà-
çàíî, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè, ïîðîæä¼ííîãî ëåâûì äåéñòâèåì íà G,
L = (L,L∗) : T 2

0 G → T 2
0 G îðáèòà îïðåäåë¼ííîãî òèïà ïåðåõîäèò â

îðáèòó ýòîãî æå òèïà . Ýòî âåðíî è äëÿ îòîáðàæåíèÿ, ïîðîæä¼ííîãî
ïðàâûì äåéñòâèåì íà ãðóïïå Ëè G: R = (R,R∗) : T 2

0 G → T 2
0 G.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà òåîðèè ñâÿçíîñòåé íà òåíçîðíîì ðàññëîåíèè
T 2

0 M . Â §2.1−§2.3 ðàññìîòðåíû ñâÿçíîñòè íà ãðóïïàõ Ëè G è T 2
0 G.

Çäåñü ââîäèòñÿ ïîíÿòèÿ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ñâÿçíîñòåé íà ðàñ-
ñëîåíèè T 2

0 M . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òåíçîðíîå ðàññëîåíèå T 2
0 G ÿâëÿåòñÿ

ïðèñîåäèí¼ííûì ê ðàññëîåíèþ ðåïåðîâ, íàéäåíà âíóòðåííÿÿ ñâÿç-
íîñòü êàê ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà T 2

0 G ñ ïîìîùüþ ëåâîé
è ïðàâîé ñâÿçíîñòåé íà áàçå ðàññëîåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî âíóòðåííÿÿ
ñâÿçíîñòü íà T 2

0 G, ïîñòðîåííàÿ èç ïðàâîé ñâÿçíîñòè íà áàçå G ÿâëÿ-
åòñÿ âçàèìíîé ê âíóòðåííåé ñâÿçíîñòè, ïîñòðîåííîé èç ëåâîé ñâÿç-
íîñòè íà G. Íàéäåíû êîýôôèöèåíòû ëåâîé âíåøíåé ñâÿçíîñòè íà
T 2

0 G è èõ âûðàæåíèå ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ëåâîé ñâÿçíîñòè íà áàçå.
Âû÷èñëåíû êîìïîíåíòû òåíçîðà êðó÷åíèÿ ýòîé ñâÿçíîñòè, êîòîðûå
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû òåíçîðà êðó÷åíèÿ ëåâîé ñâÿçíîñòè
íà G. Ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà ëåâîé âíåøíåé ñâÿçíîñòè íà òåíçîðíîì
ðàññëîåíèè T 2

0 G. Ïîêàçàíî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìîé, ïðîåêòè-
ðóåìîé â ëåâóþ ñâÿçíîñòü íà áàçå è ðåãóëÿðíîé. Äîêàçàíî, ÷òî îíà
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ âíóòðåííþþ ñâÿçíîñòü ýòîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ âíóòðåííåé ñâÿçíîñòüþ, ïîñòðîåííîé
â §2.1.
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Â §2.4 äîêàçàíî, ÷òî âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà T 2
0 G ÿâëÿåò-

ñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûì. Íàéäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå,
ïðè êîòîðîì ãîðèçîíòàëüíûé ëèôò ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé ÿâëÿåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûì. Äîêàçàíî, ÷òî ãîðèçîíòàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå H(T 2

0 G), îïðåäåëÿåìîå ñâÿçíîñòüþ, ïîñòðîåííàÿ èç
ïðàâîé ñâÿçíîñòè íà áàçå G, ÿâëÿåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûì. Ïîñòðîåí
âåðòèêàëüíûé ëèôò ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé è äîêàçà-
íî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûì. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî
ëåâîèíâàðèàíòíîå àäàïòèðîâàííîå ïîëå ðåïåðîâ íà T 2

0 G. Íàéäåíû
ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìûì.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ìåòðèê íà òåíçîðíûõ ðàññëîåíè-
ÿõ òèïà (2,0) íàä ãðóïïàìè Ëè. Ñíà÷àëà â §3.1−§3.2 íàéäåíû ôîðìû
Êèëëèíãà íà TG è T 2

0 G. Îíè ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè. Äîêàçàíî,
÷òî àëãåáðà Ëè g1

0 ãðóïïû Ëè TG ðàçðåøèìà (íèëüïîòåíòíà) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà àëãåáðà Ëè g ãðóïïû Ëè G ðàçðåøèìà (íèëü-
ïîòåíòíà). À òàêæå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü ck

ik = 0. Òîãäà:
1) Àëãåáðà Ëè g2

0 ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àëãåáðà
Ëè g ðàçðåøèìà;
2) Àëãåáðà Ëè g2

0 íèëüïîòåíòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àë-
ãåáðà Ëè g íèëüïîòåíòíà.

Â §3.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî G ñ ëåâîèíâà-
ðèàíòíîé ìåòðèêîé ĝ. Ïîñòðîåíû ãîðèçîíòàëüíûé è âåðòèêàëüíûé
ëèôòû ýòîé ìåòðèêè íà T 2

0 G. Ïîñòðîåíà ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåòðè-
êà g íà T 2

0 G èç ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêè íà áàçå. Îíà çàïèñàíà
â íàòóðàëüíîì è â ëåâîèíâàðèàíòíîì àäàïòèðîâàííîì ïîëÿõ ðåïå-
ðîâ. Äàëåå â §3.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî (T 2

0 G, g).
Íàéäåíû êîýôôèöèåíòû ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè è êîìïîíåíòû òåíçî-
ðà êðèâèçíû. Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû:
Òåîðåìà. Åñëè T 2

0 G � ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé êðèâèçíû K è
dim G > 3, òî G � ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé êðèâèçíû K. Â ñëó-
÷àå dim G = 2, G ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû
K.
Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû T 2

0 G ÿâëÿëîñü ïðîñòðàíñòâîì ïîñòî-
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ÿííîé êðèâèçíû K íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

Riαjβ = Riβjα.

Òåîðåìà. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà. Òîãäà (T 2
0 G, g) ÿâëÿåòñÿ

ïëîñêèì ðèìàíîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Â §3.5 ðàññìîòðåíû ïðèìåðû ëåâîèíâàðèàíòíûõ ìåòðèê íà òåí-

çîðíîì ðàññëîåíèè òèïà (2, 0) íàä ãðóïïîé Ëè îðèåíòèðîâàííûõ
àôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðÿìîé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Ââåäåíà îïåðàöèÿ íà òåíçîðíîì ðàññëîåíèè òèïà (2, 0) íàä
ãðóïïàìè Ëè. Äîêàçàíî, ÷òî îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè ýòî òåí-
çîðíîå ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè.

2. Íàéäåíû êîýôôèöèåíòû ëåâîé âíåøíåé ñâÿçíîñòè íà T 2
0 G, êî-

òîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ëåâîé ñâÿçíîñòè íà áàçå.
Íàéäåíû ñâîéñòâà ýòîé ñâÿçíîñòè. Äîêàçàíî, ÷òî îíà îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ âíóòðåííþþ ñâÿçíîñòü ýòîãî ðàññëîåíèÿ, êî-
òîðàÿ ñîâïàäàåò ñ âíóòðåííåé ñâÿçíîñòüþ, ïîñòðîåííîé èç ëåâîé
ñâÿçíîñòè íà áàçå.

3. Ïîñòðîåíû âåðòèêàëüíûé è ãîðèçîíòàëüíûé ëèôòû ëåâîèí-
âàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Íàéäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû ãîðèçîíòàëüíûé ëèôò ëåâîèíâàðèàíòíûõ
âåêòîðíûõ ïîëåé áûë ëåâîèíâàðèàíòíûì. Ïîñòðîåíû ëåâîèíâàðè-
àíòíûå âåðòèêàëüíîå è ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèÿ.

4. Ïîñòðîåíà ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà íà T 2
0 G èç ëåâîèíâàðè-

àíòíîé ìåòðèêè íà áàçå. Íàéäåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì
ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî T 2

0 G îòíîñèòåëüíî ïîñòðîåííîé ëåâîèíâàðè-
àíòíîé ìåòðèêè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.
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