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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ îäíèì
èç íàèáîëåå óäîáíûõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ ôîðìóëèðîâàíèÿ è èññëåäîâà-
íèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ðàâíîâåñèÿ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ñìåøàííûå âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò
ïðîìåæóòî÷íûé êëàññ ïî îòíîøåíèþ ê îäíîçíà÷íûì è ìíîãîçíà÷íûì
âàðèàöèîííûì íåðàâåíñòâàì, ïîñêîëüêó âêëþ÷àþò íåëèíåéíîå îòîáðà-
æåíèå è íåäèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ. Îíè áûëè ââåäåíû Ñ. Ëåñ-
êàððåòîì è Ô. Áðàóäåðîì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, èõ èñòî÷íèêîì ÿâëÿþòñÿ
îáû÷íûå âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà, òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå êî-
òîðûõ íà÷èíàåòñÿ ñ ðàáîò Ã.Ôèêåðû è Ã.Ñòàìïàêêüè â ñâÿçè ñ ïðèëî-
æåíèÿìè â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, è â äàëüíåéøåì ýòî íàïðàâëåíèå
ðàçâèâàëîñü ìíîãèìè èçâåñòíûìè ó÷åíûìè, òàêèìè êàê Ê. Áàéîêêè è
À. Êàïåëî, Ô.Å. Áðàóäåð, Õ. Áðåçèñ, Ã. Äþâî è Æ.-Ë. Ëèîíñ. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ýòî çàäà÷à âûïóêëîé íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè.
Êëàññ çàäà÷ ñ ìîíîòîííûìè ïîòåíöèàëüíûìè îòîáðàæåíèÿìè, ñîîò-
âåòñòâóþùèé âûïóêëîé íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè, ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëåå ðàçðàáîòàííûì âî ìíîãîì áëàãîäàðÿ âêëàäó Â.Ô. Äåìüÿíî-
âà, È.È. Åð¼ìèíà, Æ. Ìîðî, Á.Í. Ïøåíè÷íîãî, Í.Ç. Øîðà, Ô. Âóë-
ôà, Å.Ã. Ãîëüøòåéíà, Â.Ë. Ëåâèíà, Ê. Ëåìàðåøàëÿ, Å.À. Íóðìèíñêîãî,
Á.Ò. Ïîëÿêà, Ð.Ò. Ðîêàôåëëàðà, À.Ì. Ðóáèíîâà è äðóãèõ àâòîðîâ. Çíà-
÷èòåëüíîå ïðîäâèæåíèå â îáëàñòè ðåøåíèÿ ìîíîòîííûõ âàðèàöèîííûõ
íåðàâåíñòâ ñâÿçàíî ñ ðàçâèòèåì ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè, ïðåäëîæåííî-
ãî À.Í. Òèõîíîâûì. Áîëüøîé âêëàä â ýòî íàïðàâëåíèå âíåñëè ðàáî-
òû À.Á. Áàêóøèíñêîãî, Ô.Ï. Âàñèëüåâà, Á.Ò. Ïîëÿêà, Â.Â. Âàñèíà,
Ë.Ä. Ïîïîâà, Ì.Þ. Êîêóðèíà è äðóãèõ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ
âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ìîíîòîííûì (ñòðîãî, ñèëüíî) îñíîâíûì
îòîáðàæåíèåì, èñïîëüçóþùèå ðàçëè÷íûå ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ, ïðåä-
ëàãàëèñü â ðàáîòàõ À.Ñ. Àíòèïèíà, È.Á. Áàäðèåâà è Î.À. Çàäâîðíîâà,
Äæ. Áåðòñåêàñà è Äæ. Ýêøòåéíà, Ð. Áðóêà, Ä. Ãàáåÿ, È.Â. Êîííîâà,
À.Â. Ëàïèíà, Ï.-Ë. Ëèîíñà è Â. Ìåðñüå, Ï. Öåíãà è äðóãèõ àâòîðîâ.
Ñ ðàçâèòèåì òåîðèè âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ áûëè âûÿâëåíû èõ ãëó-
áîêèå ñâÿçè ñ çàäà÷àìè äîïîëíèòåëüíîñòè, ñåäëîâîé òî÷êè è èãðîâîãî
ðàâíîâåñèÿ, ÷òî îòêðûëî ïðèíöèïèàëüíî íîâûå îáëàñòè ïðèëîæåíèé â
ýêîíîìèêå, â ñèñòåìàõ òðàíñïîðòà è ñâÿçè, â ñîöèàëüíûõ íàóêàõ. Çíà-
÷èòåëüíûé âêëàä â ýòó îáëàñòü âíåñëè Ê.Äæ. Ýððîó, Æ. Äåáðå, Õ. Íè-
êàéäî, Ã. Ðîçåí, Ñ. Êàðàìàðäÿí, É.Ø. Ïàíã, Ñ. Äàôåðìîñ, Ï. Õàðêåð,
À. Íàãóðíåé è äðóãèå. Äëÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â îñîáåííîñòè
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â ýêîíîìèêå è òåîðèè èãð, îñíîâíîå îòîáðàæåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò,
êàê ïðàâèëî, óñëîâèÿì ïîòåíöèàëüíîñòè è ìîíîòîííîñòè, à ëèøü áîëåå
ñëàáûì óñëîâèÿì ïîðÿäêîâîé ìîíîòîííîñòè. Áîëåå òîãî, äëÿ ìíîãèõ
çàäà÷ ýêîíîìè÷åñêîãî è èãðîâîãî ðàâíîâåñèÿ íå óäàåòñÿ ãàðàíòèðîâàòü
íåâûðîæäåííîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ, ÷òî ñòàâèò çíà÷èòåëüíûå òðóä-
íîñòè êàê ïðè ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèé, òàê è ïðè ðàçðàáîòêå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïîýòîìó òåìàòèêà
ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè âîïðîñîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé êàê ñ
òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ñ ïðèêëàäíîé òî÷åê çðåíèÿ.

Öåëü èññëåäîâàíèé. Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè
ðåçóëüòàòîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ ñìåøàí-
íûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ â óñëîâèÿõ ïîðÿäêîâîé ìîíîòîííîñòè
è âûðîæäåííîñòè îñíîâíîãî îòîáðàæåíèÿ, ðàçðàáîòêå è èññëåäîâàíèè
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, è â ïðèìåíåíèè ïîëó÷åí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêèõ êëàññîâ çàäà÷ òåîðèè ýêî-
íîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå
ðàññìàòðèâàåìûõ ñìåøàííûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû äèôôå-
ðåíöèðóåìîé è íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè, âûïóêëîãî àíàëè-
çà, íåëèíåéíîãî àíàëèçà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è
ñîñòîÿò â ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèÿ ñìåøàííûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ â óñëîâèÿõ ïîðÿäêîâîé
ìîíîòîííîñòè, íåëèíåéíîñòè è âûðîæäåííîñòè îñíîâíîãî îòîáðàæå-
íèÿ, âîçíèêàþùèõ ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâå-
ñèÿ, à òàêæå â ïîñòðîåíèè è èññëåäîâàíèè áûñòðî ñõîäÿùèõñÿ ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòðîãèìè
ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè, õîðîøèì ñîâïàäåíèåì ðåçóëüòà-
òîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè äëÿ òåñòîâûõ çà-
äà÷.

Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ðàçðàáîòàííûå ïîäõîäû, ìåòîäû è àë-
ãîðèòìû ïðèìåíèìû äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ýêîíîìè÷åñêîãî
ðàâíîâåñèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ, âêëþ÷àþùèõ íåãëàäêèå ôóíêöèè, à òàê-
æå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè è äðóãèõ ïðèêëàäíûõ çà-
äà÷, âîçíèêàþùèõ, â ÷àñòíîñòè, â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è òåîðèè
èãð.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è
îáñóæäàëèñü íà èòîãîâûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ Êàçàíñêîãî ãîñóäàð-
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ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (2001 � 2006 ãã.), íà Ðåñïóáëèêàíñêîé íàó÷íî-
ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè �Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû è èíôîðìà-
öèîííûå òåõíîëîãèè�, ã. Êàçàíü, 30 îêòÿáðÿ � 1 íîÿáðÿ 2001ã.; íà Âñå-
ðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè �×èñëåííûå ìå-
òîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷�, ã. Êàçàíü, 19
� 23 íîÿáðÿ 2001 ã.; íà ×åòâåðòîì Âñåðîññèéñêîì ñåìèíàðå �Ñåòî÷íûå
ìåòîäû äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ è ïðèëîæåíèÿ�, ã. Êàçàíü, 13 � 16 ñåíòÿá-
ðÿ 2002 ã.; íà Øåñòîì Âñåðîññèéñêîì ñåìèíàðå �Ñåòî÷íûå ìåòîäû äëÿ
êðàåâûõ çàäà÷ è ïðèëîæåíèÿ�, ã. Êàçàíü, 1 � 4 îêòÿáðÿ 2005 ã.; íà
XIII Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåð-
íåòèêè�, ã. Êàçàíü, 27 � 31 ìàÿ 2002 ã.; íà Øåñòîì Íàöèîíàëüíîì êîí-
ãðåññå SIMAI, Chia Laguna (Èòàëèÿ), 27 � 31 ìàðòà 2002 ã.; íà Âñåðîñ-
ñèéñêîé êîíôåðåíöèè �Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå è ïðèëîæå-
íèÿ�, ã. Åêàòåðèíáóðã, 24 � 28 ôåâðàëÿ 2003 ã.; íà 8-îì Ìåæäóíàðîäíîì
ñèìïîçèóìå ïî îáîáùåííîé âûïóêëîñòè è îááùåííîé ìîíîòîííîñòè, ã.
Âàðåçå (Èòàëèÿ), 4 � 8 èþëÿ 2005 ã.; íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäð ýêî-
íîìè÷åñêîé êèáåðíåòèêè, ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè ÊÃÓ (2005 � 2006 ãã.); íà ñåìèíàðå îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÍÈÈÌÌ èì. Í. Ã. ×åáîòàðåâà ÊÃÓ, 2005 ã.

Èññëåäîâàíèÿ ïî òåìàòèêå äèññåðòàöèè âûïîëíÿëèñü â ðàìêàõ îñ-
íîâíîãî íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ ÊÃÓ �Ýêñòðåìàëüíûå è ðàâíîâåñíûå
çàäà÷è ýêîíîìèêè è ñèñòåì óïðàâëåíèÿ�, ïîëó÷àëè ïîääåðæêó â ðàì-
êàõ ïðîåêòîâ Ôîíäà ÍÈÎÊÐ ÐÒ è ÍÈÐ ÈÏÈ ÀÍ ÐÒ.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 17 ðàáîò, â òîì
÷èñëå îäíà ñòàòüÿ [10] â èçäàíèè èç ñïèñêà ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
òðåõ ãëàâ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è èçëîæåíà íà 114 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê
ëèòåðàòóðû ñîñòîèò èç 148 íàèìåíîâàíèé.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ,

ôîðìóëèðóåòñÿ öåëü ðàáîòû, ïðîâîäèòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû ïî èññëå-
äóåìîé òåìå, èçëàãàåòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñìåøàííîãî âàðèà-
öèîííîãî íåðàâåíñòâà â óñëîâèÿõ ïîðÿäêîâîé ìîíîòîííîñòè îñíîâíîãî
îòîáðàæåíèÿ, ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è. Êðîìå òîãî, îáîñíîâàíû èòåðàòèâíûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ íà îñíîâå ñïóñêà ïî D-
èíòåðâàëüíîé ôóíêöèè.
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Â ðàçäåëå 1.1 äàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñìåøàííîãî âàðèàöèîííî-
ãî íåðàâåíñòâà, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå îáùèå ðåçóëüòàòû èç
òåîðèè îïòèìèçàöèè è âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ.

Ïóñòü çàäàíî âûïóêëîå ìíîæåñòâî K â ïðîñòðàíñòâå Rn, îòîáðà-
æåíèå G : V → Rn è âûïóêëàÿ, íî íåîáÿçàòåëüíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ f : V → R, ãäå K ⊆ V ⊆ Rn. Ñìåøàííîå âàðèàöèîííîå
íåðàâåíñòâî ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè òî÷êè x∗ ∈ K òàêîé, ÷òî

〈G(x∗), x− x∗〉+ f(x)− f(x∗) ≥ 0 ∀x ∈ K. (1)

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó (1) ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæå-
íèÿõ:

(A1) Îòîáðàæåíèå G : V → Rn íåïðåðûâíî, ãäå V � âûïóêëîå
îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Rn.

(A2) Ìíîæåñòâî K èìååò âèä ïàðàëëåëåïèïåäà, ò.å. K = K1 ×
K2 × ...×Kn, ãäå Ki = [αi, βi] ⊆ [−∞, +∞] äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, ïðè
ýòîì K ⊆ V .

(A3) Ôóíêöèÿ f : V → R âûïóêëà íà V è èìååò âèä: f(x) =
n∑

i=1
fi(xi).
Äëÿ èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà L = {i1, . . . , il} ⊆ N = {1, ..., n} îáî-

çíà÷èì xL = (xi)i∈L, ÷åðåç AL(x) � êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè
∂Gi(x)

∂xj
äëÿ i, j ∈ L, ÷åðåç IL � åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ñîîòâåòñòâóþùåãî

ïîðÿäêà.
Äëÿ âåêòîðîâ èç Rn ìîæíî ââåñòè îáû÷íîå óïîðÿäî÷åíèå ≥ ñ ïîìî-

ùüþ íåîòðèöàòåëüíîãî îðòàíòà Rn
+

1, ò.å. x ≥ y îçíà÷àåò, ÷òî x−y ∈ Rn
+.

Òåïåðü íàïîìíèì ðÿä ñâîéñòâ ïîðÿäêîâîé ìîíîòîííîñòè äëÿ îòîáðà-
æåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1 Îòîáðàæåíèå G : K → Rn íàçûâàåòñÿ
a) P -îòîáðàæåíèåì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê x, y ∈ K, x 6= y,

ñóùåñòâóåò èíäåêñ i òàêîé, ÷òî (xi − yi)(Gi(x)−Gi(y)) > 0;
b) ñòðîãèì P-îòîáðàæåíèåì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî γ > 0 òàêîå,

÷òî G− γIN åñòü P -îòîáðàæåíèå;
c) P0-îòîáðàæåíèåì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê x, y ∈ K, x 6= y,

ñóùåñòâóåò èíäåêñ i òàêîé, ÷òî xi 6= yi è (xi − yi)(Gi(x)−Gi(y)) ≥ 0;
d) Z-îòîáðàæåíèåì (èëè âíåäèàãîíàëüíî àíòèòîííûì), åñëè äëÿ

ëþáîé ïàðû òî÷åê x, y ∈ K, x ≥ y âûïîëíÿåòñÿ Gk(x) ≤ Gk(y) äëÿ
ëþáîãî èíäåêñà k òàêîãî, ÷òî xk = yk;

1Ïî îïðåäåëåíèþ, Rn
+ = {x ∈ Rn | xi ≥ 0, i = 1, ..., n}.
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e) M -îòîáðàæåíèåì, åñëè îíî îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ P - è Z-
îòîáðàæåíèåì;

f) M0-îòîáðàæåíèåì, åñëè îíî îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ P0- è Z-
îòîáðàæåíèåì.

Â àôôèííîì ñëó÷àå, êîãäà G(x) = Ax + b, äàííûå ñâîéñòâà ñîâ-
ïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîéñòâàìè ìàòðèöû A. Î÷åâèäíî, ÷òî
ñâîéñòâà P0 è P îáîáùàþò ñâîéñòâà îáû÷íîé (ñîîòâåòñòâåííî, ñòðî-
ãîé) ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ G.

Ðàçäåë 1.2 ïîñâÿùåí ðåçóëüòàòàì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-
ñòè ðåøåíèé äëÿ ñìåøàííîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (1).

Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-
ñòè ðåøåíèé â çàäà÷å (1) òðåáóþò óñèëåííûõ ñâîéñòâ òèïà P îòîáðàæå-
íèÿ G. Îäíàêî òàêèå ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷èòåëüíûìè äëÿ ìíî-
ãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ñîäåðæàùèõ îòîáðàæåíèÿ ñ âûðîæäåíèåì. Ïî-
êàçàíî, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèé â çàäà÷å (1) è ïðè áîëåå ñëàáûõ ñâîéñòâàõ îòîáðàæåíèÿ
G çà ñ÷åò (ñèëüíîé) ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè f â îãðàíè÷åííîì è
íåîãðàíè÷åííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâà K.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (À1) � (À3), è G åñòü P0-
îòîáðàæåíèå. Åñëè ôóíêöèè fi ñòðîãî âûïóêëûå äëÿ i = 1, . . . , n, òî
çàäà÷à (1) íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 1 Åñëè, äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèÿì òåîðåìû 1, ìíîæå-
ñòâî K îãðàíè÷åíî, òî çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (À1) � (À3), è G åñòü P0-
îòîáðàæåíèå. Åñëè ôóíêöèè fi ñèëüíî âûïóêëûå äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n,
òî çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Òåïåðü ïîëó÷èì ðåçóëüòàòû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (1) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà òîëüêî ÷àñòü îòîáðàæåíèÿ G îáëà-
äàåò óñèëåííûìè P ñâîéñòâàìè.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (À1) � (À3), G � äèôôåðåí-
öèðóåìîå M0-îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà L ⊂ N ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî AL(x) − εIL

åñòü P -ìàòðèöà äëÿ ëþáîãî x ∈ K. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî fi,
i ∈ N\L � ñèëüíî âûïóêëûå ôóíêöèè. Òîãäà çàäà÷à (1) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå.
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Òåîðåìà 4 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (À1) � (À3), G � äèôôåðåí-
öèðóåìîå M0-îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà L ⊂ N , AL(x) åñòü P -ìàòðèöà äëÿ ëþáîãî x ∈ K, à òàêæå,
÷òî fi, i ∈ N\L � ñèëüíî âûïóêëûå ôóíêöèè, è K � îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî. Òîãäà çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Â ðàçäåëå 1.3 îïèñàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ ñìåøàííîãî âàðèàöèîííî-
ãî íåðàâåíñòâà (1) íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ê çàäà-
÷å îïòèìèçàöèè â îòíîøåíèè íåêîòîðîé èñêóññòâåííîé èíòåðâàëüíîé
(èëè, èíà÷å, îöåíî÷íîé) ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ψαβ(x) = ϕα(x)− ϕβ(x), ãäå 0 < α < β,

ϕα(x) = max
y∈K

n∑

i=1
Φα

i (x, yi) =
n∑

i=1
max
yi∈Ki

Φα
i (x, yi)

ãäå

Φα
i (x, yi) = Gi(x)(xi − yi)− 0.5α(xi − yi)

2 + fi(xi)− fi(yi)

äëÿ i = 1, . . . , n è α > 0. Ôóíêöèÿ ψαβ íàçûâàåòñÿ D-èíòåðâàëüíîé äëÿ
çàäà÷è (1) è áûëà âíà÷àëå ïðåäëîæåíà äëÿ ñëó÷àÿ f ≡ 0 Äæ. Ïåíãîì.
È.Â. Êîííîâ ïðåäëîæèë ïðèìåíèòü åå äëÿ ñìåøàííîãî âàðèàöèîííîãî
íåðàâåíñòâà è óñòàíîâèë äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè ψαβ, êîòîðîé
íå îáëàäàåò îáû÷íàÿ èíòåðâàëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕα. Âìåñòî èñõîäíîé çà-
äà÷è (1) ìû ìîæåì ðåøàòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèè ψαβ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn

min
x∈Rn

→ ψαβ(x). (2)

Áîëåå òîãî, åñëè ÿêîáèàí îñíîâíîãî îòîáðàæåíèÿ G åñòü P - ìàòðèöà,
òî çàäà÷à (1) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè
äëÿ (2), ò.å. ðåøåíèþ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ∇ψαβ(x

∗) = 0.
Íà îñíîâå ýòîãî ñâîéñòâà â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ èñ-
õîäíîé çàäà÷è (1), èñïîëüçóþùèå ñïóñê ïî D-èíòåðâàëüíîé ôóíêöèè.

Äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ψαβ âíà÷àëå áûë ïðèìåíåí ãðàäèåíò-
íûé ìåòîä (ÃÌ) ñ ëèíåéíûì ïîèñêîì òèïà Àðìèéî. Îáîçíà÷èì ñòàð-
òîâóþ òî÷êó ìåòîäîâ ÷åðåç z0.

Òåîðåìà 5 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (A1) � (A3) ñ V = Rn, G �
äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå. Åñëè ìíîæåñòâî

D(z0) = {z | ψαβ(z) ≤ ψαβ(z
0)}
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îãðàíè÷åíî, è ∇G(x) åñòü P -ìàòðèöà äëÿ ëþáîãî x ∈ K, òî èòå-
ðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòîäà (ÃÌ), ïðèìåíåííîãî ê çàäà÷å
(2), ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1).

Çàòåì áûë ïðèìåíåí âàðèàíò ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (ÌÑÃ1),
ïðåäëîæåííûé Ë. Ãðèïïî è Ñ. Ëóñèäè äëÿ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 6 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (A1) � (A3) ñ V = Rn, G �
äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå, ìíîæåñòâî D(z0) îãðàíè÷åíî, ñó-
ùåñòâóåò âûïóêëîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U , ñîäåðæàùee D(z0),
òàêîå, ÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèè ψαβ íåïðåðûâåí ïî Ëèïøèöó íà U , è
∇G(x) åñòü P -ìàòðèöà äëÿ ëþáîãî x ∈ K. Òîãäà èòåðàöèîííàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòîäà (ÌÑÃ1), ïðèìåíåííîãî ê çàäà÷å (2), ñõî-
äèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1).

Êðîìå òîãî, äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ψαβ áûë èñïîëüçîâàí òàêæå
äðóãîé âàðèàíò ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (ÌÑÃ2), ïðåäëîæåí-
íûé Õ. Ìóêàè.

Òåîðåìà 7 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (A1) � (A3) ñ V = Rn, G

� äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå, ìíîæåñòâî D(z0) îãðàíè÷åíî, è
∇G(x) åñòü P -ìàòðèöà äëÿ ëþáîãî x ∈ K. Òîãäà èòåðàöèîííàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòîäà (ÌÑÃ2), ïðèìåíåííîãî ê çàäà÷å (2), ñõî-
äèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1).

Òàêèì îáðàçîì, îáîñíîâàíû èòåðàòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñìåøàí-
íîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (1).

Â ðàçäåëå 1.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçëîæèìîå ñìåøàííîå âàðèàöè-
îííîå íåðàâåíñòâî, ãäå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî K â (1) äîïóñêàåò ïðåä-
ñòàâëåíèå â âèäå äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ïîäìíîæåñòâ èç ïðîèçâîëü-
íûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ò.å. K = K1 ×K2 × ...×Km, ãäå
Ks ⊆ Rns äëÿ s ∈ M = {1, ..., m}, à òàêæå f(x) =

∑
s∈M

fs(xs), ãäå
x = (xs | s ∈ M), xs ∈ Rns äëÿ s ∈ M , ò.å. m < n â îáùåì ñëó÷àå.

Äëÿ ýòîé çàäà÷è ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ, êîòîðûå îáîáùàþò óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 1 è 2 è ñëåä-
ñòâèÿ 1 íà îñíîâå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñøèðåíèé ñâîéñòâ ïîðÿäêîâîé
ìîíîòîííîñòè îñíîâíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ,
â êîòîðûõ ó÷èòûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå âèäû êîíêóðåíöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî
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ïðè äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ ýòè çàäà÷è ìîãóò áûòü ñôîðìó-
ëèðîâàíû â âèäå ñìåøàííîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (1). Ïîëó÷å-
íû ðåçóëüòàòû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ìîäåëåé, à òàêæå äëÿ íèõ îáîñíîâàíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû
ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè.

Ðàçäåë 2.1 ïîñâÿùåí îáùåìó êëàññó çàäà÷ ðàâíîâåñèÿ ïî Âàëü-
ðàñó. Ðàññìîòðèì ìîäåëü ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ n òèïîâ
òîâàðîâ. Äëÿ âåêòîðà öåí p ∈ Rn

+ îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî E(p), êîòî-
ðîå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ èçáûòî÷íîãî ñïðîñà E : Rn

+ →
Π(Rn)2, â îáùåì ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íîãî.

Ââåäåì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå.
(B1) Öåíà êàæäîãî òîâàðà, âîâëå÷åííîãî â ðûíîê, èìååò íèæíþþ

ïîëîæèòåëüíóþ ãðàíèöó è ìîæåò èìåòü âåðõíþþ ãðàíèöó.
Äðóãèìè ñëîâàìè, äîïóñòèìûå öåíû ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå, êî-

òîðîå èìååò âèä ïàðàëëåëåïèïåäà:

K = K1 ×K2 × ...×Kn,

Ki = {t ∈ R | 0 < τ
′
i ≤ t ≤ τ

′′
i ≤ +∞}, i = 1, . . . n.

(3)

Òîãäà ðàâíîâåñíûå öåíû îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðîì p∗ ∈ K òàêèì, ÷òî

∃q∗ ∈ E(p∗), 〈q∗, p∗ − p〉 ≥ 0 ∀p ∈ K, (4)

÷òî îáîáùàåò îáû÷íóþ çàäà÷ó ðàâíîâåñèÿ â ñëó÷àå K = Rn
+.

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷åííîé çàäà÷è ê âèäó (1) èñïîëüçóåì
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå îòîáðàæåíèÿ èçáûòî÷íîãî ñïðîñà: E(p) =
D(p)− S(p), ãäå îòîáðàæåíèå D îäíîçíà÷íî è îïèñûâàåò èçáûòî÷íûé
ñïðîñ ó÷àñòíèêîâ, ïîâåäåíèå êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëÿì ñîâåð-
øåííîé êîíêóðåíöèè, à îòîáðàæåíèå S ïðåäïîëàãàåòñÿ ìíîãîçíà÷íûì
è îïèñûâàåò èçáûòî÷íîå ïðåäëîæåíèå ó÷àñòíèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ
ïîñòàâëÿåò èëè ïðèîáðåòàåò åäèíñòâåííûé òîâàð. Òîãäà ïðè äàííîì
âåêòîðå öåí p ∈ Rn

+ îòîáðàæåíèå S äèàãîíàëüíî, ò.å. ïðåäñòàâèìî â
âèäå äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ:

S(p) = S1(p1)× S2(p2)× ...× Sn(pn). (5)

Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü êàæäîå îòîáðàæåíèå Si : R+ → Π(R) ìîíîòîí-
íûì äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, ò.å. (èçáûòî÷íîå) ïðåäëîæåíèå íå óáû-
âàåò ïî îòíîøåíèþ ê öåíå òîâàðà. Òîãäà îòîáðàæåíèå S ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñóáäèôôåðåíöèàë íåêîòîðîé ôóíêöèè f , ò.å., Sj = ∂fj,

2
∏

(Rn) îçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Rn.
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ãäå fj : R+ → R åñòü âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n,
f(p) =

n∑
j=1

fj(pj).
Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à ïîèñêà ðàâíîâåñíûõ öåí (3), (4)

ýêâèâàëåíòíî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ìíîãîçíà÷íîãî âàðèàöèîííîãî íåðà-
âåíñòâà: íàéòè òî÷êó p∗ ∈ K òàêóþ, ÷òî

∃s∗ ∈ S(p∗), 〈D(p∗), p∗ − p〉+ 〈s∗, p− p∗〉 ≥ 0 ∀p ∈ K.

Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ñìåøàííîìó âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó

〈G(p∗), p− p∗〉+
n∑

i=1
[fi(pi)− fi(p

∗
i )] ≥ 0 ∀p ∈ K, (6)

ñîîòâåòñòâóùåìó çàäà÷å (1), ãäå G = −D è V = Rn
>

3.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà îòîáðàæåíèå D.

Îïðåäåëåíèå 2 (a) Îòîáðàæåíèå D îáëàäàåò ñâîéñòâîì âàëîâîé çà-
ìåíèìîñòè, åñëè ∂Dj/∂pi ≥ 0, j 6= i;

(b) Îòîáðàæåíèå D ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíî ñòåïåíè m, 0 ≤ m ≤
1, åñëè D(αx) = αmD(x) äëÿ ëþáîãî α ≥ 0.

Óñëîâèå âàëîâîé çàìåíèìîñòè íà (èçáûòî÷íûé) ñïðîñ ÿâëÿåòñÿ îä-
íèì èç íàèáîëåå îáùåïðèíÿòûõ â ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ è îçíà÷àåò
çàìåíÿåìîñòü òîâàðîâ äëÿ ó÷àñòíèêîâ. Óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îäíî-
ðîäíîñòè ñòåïåíè 0 (íåçàâèñèìîñòè îò ìàñøòàáà öåí) íà (èçáûòî÷íûé)
ñïðîñ ÿâëÿåòñÿ òàêæå äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíûì è îáû÷íî ñëåäóåò èç
íåíàñûùàåìîñòè ïîòðåáèòåëåé.

(Â2)Îòîáðàæåíèå D íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî, ïîëîæèòåëü-
íî îäíîðîäíî ñòåïåíè 0 è îáëàäàåò ñâîéñòâîì âàëîâîé çàìåíèìîñòè
íà Rn

>. Îòîáðàæåíèå S èìååò âèä (5), ãäå Sj åñòü ñóáäèôôåðåíöèàë
âûïóêëîé ôóíêöèè fj : R+ → R, j = 1, ..., n.

Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (Â1), (Â2), òî óñòàíîâëåíî, ÷òî G åñòü
P0-îòîáðàæåíèå, êðîìå òîãî, ∇G(p) åñòü M0-ìàòðèöà äëÿ âñåõ p ∈ V .
Îòìåòèì, ÷òî îäíîðîäíîñòü ñòåïåíè 0 âëå÷åò âûðîæäåííîñòü ÿêîáè-
àíà, íî, õîòÿ îòîáðàæåíèå G íå ÿâëÿåòñÿ (ñòðîãèì) P -îòîáðàæåíèåì,
åãî ÷àñòü ìîæåò îáëàäàòü òàêèì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 8 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (Â1), (Â2). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî τ

′′
i < +∞ äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, è ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî

3Rn
> = {x ∈ Rn | xi > 0, i = 1, ..., n} � ïîëîæèòåëüíûé îðòàíò, ò.å. âíóòðåííîñòü Rn

+.
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L ⊂ N òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî p ∈ K, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî ∑

j∈N\L
∂Gi(p)

∂pj
< 0 äëÿ âñåõ i ∈ L. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî

fj, j ∈ N\L � ñèëüíî âûïóêëûå ôóíêöèè. Òîãäà çàäà÷à (6) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïðèâåäåì ñõîäíûé ðåçóëüòàò äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 9 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (Â1), (Â2). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóþò δ > 0 è ìíîæåñòâî L ⊂ N òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ
p ∈ K âûïîëíÿåòñÿ ∑

j∈N\L
∂Gi(p)

∂pj
pj < −δpi äëÿ ëþáîãî i ∈ L. Ïóñòü

fj, j ∈ N\L � ñèëüíî âûïóêëûå ôóíêöèè. Òîãäà çàäà÷à (6) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïîñêîëüêó îáîñíîâàíèå ìåòîäîâ ñïóñêà ïî D-èíòåðâàëüíîé ôóíê-
öèè îïèðàåòñÿ íà íåâûðîæäåííîñòü îòîáðàæåíèÿ G, à ýòî ñâîéñòâî íå
âûïîëíÿåòñÿ â óñëîâèÿõ îïèñàííîé ìîäåëè òèïà Âàëüðàñà, òî ïðåäëà-
ãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç QL êâàäðàòíóþ äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà
n, ÷üè äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: qii >

0, åñëè i ∈ L, qii = 0, åñëè i 6∈ L.

Ìû áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ñìåøàííîå âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî
(6) ñëåäóþùåé âîçìóùåííîé çàäà÷åé: íàéòè òî÷êó pε ∈ K òàêóþ, ÷òî

〈G(pε) + εQLpε, p− pε〉+ f(p)− f(pε) ≥ 0 ∀p ∈ K, (7)

ãäå ε > 0 � ïàðàìåòð, L � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî N . Ñíà÷àëà ðàññìîò-
ðèì ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pε} â îãðàíè÷åííîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 10 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (Â1), (Â2), τ
′′
i < +∞ äëÿ

i = 1, ..., n, ñóùåñòâóåò èíäåêñíîå ìíîæåñòâî J
′ ⊆ N òàêîå, ÷òî

äëÿ âñåõ p ∈ K âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
∑

j∈N\J ′
∂Gi(p)

∂pj
< 0 äëÿ i ∈ J

′
, (8)

à òàêæå èíäåêñíîå ìíîæåñòâî J
′′ ⊆ N òàêîå, ÷òî fi, i ∈ J

′′ � ñèëü-
íî âûïóêëûå ôóíêöèè. Åñëè ïîëîæèòü L = N\J , J = J

′ ⋃
J
′′, òî

çàäà÷à (7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå pε, à ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {pεk} òàêàÿ, ÷òî {εk} ↘ 0, èìååò ïðåäåëüíûå òî÷êè è âñå
ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è (6), (3).
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Ïðè J = ∅ òåîðåìà 10 îáîñíîâûâàåò ìåòîä ïîëíîé ðåãóëÿðèçàöèè.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10 ÿêîáèàí ãëàäêîé ÷àñòè âîç-

ìóùåííîé çàäà÷è åñòü P -ìàòðèöà, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ñïóñêà ïî D-èíòåðâàëüíîé ôóíêöèè èç ðàçäåëà
1.3.

Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî ñëó÷àÿ îáîñíîâàí ñ ïî-
ìîùüþ óñå÷åíèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà è îáåñïå÷åíèè ñõîäèìîñòè
ðåøåíèé âîçìóùåííîé óñå÷åííîé çàäà÷è ê ðåøåíèÿì èñõîäíîé çà ñ÷åò
óñëîâèé òèïà êîýðöèòèâíîñòè, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò îòñóòñòâèå íîâûõ
ðåøåíèé â óñå÷åííîé çàäà÷å. Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðèçèðîâàííîå óñå÷åí-
íîå âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî: íàéòè òî÷êó pε ∈ K̃ òàêóþ, ÷òî

〈G(pε) + εQLpε, p− pε〉+ f(p)− f(pε) ≥ 0 ∀p ∈ K̃, (9)

ãäå
K̃ = K̃1 × K̃2 × ...× K̃n, K̃i = [τ

′
i , τ̃i] ⊂ (0, +∞), (10)

ãäå τ
′
i < τ̃i è τ̃i = τ

′′
i , åñëè τ

′′
i < +∞, i = 1, ..., n.

Òåîðåìà 11 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (Â1), (Â2), ñóùåñòâóåò
îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî W ⊆ K òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî p ∈ K\W
âûïîëíÿåòñÿ max

i=1,...,n
[Gi(p)(pi− τ

′
i) + fi(pi)− fi(τ

′
i)] > 0. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî K̃ â (10) âûáðàíî òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, ..., n è äëÿ ëþáîãî
w ∈ W âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî wi < τ̃i, åñëè τ

′′
i = +∞. Ïóñòü

ñóùåñòâóåò èíäåêñíîå ìíîæåñòâî J
′ ⊆ N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

p ∈ K̃ âûïîëíÿåòñÿ (8), è ñóùåñòâóåò èíäåêñíîå ìíîæåñòâî J
′′ ⊆

N òàêîå, ÷òî ôóíêöèè fi, i ∈ J
′′, ñèëüíî âûïóêëûå. Òîãäà çàäà÷à

(9), (10) ïðè L = N\J , J = J
′ ⋃

J
′′ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

pε, à ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pεk} òàêàÿ, ÷òî {εk} ↘ 0 èìååò
ïðåäåëüíûå òî÷êè, è âñå ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è (6),
(3).

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìîäåëè ðàâíîâåñèÿ â
óñëîâèÿõ, êîãäà îòîáðàæåíèå èçáûòî÷íîãî ñïðîñà E îäíîçíà÷íî. Äëÿ
íèõ îáîñíîâàí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè ñ áîëåå ïðîñòûìè óñëîâèÿìè êî-
ýðöèòèâíîñòè.

Â ðàçäåëå 2.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ èíîé âàðèàíò ìîäåëè ðàâíîâåñèÿ èç
ðàçäåëà 2.1, â êîòîðîé îòîáðàæåíèå D çàäàåòñÿ êàê ñïðîñ ïîòðåáèòåëåé
ñ ôóíêöèÿìè ïîëåçíîñòè òèïà Êîááà-Äóãëàñà. Ñïðîñ i-ãî ïîòðåáèòåëÿ
ïðè äàííîì âåêòîðå öåí p ∈ Rn

+ îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ðåøåíèÿ çàäà÷è
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îïòèìèçàöèè:
D̃(i)(p) = Argmax{ϕi(x) | 〈p, x〉 ≤ 〈

p, b(i)
〉
, x ∈ Rn

+}, (11)

ãäå b(i) ∈ Rn
+ � âåêòîð çàïàñîâ òîâàðîâ, ϕi(x) � ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè

i-ãî ïîòðåáèòåëÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà èìååò âèä
ϕi(x) = βix

αi1
1 ...xαin

n , (12)

ãäå βi > 0, αij ≥ 0,
n∑

j=1
αij = 1, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òèïà Êîááà-

Äóãëàñà. Òîãäà îòîáðàæåíèÿ ñïðîñà îäíîçíà÷íû. Êàê è â ìîäåëè
ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà p → S(p) åñòü îòîáðàæåíèå èçáûòî÷íîãî ïðåä-
ëîæåíèÿ, êîòîðîå èìååò âèä (5), ïðè÷åì êàæäîå îòîáðàæåíèå Sj ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ ìîíîòîííûì è ìíîãîçíà÷íûì. Ðàâíîâåñíàÿ öåíà p∗ îïðåäå-
ëÿåòñÿ òàêæå êàê ðåøåíèå çàäà÷è (6), ãäå D(p) =

m∑
i=1

D̃(i)(p) − b, ãäå

b =
m∑

i=1
b(i) � ñóììàðíûé çàïàñ òîâàðîâ ïîòðåáèòåëåé. Ïîýòîìó çàäà-

÷à ðàâíîâåñèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà â âèäå ñìåøàííîãî âàðèàöèîííîãî
íåðàâåíñòâà (6), ãäå G = −D, ∂fi = Si, i = 1, ..., n.

(F1) Îòîáðàæåíèå D(p) =
m∑

i=1
D̃(i)(p)− b, ãäå D̃(i)(p) îïðåäåëåíî â

(11), (12). Îòîáðàæåíèå S èìååò âèä (5), ãäå Sj åñòü ñóáäèôôåðåí-
öèàë âûïóêëîé ôóíêöèè fj : R+ → R, j = 1, ..., n.

Ïîñêîëüêó çàäà÷à (11), (12) ïîòðåáèòåëüñêîãî ñïðîñà îáåñïå÷èâàåò
âûïîëíåíèå ñâîéñòâ âàëîâîé çàìåíèìîñòè è îäíîðîäíîñòè ñòåïåíè 0
îòîáðàæåíèé D̃(i), ò.å. è D, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (Â2) è îòîáðàæå-
íèå G = −D áóäåò èìåòü òèï P0. Íà ýòîé îñíîâå ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé.

Òåîðåìà 12 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (Â1), (F1),
τ
′′
i < +∞ äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, è ñóùåñòâóåò èíäåêñíîå ìíîæåñòâî

L ⊂ N òàêîå, ÷òî ∑
j∈N\L

m∑
s=1

αsib
(s)
j > 0, i ∈ L. Ïóñòü òàêæå ôóíêöèè

fj, j ∈ N\L ñèëüíî âûïóêëû. Òîãäà çàäà÷à (6) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.

Óñòàíîâëåí ïîäîáíûé ðåçóëüòàò äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 13 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (Â1), (F1),
ñóùåñòâóåò ε > 0 è èíäåêñíîå ìíîæåñòâî L ⊂ N òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî p ∈ K âûïîëíÿåòñÿ ∑

j∈N\L
m∑

s=1
αsib

(s)
j > εp2

i , i ∈ L. Åñëè, äî-
ïîëíèòåëüíî, ôóíêöèè fj, j ∈ N\L, ñèëüíî âûïóêëû, òî çàäà÷à (6)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Äëÿ îïèñàííîé ìîäåëè òàêæå ïîñòðîåí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè, äëÿ
êîòîðîãî óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü, â òîì ÷èñëå ïðè íåîãðàíè÷åííîì
ìíîæåñòâå K.

Â ðàçäåëå 2.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ
â óñëîâèÿõ íåñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè � îëèãîïîëèÿ. Ìîäåëü îïèñû-
âàåò ïîâåäåíèå n ïðîèçâîäèòåëåé, ïðåäëàãàþùèõ îäíîðîäíûé ïðîäóêò.
Â ýòîé ìîäåëè ñîñòîÿíèå q∗ = (q∗1, ..., q

∗
n) îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî÷êà ðàâíî-

âåñèÿ ïî Íýøó â áåñêîàëèöèîííîé èãðå n ëèö ñ ôóíêöèÿìè âûèãðûøà
ϕi(q) = qip(

n∑
i=1

qi)− fi(qi), ãäå p(σ) � öåíà ïðè îáúåìå ðûíêà σ, fi(qi) �
çàòðàòû i-ãî ïðîèçâîäèòåëÿ ïðè îáúåìå ïðîèçâîäñòâà qi, ò.å.

ϕi(q
∗) ≥ ϕi(q

∗
1, ..., q

∗
i−1, qi, q

∗
i+1, ..., q

∗
n), ∀qi ∈ [0, βi], i = 1, ..., n.

Ïðåîáðàçóåì ýòó çàäà÷ó ê ñìåøàííîìó âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó.
Ñëåäóþùèé íàáîð äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé ñîîòâåòñòâóåò îá-
ùåïðèíÿòîìó ýêîíîìè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ ó÷àñòíèêîâ.

(H1) Ôóíêöèÿ öåíû p(σ) � íåâîçðàñòàþùàÿ, íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ, ôóíêöèÿ äîõîäà σp(σ) � âîãíóòà äëÿ σ ≥ 0. Ôóíêöèè
çàòðàò fi : Rn

+ → R âûïóêëûå, íî â îáùåì ñëó÷àå íå îáÿçàòåëüíî
äèôôåðåíöèðóåìûå äëÿ i = 1, . . . , n.

Â îòëè÷èå îò ðàíåå èñïîëüçóåìûõ óñëîâèé, çäåñü äîïóñêàåòñÿ íåäèô-
ôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé çàòðàò, ÷òî ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ñèòóà-
öèþ, êîãäà ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî òåõíîëîãèé ïðîöåññà ïðîèçâîäñòâà.
Èç ïðåäïîëîæåíèé (H1) ñëåäóåò, ÷òî i-ÿ ôóíêöèÿ äîõîäà ϕi âîãíóòà ïî
qi íà R+. Îïðåäåëèì äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî K = K1 ×K2 × ... ×Kn,
Ki = [0, βi], i = 1, . . . n; à òàêæå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F :
Rn

+ → Π(Rn) ñ êîìïîíåíòàìè Fi(q) = ∂qi
[−ϕi(q)] = Gi(q) + ∂fi(qi),

ãäå Gi(q) = −p(σq)−qip
′(σq) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Òîãäà çàäà÷à ðàâíî-

âåñèÿ ïî Íýøó ýêâèâàëåíòíà ìíîãîçíà÷íîìó âàðèàöèîííîìó íåðàâåí-
ñòâó: íàéòè òî÷êó q∗ ∈ K òàêóþ, ÷òî

∃d∗i ∈ ∂fi(q
∗
i ), i = 1, . . . , n; 〈G(q∗), q − q∗〉+

n∑

i=1
d∗i (qi−q∗i ) ≥ 0 ∀q ∈ K;

èëè ñìåøàííîìó âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó

〈G(q∗), q − q∗〉+
n∑

i=1
[fi(qi)− fi(q

∗
i )] ≥ 0 ∀q ∈ K. (13)

Ïîëó÷åíû ñâîéñòâà ïîðÿäêîâîé ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ G.

Ïðåäëîæåíèå 1 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H1). Òîãäà ñïðàâåä-
ëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

15



(a) ∇G(q) åñòü P0-ìàòðèöà äëÿ âñåõ q ∈ Rn
+.

(b) Ïóñòü p
′
(σ) < 0 è ëèáî µ

′′
(σ) < 0, ëèáî p

′′
(σ) ≤ 0 äëÿ âñåõ

σ ≥ 0. Òîãäà ∇G(q) åñòü P -ìàòðèöà äëÿ âñåõ q ∈ Rn
+.

Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü ðåçóëüòàòû ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 14 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H1), p
′
(σ) < 0 è ëèáî

µ
′′
(σ) < 0, ëèáî p

′′
(σ) ≤ 0 äëÿ âñåõ σ ≥ 0. Òîãäà çàäà÷à (13) íå ìîæåò

èìåòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Åñëè, äîïîëíèòåëüíî, K � îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî, òî çàäà÷à (13) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 15 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H1), ñóùå-
ñòâóåò σ > 0 òàêîå, ÷òî −p

′
(σ) ≥ δ > 0 è ëèáî −µ

′′
(σ) ≥ δ, ëèáî

p
′′
(σ) ≤ 0 äëÿ âñåõ σ ≥ 0. Òîãäà çàäà÷à (13) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå.

Ïîñòðîåí òàêæå ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ ýòîãî êëàññà çàäà÷. Äëÿ
îáîñíîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáîáùåíèå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè âûïóñ-
êà, ââåäåííîå Ñ. Êîëñòàäîì è Ë. Ìàòèåñåíîì. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó: íàé-
òè òî÷êó zε ∈ K̃ òàêóþ, ÷òî

〈G(zε) + εQLzε, q − zε〉+ f(q)− f(zε) ≥ 0 ∀q ∈ K̃, (14)

K̃ =
n∏

i=1
[0, β̃i], 0 < β̃i < +∞ è β̃i = βi åñëè βi < +∞ äëÿ i = 1, ..., n.

(15)
Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ è óñå÷åíèå âàðèàöèîí-

íîãî íåðàâåíñòâà (13).

Òåîðåìà 16 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H1), ïðîèç-
âîäñòâåííûé âûïóñê îãðàíè÷åí òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n è
äëÿ ëþáîãî p ∈ K

⋂
P âûïîëíÿåòñÿ pi < β̃i, åñëè βi = +∞ è ïóñòü

ñóùåñòâóåò èíäåêñíîå ìíîæåñòâî J ⊆ N òàêîå, ÷òî fi(qi) � ñèëüíî
âûïóêëûå ôóíêöèè äëÿ qi ∈ [0, β̃i] è i ∈ J . Åñëè ïîëîæèòü L = N\J ,
òî çàäà÷à (15), (14) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå zε, à ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {zεk} òàêàÿ, ÷òî {εk} ↘ 0, èìååò ïðåäåëüíûå òî÷êè, è
âñå ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è (13).

Ïîëó÷åíû òàêæå ðåçóëüòàòû ñõîäèìîñòè ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèè çàòðàò fi, i = 1, ..., n, íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìûå.
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Â ãëàâå 3 îïèñûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàâ-
íîâåñèÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ñïóñêà ïî D-èíòåðâàëüíîé ôóíêöèè èç
ðàçäåëà 1.3.

Â ðàçäåëå 3.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ
òèïà Âàëüðàñà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé âàðèàíò ìîäåëè èç ðàçäåëà 2.2.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ïîòðåáèòåëü èìååò ñïðîñ ëèøü íà îäèí
òîâàð, ÷òî çàäàåòñÿ ïðîñòåéøèì âèäîì ôóíêöèè ïîëåçíîñòè Êîááà-
Äóãëàñà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ íà ðàçëè÷íûõ
òåñòîâûõ çàäà÷àõ.

Â ðàçäåëå 3.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå ìîäåëüíûõ çà-
äà÷ ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñ îáùèìè ôóíêöèÿìè ïîëåçíîñòè òèïà
Êîááà-Äóãëàñà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ íà òåñòî-
âûõ çàäà÷àõ ñ ðàçëè÷íûìè èñõîäíûìè äàííûìè ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ
ñïóñêà ïî D-èíòåðâàëüíîé ôóíêöèè.

Â ðàçäåëå 3.3 îïèñàíî ïðèìåíåíèå àëãîðèòìîâ èç ðàçäåëà 1.3 äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ îëèãîïîëèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü
íà ðàçëè÷íûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ ðàçìåðíîñòè n ≤ 50 ñ òî÷íîñòüþ
ε = 0.01 è ε = 0.0001. Êðîìå òîãî, ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû íà ðåàëü-
íîé ïðèêëàäíîé çàäà÷å, îïèñûâàþùåé ðûíîê ýëåêòðîýíåðãèè, êîòî-
ðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ìîäåëü îëèãîïîëèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñ íåãëàä-
êèìè ôóíêöèÿìè çàòðàò. Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè
äîñòàòî÷íî áûñòðóþ ñõîäèìîñòü è õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ñ èñõîäíîé
ñèñòåìîé.

Â ðàçäåëå 3.4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ íà ðàç-
ëè÷íûõ òåñòîâûõ çàäà÷àõ ðàçìåðíîñòè n ≤ 50 äëÿ ñìåøàííûõ âà-
ðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, âûïîëíåííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ñïóñêà ïî
D-èíòåðâàëüíîé ôóíêöèè. Òàêæå äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ îïèñàííûõ çà-
äà÷ èñïîëüçîâàëàñü êîìáèíàöèÿ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ñî ñïóñêîì ïî
D-èíòåðâàëüíîé ôóíêöèè íà îñíîâå ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ
è ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà.

Ïðèâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè äîñòàòî÷íóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðåä-
ëîæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
1. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé äëÿ ñìåøàí-

íûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ â óñëîâèÿõ âûðîæäåííîñòè è ïîðÿä-
êîâîé ìîíîòîííîñòè îñíîâíîãî îòîáðàæåíèÿ è òåîðåìû î ñõîäèìîñòè
ìåòîäîâ ñïóñêà ïî D-èíòåðâàëüíîé ôóíêöèè äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ ñìå-
øàííûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ.
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2. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ ðàçëîæè-
ìûõ ñìåøàííûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ â óñëîâèÿõ âûðîæäåííîñòè
è îáîáùåííîé ïîðÿäêîâîé ìîíîòîííîñòè.

3. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñìåøàííûõ ìî-
äåëåé ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ òèïà Âàëüðàñà, ñîäåðæàùèõ ìíîãî-
çíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ.

4. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ ìîäåëè ðàâíîâåñèÿ
â óñëîâèÿõ íåñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè (îëèãîïîëèè) ñ íåãëàäêèìè
ôóíêöèÿìè çàòðàò.

5. Òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ ìîäåëè ýêîíî-
ìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ òèïà Âàëüðàñà â âèäå (ñìåøàííîãî) âàðèàöè-
îííîãî íåðàâåíñòâà ñ âûðîæäåííûì è ïîðÿäêîâî ìîíîòîííûì îòîá-
ðàæåíèåì è äëÿ ìîäåëè íåñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè (îëèãîïîëèè) ñ
íåãëàäêèìè ôóíêöèÿìè çàòðàò.
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