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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ДИССЕРТАЦИИ 
 

Постановка вопроса и актуальность темы. В дифференциальной 
геометрии важное место занимает теория связностей в различных расслоен-
ных пространствах, а также её применение при исследовании оснащённых 
подмногообразий, погружённых в однородные и обобщённые пространства. 

История теории связностей начинается с работы Т. Леви-Чивита1) о па-
раллельном перенесении вектора в римановой геометрии. Эта идея была 
обобщена в различных направлениях, например, в общей теории относи-
тельности. В середине ХХ века В. В. Вагнер2)  и Ш. Эресман3) независимо 
друг от друга ввели общее понятие связности в расслоенном пространстве. 
Г. Ф. Лаптев4) отождествил понятие связности с понятием геометрического 
объекта специального вида. 

Первые применения понятия проективной связности к геометрии под-
многообразий в проективном пространстве дал Э. Картан5). Метод нормали-
зации, разработанный А. П. Норденом6), позволил в касательных расслое-
ниях подмногообразий проективного пространства индуцировать аффин-
ные связности без кручения. 

В работах Г. Ф. Лаптева и Н. М. Остиану7) – 9) получила широкое разви-
тие теория распределений -мерных линейных и гиперплоскостных эле-m
ментов в проективном пространстве  и пространстве проективной связно-nP
сти . В случае распределения гиперплоскостных элементов в простран-nnP ,

ствах  со  связностью  без  кручения  эта  теория  нашла  своё  отражение  в  ра- 
_____________________________________________________________________________________________________________________ 

1. Levi-Civita T. Nozioni di parallelismo in una varieta qualunque e conseguente speci-
ficazione geometrica della curvature Riemanniana / T. Levi-Civita // Rend. circ. Matem. – 
Palermo, 1917. – P. 173-205. 

2. Вагнер В. В. Теория составного многообразия / В. В. Вагнер // Труды семинара 
по векторному и тензорному анализу / МГУ. – Москва, 1950. – Вып. 8. – С. 11-72. 

3. Ehresmann C.  Les connexions infinitésimales dans un éspace fibré differentiable  / 
C. Ehresmann // Collque de Topologie (Bruxelles, 1950). – Paris, 1951. – P. 29-55. 

4. Лаптев Г. Ф. Дифференциальная геометрия погружённых многообразий. Тео-
ретико-групповой метод дифференциально-геометрических исследований / Г. Ф. Лап-
тев // Тр. Моск. матем. об-ва. – М., 1953. – Т. 2. – С. 275-382. 

5. Cartan E. Les éspaces á connexion projective / E. Cartan // Труды семинара по 
векторному и тензорному анализу / МГУ. – Москва, 1937. – Вып. 4. – С. 147-159. 

6. Норден А. П. Пространства аффинной связности / А. П. Норден. – М.: Наука, 
1976. – 432 с. 

7. Лаптев Г. Ф. Распределения -мерных линейных элементов в пространстве 
проективной связности. I / Г. Ф. Лаптев, Н. М. Остиану // Тр. Геом. семинара / Ин-т на-
учн. информ. АН СССР. – 1971. – Т. 3. – С. 49-94. 

m

8. Остиану Н. М. Распределения -мерных линейных элементов в пространстве 
проективной связности. II / Н. М. Остиану // Тр. Геом. семинара / Ин-т научн. информ. 
АН СССР. – 1971. – Т. 3. – С. 96-114. 

m

9. Остиану Н. М. Распределение гиперплоскостных элементов в проективном 
пространстве / Н. М. Остиану // Тр. Геом. семинара / Ин-т научн. информ. АН СССР. – 
1973. – Т. 4. – С. 71-120. 
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ботах В. И. Близникаса10), 11). 
В. Т. Базылевым12), 13) получена обширная теория плоских многомерных 

сетей , погружённых в -мерное проективное пространство . n∑ n nP
А. В. Столяровым14) построены основы двойственных теорий различ-

ных оснащённых многообразий, погружённых в пространство проективной 
связности . nnP ,

Понятие пространства проективно-метрической связности  было nnK ,

введено Г. Ф. Лаптевым4) как обобщение понятия проективно-метричес-
кого пространства 6)

nK . А. В. Столяровым15) найдено инвариантное анали-
тическое условие, при выполнении которого пространство проективной 
связности  становится пространством проективно-метрической связ-nnP ,

ности ; им изучены некоторые вопросы дифференциальной геометрии nnK ,

полярной15) нормализации пространства проективно-метрической связно-
сти . nnK ,

Отметим, что проективно-метрическое пространство  с невырож-nK
денным абсолютом овального типа имеет особое значение в геометрии, 
так как оно представляет собой проективную интерпретацию геометрии 
Лобачевского, с помощью которой Ф. Клейн дал строгое доказательство её 
непротиворечивости. 

Объектом исследования настоящей работы являются оснащённые 
многообразия, погружённые в пространство проективно-метрической 
связности  с -мерной базой и -мерными слоями. В качестве под-nnK , n n
многообразий пространства  рассматриваются само пространство про-nnK ,

ективно-метрической связности  (глава I) и регулярное распределение nnK ,

гиперплоскостных элементов (регулярная неголономная гиперповерх-
ность) , погружённое в пространство  (главы II и III); в качестве ос-ℜ nnK ,

нащений – нормализации указанных подмногообразий пространства . nnK ,
_____________________________________________________________________________________________________________________ 

10. Близникас В. И. О неголономной поверхности трёхмерного пространства про-
ективной связности / В. И. Близникас // Тр. Геом. семинара / Ин-т научн. информ. АН 
СССР. – 1971. – Т. 3. – С. 115-124. 

11. Близникас В. И. Дифференциальная геометрия неголономной гиперповерхно-
сти риманова пространства / В. И. Близникас // Liet. mat. rinkinys: Лит. мат. сб. – Виль-
нюс, 1971. – Т. 11. – № 1. – С. 63-74. 

12. Базылев В. Т. К геометрии плоских многомерных сетей / В. Т. Базылев // Уч. 
зап. Московского гос. пед. ин-та им. В. И. Ленина. – 1965. – № 243. – С. 29-37. 

13. Базылев В. Т. О многомерных сетях и их преобразованиях / В. Т. Базылев // 
Итоги  науки  и  техники.  Геометрия  (1963)  /  ВИНИТИ  АН  СССР.  –  М.,  1965.  –  
С. 138-164. 

14. Столяров А. В. Двойственная теория оснащённых многообразий: Монография. 
2-е изд., доп. / А. В. Столяров. – Чебоксары: Чувашский госпедун-т, 1994. – 290 с. 

15. Столяров А. В. Пространство проективно-метрической связности / А. В. Сто-
ляров // Известия вузов. Матем. – 2003. – № 11. – С. 70-76. 
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Эти исследования являются актуальными и представляют большой 
научный интерес, ибо: 1) изучение геометрии нормализованного про-
странства проективно-метрической связности  до настоящего времени nnK ,

находилось лишь в начальной стадии; 2) геометрия неголономной гипер-
поверхности, погружённой в пространство , отличное от плоского, до nnK ,

настоящего времени в математической литературе вообще не изучалась;  
3) представляет научный интерес приложение геометрии проективно-
метрического пространства  и аффинных связностей, индуцируемых nK
его нормализацией, к изучению некоторых классов плоских сетей 

nn K⊂∑ . 
Цель работы. Целью настоящего диссертационного исследования явля-

ется инвариантное построение основ двойственной геометрии некоторых ос-
нащённых многообразий, погружённых в пространство проективно-
метрической связности . Достижение поставленной цели включает в nnK ,

себя решение следующих ключевых задач: 
1) внутренним инвариантным образом построить и изучить двойст-

венную геометрию линейных связностей (проективных, проективно-
метрических и аффинных), индуцируемых нормализацией пространства 

nnK , , а также найти пути приложения геометрии проективно-метрического 
пространства  и полученных аффинных связностей к изучению некото-nK
рых классов плоских сетей ; nn K⊂∑

2) построить основы инвариантной двойственной геометрии регуляр-
ной неголономной гиперповерхности ℜ , погружённой в пространство 
проективно-метрической связности ; nnK ,

3) исследовать дифференциально-геометрические структуры, внут-
ренним инвариантным образом определяемые нормализацией распределе-
ния гиперплоскостных элементов ℜ  в ; nnK ,

4) для распределения  построить полярное (относительно локаль-ℜ
ных абсолютов  пространства ) распределение гиперплоскостных 1−nQ nnK ,

элементов  и изучить геометрию подмногообразий ℜ~ ℜ , ℜ~  и их нормали-
заций во взаимосвязи. 

Методы исследования. В диссертации используются инвариантные ме-
тоды дифференциально-геометрических исследований, а именно, метод про-
должений и охватов Г. Ф. Лаптева4), метод внешних дифференциальных форм 
Э. Картана16) и метод нормализации А. П. Нордена6). Использование указан-
ных методов позволило изучить дифференциально-геометрические факты, 
связанные с дифференциальными окрестностями образующих элементов 
исследуемых подмногообразий до третьего порядка включительно. 
________________________________________________________________________________________________________________________ 

16. Фиников С. П. Метод внешних форм Картана в дифференциальной геометрии / 
С. П. Фиников. – М. – Л.: ГИТТЛ, 1948. – 432 с. 
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Все исследования в работе проводятся в минимально специализирован-
ных системах отнесения, что позволило получить результаты в инвариантной 
форме. Все рассмотрения проводятся с локальной точки зрения. Встре-
чающиеся функции предполагаются достаточное число раз дифференци-
руемыми, то есть изучаемые подмногообразия достаточно гладкие, а при 
доказательстве теорем существования – аналитическими. Следует заметить, 
что результаты по геометрии линейных связностей получены с применением 
теории связностей в расслоенных пространствах в форме, данной Г. Ф. Лап-
тевым 4), 17). 

Научная новизна. Все результаты диссертационного исследования яв-
ляются новыми и получены автором самостоятельно; научная новизна обу-
словлена тем, что до настоящего времени в математической литературе гео-
метрия оснащённых многообразий, погружённых в пространство проек-
тивно-метрической связности , оставалась практически не изученной. nnK ,

В диссертации приведены доказательства всех основных предложений, 
которые сформулированы в виде теорем.  

Теоретическая и практическая значимость. Работа имеет теоретиче-
ское значение. Полученные в ней результаты могут быть использованы при 
дальнейшем изучении различных подмногообразий (как голономных, так 
и неголономных) пространства  в Казанском, Калининградском, Твер-nnK ,

ском государственных университетах, Нижегородском и Чувашском госу-
дарственных педагогических университетах. 

Теория, разработанная в диссертации, может быть применена в каче-
стве материала специальных и факультативных лекционных курсов для 
студентов старших курсов и аспирантов математических факультетов, а 
также при написании ими курсовых, дипломных и научных работ. 

Апробация. Основные результаты диссертации докладывались и обсуж-
дались на следующих конференциях и семинарах по современным проблемам 
геометрии: на заседаниях научно-исследовательского семинара молодых ис-
следователей при кафедре геометрии Чувашского государственного педаго-
гического университета (Чебоксары, 2004 – 2006 гг.); на научных конферен-
циях аспирантов, докторантов и научных сотрудников Чувашского государ-
ственного  педагогического  университета  (Чебоксары,  2004  –  2006  гг.);  на 
IX нижегородской сессии молодых учёных «Математические науки» (Саров, 
2004 г.); на Международной научной конференции «Актуальные проблемы 
математики и механики» (Казань, 2004 г.); на Четвёртой молодёжной научной 
школе-конференции «Лобачевские чтения-2005» (Казань, 2005 г.); на заседа-
ниях Казанского городского научно-исследовательского геометрического се-
минара (Казань, КГУ, 2006 г.). 
________________________________________________________________________________________________________________________ 

17. Евтушик Л. Е. Дифференциально-геометрические структуры на многообрази-
ях / Л. Е. Евтушик [и др.] // Итоги науки и техники. Проблемы геометрии / ВИНИТИ 
АН СССР. – М., 1979. – Т. 9. – 246 с. 
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Публикации. Основные научные результаты, включённые в диссерта-
ционную работу, опубликованы в 17 печатных работах автора (см. [1] – [17]). 

Вклад автора в разработку избранных проблем. Диссертация является 
самостоятельным исследованием автора. Все опубликованные научные рабо-
ты по теме исследования, кроме одной (см. [1]), выполнены без соавторов. 

Структура и объём работы. Диссертационная работа состоит из введе-
ния (исторический обзор, общая характеристика и содержание диссертации), 
трёх глав и списка литературы, включающего 110 наименований. Полный 
объём диссертации составляет 127 страниц машинописного текста. 

 
КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

 
В  п е р в о й  г л а в е  изучается двойственная геометрия нормализо-

ванного6) пространства проективно-метрической связности 4)
nnK ,  и пло-

ских многомерных сетей12) . nn K⊂∑
В начале главы (§ 1, пп. 1, 2) приводится материал, носящий рефера-

тивный характер. В пункте 3 § 1 найдена квадратичная форма 
JI

IJa
c
fds 00

2
2 ωω−≅ , определяющая метрику пространства . nnK ,

Пространство проективно-метрической связности  по аналогии с 
определением, введённым А. П. Норденом

nnK ,
6) для проективного пространст-

ва , называется нормализованным (оснащённым по А. П. Нордену), если 
в нём задано поле ковектора 

nP

Iν , 00 ≠ν . Методом продолжений и охватов 
Г. Ф. Лаптева4) в первых трёх дифференциальных окрестностях нормали-
зованного пространства  построены (§ 2, п. 1) поля тензоров , 

, , ; при этом тензор  предполагается невырожденным, то 
есть рассматривается невырожденная

nnK , IJI bс ,

IΛ IJKA IJKB IJb
14) нормализация пространства . 

По аналогии с нормализованным проективным пространством 6)
nnK ,

nP  норма-
лизация пространства проективно-метрической связности  с полем 
симметричного тензора  называется гармонической. 

nnK ,

IJb
С использованием теории связностей в расслоенных пространствах в 

форме, данной Г. Ф. Лаптевым4), 17), получен (§ 2, пп. 2, 3) один из цен-
тральных результатов первой главы: в третьей дифференциальной окре-
стности невырожденная нормализация пространства проективно-
метрической связности  индуцирует три нормализованных невырож-

денным образом пространства проективной связности , , ; 

индуцированные пространства , ,  являются двойственны-
ми

nnK ,

nnP ,
2

nnP ,
3

nnP ,
4

nnP ,
2

nnP ,
3

nnP ,
4

14) относительно соответствующих инволютивных преобразований  pI
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( 3,2,1=p ) форм проективной связности как между собой, так и по отно-
шению к исходному пространству  (теоремы I.2, I.3). nnK ,

Пункт 4 § 2 главы I посвящён нахождению критерия того, что каждое 

из пространств проективной связности , ,  (по отдельности) 
является пространством проективно-метрической связности. Доказано, 

что, если пространство  или , индуцируемое невырожденной нор-

мализацией пространства  без кручения, также имеет нулевое круче-
ние, то вопрос о нахождении критерия быть пространством проективно-
метрической связности нужно ставить лишь по отношению к пространству 

. В случае пространств  и  без кручения найдено инвариант-

ное аналитическое условие, при выполнении которого  есть простран-
ство проективно-метрической связности; этим условием является обраще-
ние в ноль тензора третьего порядка  (теорема I.7); рассмотрены три 
возможных частных случая, при которых равен нулю тензор , а имен-
но, доказаны следующие утверждения (теоремы I.8 – I.10): 

nnP ,
2

nnP ,
3

nnP ,
4

nnP ,
3

nnP ,
4

nnK ,

0

nnP ,
2

nnK , nnP ,
2

nnP ,
2

IJKС
IJKС

– невырожденная нормализация проективно-метрического простран-
ства  индуцирует двойственное нормализованное (невырожденным об-

разом) проективно-метрическое пространство ; 

nK
2

nK
– при невырожденной полярной15) нормализации пространства про-

ективно-метрической связности  без кручения индуцируется двойст-
венное пространство проективно-метрической связности без кручения, 
изоморфное исходному; 

0
,nnK

– если при невырожденной нормализации пространства  без кру-

чения индуцируемое пространство проективной связности  также 

имеет нулевое кручение и обращается в ноль тензор 

0
,nnK

nnP ,
2

II n
с Λ

+
+

1
1 , то про-

странство  представляет собой полярно нормализованное простран-
ство проективно-метрической связности без кручения. 

nnP ,
2

В пункте 5 § 2 исследуется случай полярной15) нормализации про-
странства . Показано, что в этом случае индуцированные двойствен-

ные пространства проективной связности , ,  совпадают и 
представляют собой пространство проективно-метрической связности, 
изоморфное исходному пространству  (теорема I.11). 

nnK ,

2

,nnP
3

,nnP
4

,nnP

nnK ,
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Определение. Невырожденным образом нормализованное простран-
ство проективно-метрической связности  с полем нулевого тензора 
третьего порядка  назовём 

nnK ,

IJKA −A пространством проективно-
метрической связности, а с полем нулевого тензора третьего порядка  
– 

IJKB
−B пространством проективно-метрической связности. 
Доказано, что на −A пространстве  индуцируемые двойственные 

пространства проективной связности , ,  совпадают, причём 

пространство  представляет собой гармонически нормализованное 
тангенциальное 

nnK ,

2

,nnP
3

,nnP
4

,nnP
2

,nnP
−A пространство проективно-метрической связности с те-

ми же формами связности и тензором кривизны-кручения, что и исходное 
пространство  (теорема I.12). nnK ,

В § 3 изучаются аффинные связности, индуцируемые невырожденной 
нормализацией пространства проективно-метрической связности . nnK ,

Доказано (§ 3, п. 1), что невырожденная нормализация пространства 
 индуцирует два пространства аффинной связности  и nnK , nnA , nnA ,  с 

кривизной и кручением, двойственные относительно инволютивного пре-
образования  (теорема I.14). Найден критерий совпадения связностей 1I ∇  
и ∇ ; в этом случае  есть nnK , −A пространство (теорема I.15). 

Получен (§ 3, п. 2) ряд результатов по изучению внутренних геометрий 
пространств  и nnA , nnA , ; доказаны следующие предложения: 

1) пространство аффинной связности без кручения  является экви-
аффинным тогда и только тогда, когда нормализации исходного простран-
ства проективно-метрической связности  гармоническая; критерием 

эквиаффинности пространства 

nnA ,
0

nnK ,
0

,nnA  без кручения является обращение в 
ноль чебышевского вектора  (теоремы I.16, I.16*); KΛ

2) на −A пространстве  без кручения аффинная связность nnK ,

0
∇≡∇  

риманова с полем метрического тензора ; на IJb −B пространстве  гео-
метрия аффинной связности 

nnK ,

∇  (∇ ) является метрической с полем метри-

ческого тензора ( JIIJ
def

IJ bbM +=
2
1 ), и при её нулевом кручении в предпо-

ложении 0≠IJM  она будет вейлевой с полем метрического тензора  
(теоремы I.17, I.18); 

IJM

3)  условие симметричности18)  любого из пространств  и nnA , nnA , , 
ин- 
_________________________________________________________________________________________________________________ 
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18. Рашевский П. К. Симметрические пространства аффинной связности с круче-
нием. I / П. К. Рашевский // Труды семинара по векторному и тензорному анализу / 
МГУ. – Москва, 1950. – Вып. 8. – С. 82-92. 
дуцируемых нормализацией проективно-метрического пространства , 
равносильно совпадению связностей 

nK
∇  и ∇  (теорема I.19). 

Выяснен (§ 3, п. 3) характер геометрии средней по отношению к связ-

ностям  и ∇ ∇  аффинной связности 
0
∇ . Доказано, что если в случае гармо-

нической нормализации пространства проективно-метрической связности 

 средняя связность  имеет нулевое кручение (что выполняется, на-
пример, при 

nnK ,
0
∇

nnn KK ≡, ), то соответствующая ей геометрия является рима-
новой с полем основного метрического тензора  (теорема I.20). IJb

Пункт 4 § 3 первой главы посвящён изучению внутренних геометрий 
аффинных связностей  и ∇ ∇  в случае полярной15) нормализации про-
странства . Показано, что внутренняя геометрия пространства аффин-
ной связности 

nnK ,

nnnn AA ,, ≡ , индуцируемого полярной нормализацией про-
странства , является метрической с полем метрического тензора ; 
если при этом пространство  (а, следовательно, и ) без кручения, 

то связность пространства  эквиаффинная (теорема I.21). При поляр-

ной нормализации пространства проективно-метрической связности  
без кручения с невырожденной метрикой 

nnK , IJa

nnK , nnA ,

0
,nnA

0

,nnK
( )0≠IJa  пространство аффинной 

связности без кручения  является римановым с полем основного мет-

рического тензора ; при этом, если тензор  пространства  ну-

левой, то пространство  эйнштейново

0
,nnA

IJa I
STIR

0

,nnK
0

,nnA 19) (теорема I.22). 
В § 4 первой главы найдены пути приложения теории проективно-

метрического пространства  и аффинных связностей  и nK ∇ ∇  про-
странств  и nnA , nnA ,  к изучению геометрии некоторых классов плоских се-
тей12) , а именно, сопряжённых относительно поля конусов на-
правлений  -сопряжённых систем в смысле Р. В. Смирно-
ва

nn K⊂∑

000 =LK
KLa ωω n

20), сопряжённых относительно поля конусов направлений  
чебышевских -сопряжённых систем первого и второго родов, сопряжён-
ных геодезических -сопряжённых систем первого рода. Основные ре-
зультаты этого параграфа приведены в теоремах I.24, I.26, I.27 и замечани-
ях к ним. Доказаны теоремы существования основных классов рассматри-
ваемых плоских сетей . 

000 =LK
KLa ωω

n
n

nn K⊂∑
________________________________________________________________________________________________________________ 
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19. Кобаяси Ш.  Основы  дифференциальной  геометрии  /  Ш. Кобаяси, К. Номид-
зу. – М.: Наука, 1981. – Т. 1. – 344 с; Т. 2. – 414 с. 

20. Смирнов Р. В. Преобразования Лапласа p -сопряжённых систем / Р. В. Смир-
нов // Доклады АН СССР. – 1950. – Т. 71. – №3. – С. 437-439. 

В  г л а в е  II  диссертации изучается двойственная геометрия регу-
лярного распределения первого рода гиперплоскостных элементов7), 9) ℜ , 
погружённого в пространство проективно-метрической связности . nnK ,

В  § 1, п. 1  записаны  дифференциальные  уравнения  подмногообра-
зия , приведены поля его фундаментальных и некоторых охваченных 
геометрических  объектов.  Центральным  результатом  § 1  является  тео-
рема II.1: регулярное распределение гиперплоскостных элементов , по-
гружённое в пространство проективно-метрической связности , ин-
дуцирует: 

ℜ

ℜ
nnK ,

1) во второй дифференциальной окрестности пространство 
проективной связности nnP , , двойственное пространству ; nnK ,

2) в первой дифференциальной окрестности многообразие ℜ  в nnP , , 
двойственное исходному распределению ℜ . 

В случае пространств  и nnK , nnP ,  без кручения найдено условие того, 

что пространство проективной связности 
0

,nnP  есть пространство проек-

тивно-метрической связности 
0

,nnK  (теорема II.2). 
Доказано (§ 2, пп. 1, 2), что распределение гиперплоскостных элемен-

тов  в  внутренним образом порождает два поля инвариантных со-

прикасающихся гиперквадрик

ℜ nnK ,
4), 7), 14)  и 2

1−nQ 2
1

~
−nQ , определённых во второй и 

третьей дифференциальных окрестностях текущего элемента распределе-
ния соответственно. Построены образы 2

1−nQ , 2
1

~
−nQ , двойственные гипер-

квадрикам , 2
1−nQ 2

1
~

−nQ  и определённые на подмногообразии ℜ  в nnP , . В 

случае распределения  с полем симметричного тензора  найдены ус-

ловия касания третьего порядка

ℜ n
ijΛ

14) гиперквадрик полей  и 2
1−nQ 2

1
~

−nQ  ( 2
1−nQ  и 

2
1

~
−nQ ) с подмногообразием ℜ  в  (nnK , ℜ  в nnP , ) (теоремы II.4, II.4*, II.5). 
В § 3 второй главы для распределения ℜ  в  построено полярное 

(относительно локальных абсолютов  пространства ) распределе-
ние гиперплоскостных элементов 

nnK ,

1−nQ nnK ,

ℜ~  (теорема II.6). В случае, когда исход-
ное пространство проективно-метрической связности плоское ( ), 
найдены дифференциальные уравнения подмногообразия 

nnn KK ≡,

ℜ~ , доказано, 
что: 1) регулярность одного из взаимно-полярных распределений  и ℜ ℜ~  в 
проективно-метрическом пространстве  влечёт регулярность другого nK
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(теорема II.7); 2) подмногообразия ℜ  и ℜ~  в  могут быть голономны-
ми

nK
12) лишь одновременно (теорема II.8). 
Г л а в а  III  диссертации посвящена изучению двойственной геомет-

рии нормализованного6) распределения гиперплоскостных элементов ℜ , 
погружённого в пространство проективно-метрической связности . nnK ,

В § 1 доказано, что нормализация одного из регулярных распределе-
ний  гиперплоскостных  элементов  ℜ  в   и  nnΚ , ℜ  в nnP ,   равносильна 
нормализации другого; найдена взаимосвязь между компонентами полей 
оснащающих  объектов  { }ii

n qq ,   и  { }ii
n q,q   подмногообразий   и ℜ ℜ   (тео-

рема III.1). Приведены примеры применения двойственной геометрии 
распределения гиперплоскостных элементов ℜ  в  к построению его 
взаимно-полярной и двойственных

nnΚ ,
14) инвариантных нормализаций. 

Центральным результатом § 2 третьей главы является теорема III.2: 
оснащение в смысле А. П. Нордена регулярного распределения гиперпло-
скостных элементов , погружённого в пространство проективно-
метрической связности , индуцирует два двойственных пространст-

ва аффинной связности  и  в общем случае c кривизной и круче-

нием. Доказано (п. 1 § 2), что аффинные связности 

ℜ
nnΚ ,

1,

1

−nnA 1,

2

−nnA
1
∇  и  пространств 

 и  обобщённо сопряжены

2
∇

1,

1

−nnA 1,

2

−nnA 6) относительно поля тензора  
вдоль любой кривой, принадлежащей распределению . Для случая 

 найдены геометрические характеристики параллельного перене-

сения

n
ijΛ

ℜ
nnn KK ≡,

6) допустимого6) направления в аффинных связностях  и  вдоль 
кривой, принадлежащей подмногообразию 

1
∇

2
∇

ℜ. В случае пространств  и nnΚ ,

nnP ,  без кручения для распределения ℜ в  с полем симметричного тен-

зора  получено геометрическое условие совпадения связностей  и 

nnK ,

n
ijΛ

1
∇

2
∇  

(теорема III.3). 
В пункте 2 § 2 доказано, что нормализация регулярного распределе-

ния гиперплоскостных элементов ℜ, погружённого в пространство проек-
тивно-метрической связности , внутренним образом определяет осна-
щения в смысле Э. Картана

nnK ,
5) распределений ℜ  в  и nnK , ℜ  в nnP , , а также 

нормализации6) пространств  и nnK , nnP ,  (теоремы III.4, III.5). 

Найдены (§ 2, п. 3) строения форм 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
Ω
1 I

J  и 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
Ω
2

I
J , определяющих про-

странства аффинной связности  и  соответственно (теорема III.6). nnA ,

1

nnA ,

2
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Показано, что система форм 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
Ω
1 I

J  ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
Ω
2

I
J  содержит подсистему 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
Ω
1 i

j  ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
Ω
2 i

j , являющуюся системой слоевых форм линейной связности 

 ( ) аффинного типа. Доказаны следующие предложения: 
3
∇

4
∇

1) аффинные связности 
1
∇  и 

3
∇  совпадают тогда и только тогда, когда 

направление нормали первого рода 1Π  в аффинной связности пространст-

ва  переносится параллельно вдоль любой кривой, принадлежащей 
распределению гиперплоскостных элементов 

nnA ,

1

ℜ в  (теорема III.7); nnK ,

2)  направление  нормали  первого  рода  1Π   оснащённого  в  смысле 
А. П. Нордена распределения ℜ в  ( ) обладает свойством абсолют-

ного параллелелизма относительно аффинной связности пространства  
тогда и только тогда, когда точка Кенигса

nK 3≥n

nnA ,

1

9) этой нормали неподвижна (тео-
рема III.8). 

Имеют место теоремы, двойственные приведённым выше предложе-
ниям. 

В § 3 третьей главы в случае nnn KK ≡,  изучаются геометрии нормали-
зованных6) взаимно-полярных подмногообразий ℜ  и ℜ~  (см. главу II, § 3). 
Центральным результатом § 3 является теорема III.9: нормализация одного 
из распределений гиперплоскостных элементов ℜ  и ℜ~  в  равносильна 
нормализации другого; найдена взаимосвязь между оснащающими объек-
тами 

nK

{ }ii
n qq ,  и { }n

i
i qq ,  подмногообразий ℜ  и ℜ~ . Показано, что нормализа-

ция распределения , погружённого в проективно-метрическое простран-
ство , индуцирует два полярных (относительно абсолюта  про-

странства ) пространства аффинной связности ,  без круче-

ния; при этом пространство  определяется на подмногообразии 

ℜ
nK 1−nQ

nK
0

1, −nnA
0

1,
~

−nnA
0

1, −nnA ℜ  в 

, а  – на полярном распределении nK
0

1,
~

−nnA ℜ~  в  (теорема III.10). nK
 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДИССЕРТАЦИИ, 
ВЫНОСИМЫЕ НА ЗАЩИТУ 

 
1. Получены три попарно двойственных как между собой, так и по от-

ношению к исходному пространству  пространства проективной связ-nnK ,
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ности , ,  и два двойственных пространства аффинной связно-
сти  и 

2

,nnP
3

,nnP
4

,nnP

nnA , nnA , , индуцируемые невырожденной нормализацией простран-
ства проективно-метрической связности . Показано, что если в случае 

исходного пространства  без кручения пространство  или  
также имеет нулевое кручение, то вопрос о нахождении критерия быть 
пространством проективно-метрической связности нужно ставить лишь по 

отношению к пространству . В случае пространств  и  без 
кручения найдено инвариантное аналитическое условие, при выполнении 

которого  есть пространство проективно-метрической связности. Изу-
чены свойства полученных пространств в общем случае, при полярной 
нормализации, на 

nnK ,

nnK , nnP ,

3

nnP ,

4

nnP ,
2

nnK , nnP ,
2

nnP ,
2

−A  и −B пространствах проективно-метрической связ-
ности, а также в случае, когда исходное пространство  без кручения 
или плоское. Найдены пути приложения геометрии проективно-
метрического пространства  и полученных аффинных связностей к изу-
чению некоторых классов плоских многомерных сетей 

nnK ,

nK
n∑  в . nK

2. Показано, что регулярное распределение гиперплоскостных эле-
ментов  в  (неголономная гиперповерхность) внутренним инвари-
антным образом индуцирует пространство проективной связности 

ℜ nnK ,

nnP , , 
двойственное пространству , и подмногообразие nnK , ℜ  в nnP , , двойствен-
ное исходному распределению ℜ . В случае пространств  и nnK , nnP ,  без 
кручения найдено инвариантное аналитическое условие, при выполнении 

которого 
0

,nnP  является пространством проективно-метрической связности. 
Приведены примеры приложения двойственной геометрии распределения 

 в  к построению двойственных полей соприкасающихся гиперквад-
рик. 
ℜ nnK ,

3. Доказано, что нормализация одного из регулярных распределений 
гиперплоскостных элементов ℜ  в  и nnΚ , ℜ  в nnP ,  равносильна нормализа-
ции другого. В разных дифференциальных окрестностях внутренним инва-
риантным образом построен ряд двойственных нормализаций неголоном-
ной гиперповерхности  пространства проективно-метрической связности 

; получены двойственные аффинные связности 

ℜ

nnK ,

1
∇  и 

2
∇ , индуцируемые 

этими нормализациями. Найдены приложения двойственной геометрии 
нормализованного подмногообразия ℜ  к построению оснащений в смысле 
Э. Картана распределений ℜ  в  и nnK , ℜ  в nnP , , нормализаций пространств 

 и nnK , nnP , , а также изучены двойственные пространства аффинной связ-
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ности  и , индуцируемые при этом. 
1

,nnA
2

,nnA

4. Построено распределение гиперплоскостных элементов ℜ~ , поляр-
ное подмногообразию  (относительно локальных абсолютов  про-ℜ 1−nQ
странства ). В случае nnK , nnn KK ≡,  найдены дифференциальные уравне-
ния подмногообразия  и изучены свойства распределений  и  во ℜ~ ℜ ℜ~

взаимосвязи. Доказано, что нормализация одного из распределений гипер-
плоскостных элементов  и ℜ ℜ~  в проективно-метрическом пространстве 

nK  равносильна нормализации другого; при этом на распределениях ℜ  и 

ℜ~  индуцируются соответственно пространства аффинной связности  
0

1, −nnA

и  без кручения, являющиеся полярными относительно абсолюта 
0

1,
~

−nnA

1−nQ  пространства . nK
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