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Общая характеристика работы
Актуальность проблемы. Диссертация посвящена решению пря-

мых и обратных задач спектральной теории дифференциальных опе-
раторов в частных производных. Многие вопросы математической
физики приводят к проблеме спектрального анализа дифференци-
альных операторов. Характерным подходом в исследовании спек-
тра дифференциальных операторов является изучение асимптоти-
ки спектральной функции и вычисление регуляризованных следов.
Поскольку для неограниченных операторов спектральный и матрич-
ный следы не существуют, возникает понятие так называемых "ре-
гуляризованных следов". Проблема вычисления регуляризованных
следов восходит к работе И.М. Гельфанда и Б.М. Левитана [5], опуб-
ликованной в 1953 г. Они рассмотрели оператор Штурма-Лиувилля,
порожденный краевой задачей:

-y"(x)+q(x)y{x) =
y(0)= y

где q(x) — дважды непрерывно дифференцируемая функция на от-
резке . Асимптотика упорядоченных по возрастанию собствен-
ных чисел этого оператора выражается формулой

(2)

В силу этого ряд (первый регуляриэованный след оператора)

В работе [7] Л.А. Диким было показано, что формула (3) эквива-
лентна абстрактному равенству

(4)

(1)

сходится. И.М. Гельфандом и Б.М. Левитаном в [5] была установлена
следующая формула:

(3)
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где скалярное произведение рассматривается в пространстве
— собственные ортонормированные функции оператора, поро-

жденного краевой задачей

В 60-е годы теория регуляризованных следов регулярных обык-
новенных дифференциальных операторов была практически завер-
шена работами В.Б. Лидского и В.А. Садовничего [14], [17]. Им уда-
лось вычислить регуляризованные следы произвольных краевых за-
дач для обыкновенных дифференциальных уравнений любых поряд-
ков со сложным вхождением параметра.

Значительно менее исследованными являются классы операто-
ров, содержащие дифференцирование по нескольким переменным.
Различные результаты в этом направлении были получены в рабо-
тах А.Г. Костюченко [12], М.Г. Гасымова [3], В. Гийемина [22] и др.
Трудность задачи состоит в том, что для уравнений с частными про-
изводными резольвента имеет сложное строение и неизвестна точная
асимптотика всех собственных чисел. В работе В.В. Дубровского [8]
предложен подход к проблеме следов через поправки теории возму-
щений.

Проблеме вычисления асимптотики спектральной функции диф-
ференциальных и псевдодифференциальных самосопряженных опе-
раторов посвящены работы многих математиков (см., например, [11],
[20]). С помощью методики, предложенной М.Г. Гасымовым в рабо-
те [3], можно вычислять регуляризованные следы дискретных са-
мосопряженных операторов, используя их спектральную функцию.
В работе В.А. Садовничего, В.В. Дубровского, А.В. Нагорного [19]
изучено асимптотическое поведение спектральной функции самосо-
пряженного оператора с дискретным спектром с применением мето-
дов теории возмущений. Пусть на области М задан полуограничен-
ный снизу самосопряженный дискретный оператор Т, действующий
в Обозначим через его собственные значения, за-

нумерованные в порядке возрастания (с учетом кратности), а через
— соответствующие собственные функции, образующие орто-

нормированную систему. Спектральной функцией оператора назо-
вем функцию

А,-<А
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где — спектральные функции операторов Т и Т + Р,
соответственно.

Особый интерес представляют операторы, полученные из опера-
тора Лапласа в результате "малого"возмущения, поэтому требуется
получить асимптотику спектральной функции, а также регуляризо-
ванный след для данного оператора. Однако полученный результат
(5) переносится только на степень оператора Лапласа Есте-
ственным образом встает задача о нахождении асимптотики спек-
тральной функции и регуляризованного следа для степени операто-
ра Лапласа как можно более близкой к единице.

Наряду с "прямыми"задачами, важную роль играют обратные
задачи спектральной теории дифференциальных операторов. Под
обратными задачами спектрального анализа понимают задачи вос-
становления оператора по тем или иным его спектральным харак-
таристикам: спектрам (при различных граничных условиях), спек-
тральной функции распределения, и другие. Что касается проблемы
существования, то до настоящего времени нет критериев глобально-
го решения этого вопроса, что связано со значительными трудностя-
ми в исследовании уравнений, как правило нелинейных, к которым
сводятся обратные задачи. Следует заметить, что вообще говоря,
многие обратные задачи имеют неединственное решение. Поэтому
одним из основных моментов в исследовании проблемы единствен-
ности некорректных обратных задач является выявление дополни-
тельных условий, накладываемых на решения, обеспечивающих их
единственность.

Наиболее полные результаты в теории обратных задач получены
для дифференциального оператора Штурма-Лиувилля

(6)

в случае, когда функция непрерывна на конечном отрезке
Первый результат в этом направлении принадлежит В.А. Амбар-
цумяну [21]. Им доказано, что если собственные значения задачи
Штурма-Лиувилля

Пусть Р — самосопряженный ограниченный оператор в Н. В [19]
определены условия, при которых верно следующее равенство

(5)
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суть то q{x) = 0. Однако, в общем случае
один спектр оператора Штурма-Лиувилля функцию q (то есть опе-
ратор) не определяет. В работе [4] И.М. Гельфанда, Б.М. Левитана
был указан метод восстановления оператора Штурма-Лиувилля по
спектральной, функции распределения и указаны достаточные
условия для того, чтобы заданная монотонная функция являлась
спектральной функцией распределения оператора Штурма-Лиувилля
(на прямой или на конечном промежутке). В дальнейшем работа
И.М. Гельфанда, Б.М. Левитана [4] послужила образцом для эф-
фективного решения других обратных задач.

Обратным задачам для уравнений с частными производными и
их приложениям посвящено достаточно много работ. В многомерном
случае обратные задачи исследовались А.М.Бухгеймом, М.М.Лав-
рентьевым, В.Г.Романовым и др. (см. [1], [13], [15]). В работе В.А.
Садовничего и В.В. Дубровского [18] доказана теорема единственно-
сти решения обратной задачи для абстрактных операторов только по
одному спектру и при условии "малости"возмущающего оператора.
Результаты применяются к степени оператора Лапласа, заданного
на прямоугольнике П с потенциалом из К этой работе по сво-
ей тематике и методам примыкают работы [9], [10]. Рассмотрим в

оператор Т, порожденный краевой задачей Дирихле:

6

где — оператор Лапласа, граница прямоугольника П =
— иррационально). Введем

оператор ' Пусть Р — оператор умножения на неко-

торую функцию р (назовем ее потенциалом). В [9] разработан метод
восстановления потенциала из С(П) и доказана его единственность
для оператора В [10] аналогичная задача решена в классе по-
тенциалов из Однако данные результаты получены в лучшем
случае для степени оператора Лапласа Таким образом, как
и в "прямых"задачах, важным является решение обратной задачи
для степени оператора Лапласа как можно более близкой к единице.
В силу сказанного, тема исследования данной диссертации является
актуальной.



Цель работы:

1. Исследовать асимптотику спектральной функции и вычислить
первый регуляризованный след оператора + Р, для воз-
можно более близкой к единице.

2. Решить обратную задачу для степени оператора Лапласа,
возможно более близкой к единице, заданного либо на прямо-
угольнике, либо на N— мерном параллелепипеде, с потенциа-
лом из

Методы исследования. В работе используются методы теории
возмущений, спектральной теории операторов, различные методы
функционального анализа, теории функций комплексного перемен-
ного.

Научная новизна. Основные результаты диссертации являются
новыми и состоят в следующем:

1. Для возмущенной степени оператора Лапласа + Р, задан-
ного на квадрате или на равнобедренном прямоугольном тре-
угольнике, при;, даказана теорема об оценке разности
спектральных функций операторов + Р и

2. Получена формула первого регуляризованного следа для опе-
ратора + P при

3. При > 1 решена обратная задача спектрального анализа о
восстановлении потенциала для возмущенной степени операто-
ра Лапласа, заданного на прямоугольнике. 1

4. При > N/2 решена задача восстановления потенциала для
возмущенной степени оператора Лапласа на N— мерном па-
раллелепипеде.

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит тео-
ретический характер. Ее результаты могут найти применение в кван-
товой механике, в нелинейных уравнениях математической физики,
в спектральной теории операторов, в вычислительной математике.

Апробация работы и публикации. Результаты диссертации
докладывались и обсуждались на Всероссийских научно-практичес-
ких конференциях вузов Уральской зоны (г. Магнитогорск, 1999 г.,
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г.Челябинск, 2001 г.), на конференции по математическому модели-
рованию и краевым задачам в СГТУ (г. Самара, 2000 г.), на научно-
исследовательском семинаре под руководством доктора физико-ма-
тематических наук, профессора Дубровского В.В., в Магнитогор-
ском государственном университете (г. Магнитогорск, 1996—2000 г.),
на 62-й научно-технической конференции в МГТУ (г. Магнитогорск,
2003 г.), а также на семинаре по дифференциально - операторным
уравнениям под руководством доктора физико-математических на-
ук, профессора Мельниковой И.В. в Уральском государственном уни-
верситете.

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [23]
— [29]. Выступление автора на конференциях отражено в тезисах
докладов [30] — [33]. Из работ, опубликованных в соавторстве, в дис-
сертацию вошли только результаты автора.

Структура диссертации Диссертация состоит из введения, двух
глав и списка литературы из 98 наименований. Общий объем диссер-
тации — 92 страницы.

Краткое содержание диссертации

Во введении дается обзор работ, связанных с темой диссертации,
и формулируются основные результаты диссертации.

Первая глава состоит из трех параграфов и посвящена изуче-
нию асимптотики спектральной функции возмущенной степени опе-
ратора Лапласа, заданной на квадрате или на равнобедренном пря-
моугольном треугольнике П, с краевыми условиями Дирихле и дей-
ствующей в пространстве (П). Пусть П — равнобедренный пря-
моугольный треугольник или квадрат из R2 . Рассмотрим в
оператор Т, порожденный краевой задачей Дирихле:

где — граница П, — оператор Лапласа. Введем оператор

— спектральное разложение единицы операто-где

раТ, > 0. Пусть Р — самосопряженный ограниченный оператор,

действующий в Обозначим через собствен-
ные числа операторов и + Р соответственно, занумерованные
в порядке возрастания их величин с учетом кратности; через и
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— ортонормированные собственные функции операторов и + Р
соответственно, отвечающие п—m собственным числам.

Первый параграф главы I носит реферативный характер. В нем,
согласно [16], [6], приведены различные спектральные свойства само-
сопряженных дискретных операторов. Во втором параграфе, исполь-
зуя два члена асимптотики собственных чисел оператора Лапласа,
а также результаты о числе целых точек в круге, доказаны свойства
собственных чисел оператора

Для собственных чисел оператора верна следующая асимпто-
тика:

(8)

— некоторые константы.где
Теорема 1. Пусть
Если

— собственные числа оператора
тогда

(9)

В третьем параграфе сформулирована и доказана основная те-
орема данной главы — об оценке разности спектральных функций
операторов и + Р. Пусть — такая подпоследователь-
ность собственных чисел оператора что

(10)

где С\ — некоторая положительная постоянная (см.[8]).

Теорема 2. Пусть — степень оператора Лапласа, заданного на
П, Р — самосопряженный ограниченный оператор. Если

тогда имеет место равенство:

(И)
причем

Здесь — поправки теории возмущений.

Следствие 1. Пусть

— спектральные функции операторов со-

ответственно. Если
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Используд полученный результат и методику, предложенную М.Г.
Гасымовым (см. [3]), удалось вычислить первый регуляризованный
след для этих операторов. Задача решена для степени

Теорема 3. Пусть Р — оператор умножения на веще-
ственную функцию (П.). Тогда

Вторая глава состоит из пяти параграфов и посвящена реше-
нию обратной задачи спектрального анализа для степени оператора
Лапласа с потенциалом из заданного на прямоугольнике либо
на N— мерном параллелепипеде. Для решения задачи используется
принцип сжимающих.отображений. В первом параграфе вводятся
необходимые операторы и на потенциалы накладываются дополни-
тельные условия: симметричности и равенства нулю некоторых ко-
эффициентов Фурье. Обозначим П =
— прямоугольник, где а > 0, b > 0; — иррационально; =

— вспомогательный прямоугольник.

Пусть оператор — степень оператора Лапласа, заданного на пря-
моугольнике П, с краевыми условиями Дирихле. Пусть Р — опера-
тор умножения на, вообще говоря, комплекснозначную, измеримую
по Лебегу, существенно ограниченную по модулю функцию р(х, у) с
областью определения П (эту функцию мы будем называть потен-
циалом). Допустим, что потенциал удовлетворяет еще двум допол-
нительным условиям:

10

для почти всех (12)

(13)

то имеет место соотношение:



Обозначим через собственные числа оператора + Р, занумеро-
ванные в порядке возрастания их действительных частей с учетом
алгебраической кратности, к = 1,2,..., — соответствующие
ортонормированные собственные функции этого оператора. В пер-
вом параграфе также сформулирована теорема Л. Карлесона об ин-
терполяции [2, с.285], используемая в дальнейшем.

Во втором параграфе получена важная оценка ядерной нормы
оператора которая будет использована при дальнейшем
решении обратной задачи. Пусть — такая подпоследователь-
ность собственных чисел оператора что выполняется (10).

> 0. (14)

В третьем параграфе сформулирована и доказана локальная те-
орема существования в обратной задаче спектрального анализа для
степени оператора Лапласа > 3/2, заданного на прямоугольнике.
При доказательстве используется оценка ядерной нормы оператора

и теорема Л. Карлесона об интерполяционной последова-
тельности, сформулированная в первом параграфе. Пусть
интерполяционная последовательность в смысле Л. Карлесона спек-
тра оператора Тр в правой полуплоскости > 0, то есть
существует такое число

для любого s = 1,

Тогда по теореме Л. Карлесона существуют такие аналитические,
ограниченные в совокупности в правой полуплоскости функции, что
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> 0, что

Теорема 4 (Оценка ядерной нормы оператора
Пусть < 1, тогда на вертикальных

прямых выполняется неравенство



где - символ Кронекера. Положим

Обозначим

то в замкнутом шаре (П) , существует один и только
один потенциал р(х, у), удовлетворяющий условиям (12), (13) и

* = 1,2,...,

такой, что собственные числа ц$ оператора Тр + Р удовлетворяют
соотношениям

= 1,2,...,

Здесь — подпоследовательность натуральных чисел, выбира-
емая специальным образом.

В четвертом параграфе доказана теорема о восстановлении по-
тенциала для степени оператора Лапласа > 1. Кроме того, уда-
лось ослабить ограничения, накладываемые на потенциал: на него
наложены только условия симметрии. Таким образом, удалось су-
щественно усилить ранее полученные результаты ([9], [10]).

12

(15)

(16)

где функции занумерованы в соответствии с собственными числами

оператора

Теорема 5. Пусть — иррациональное число, степень операто-

ра Лапласа — интерполяционная последователь-
ность. Тогда существует зависящее от
такое, что если для произвольной последовательности выпол-
няется неравенство
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Пусть оператор — степень оператора Лапласа, заданного на
прямоугольнике П граничными условиями Дирихле, Р — оператор
умножения на вещественную , измеримую по Лебегу, существенно
ограниченную функцию р(х,у) с областью определения П. Допу-
стим, что функция р(х,у) удовлетворяет еще двум ограничениям:

(17)

для почти всех

= 0. (18)

Введем целые, ограниченные по модулю (но не в совокупности) в

правой полуплоскости > 0 функции , такие, что

где - символ Кронекера, Положим

Последовательность может быть

представлена в виде

(19)

где

Здесь — некоторая подпоследовательность положительных чисел,
выбираемая специальным образом по спектру оператора

при

Теорема 6. Пусть — иррациональное число,
последовательность вида (19), для которой выполняется неравен-

ство



существует один и только один потенциал р, удовлетворяющий
условиям(П), (18) такой, что собственные числа оператора +-
Р удовлетворяют соотношениям

В пятом параграфе задача о восстановлении потенциала для сте-
пени оператора Лапласа рассмотрена на N— мерном параллелепи-
педе и теорема доказана для степени оператора Лапласа > N/2.

Обозначим

— N—мерный параллелепипед.Пусть оператор •— степень опера-
тора Лапласа, заданного на прямоугольнике граничными усло-
виями Дирихле; Р — оператор умножения на вещественную, изме-
римую по Лебегу, существенно ограниченную функцию р с областью
определения . Допустим, что потенциал удовлетворяет еще двум
ограничениям:

для почти всех
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Тогда в шаре

при k = l , 2 , . . .

(20)

и

(21)



где т = — мультииндекс, mj € N (j = 1, N)
функции занумерованы одним индексом к в соответствии с
собственными числами оператора
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