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Общая характеристика работы 

 

Актуальность темы. Теория расслоенных пространств – одна из 

наиболее быстро развивающихся областей в современной математике, ко-

торая в настоящее время активно исследуется. Теория расслоений возник-

ла на стыке геометрии, анализа, теории дифференциальных уравнений, 

теории групп и других разделов математики и механики. 

Первые результаты по теории касательных расслоений принадлежат 

японским математикам: Сасаки, [14], Яно, Ишихара, [16]. Наряду с каса-

тельными расслоениями с конца 60-х годов прошлого века началось изуче-

ние двойственных им кокасательных расслоений, к числу первых можно 

отнести работы Яно, [15], Мока, [12]. В указанных работах авторы рас-

сматривали теорию продолжения тензорных полей и аффинных связностей 

из дифференцируемого многообразия в его касательное и кокасательное  

расслоение. В известной работе Яно и Ишихара [17] подведены итоги раз-

вития геометрии касательных и кокасательных расслоений до 1973 года. 

Вопросами построения и изучения связностей на векторных  рассло-

ениях занимался Б.Н. Шапуков [7]. Им показано, что если на векторном 

расслоении задана внешняя связность, то при некоторых условиях в рас-

слоении определяется, некоторая внутренняя связность, в общем случае 

нелинейная. 

При изучении векторных расслоений особое внимание Б.Н. Шапуко-

вым уделено тензорным расслоениям, поскольку здесь появляются специ-

фические структуры [5], [6]. Обзор результатов по дифференциальной гео-

метрии тензорных расслоений  изложен Б.Н. Шапуковым в  работе [10].  

Одним из способов получения внешней связности на расслоении яв-

ляется поднятие базовых связностей в расслоенное пространство. Общая 

теория лифтов тензорных полей и аффинных связностей с дифференциру-

емого многообразия в его касательное расслоение была разработана К. 

Яно, А. Леджером, Ш. Кобаяси, Ш. Ишихарой. 
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Неоднократно, с различных точек зрения рассматривался полный 

лифт линейной связности на касательных расслоениях различного порядка, 

[2]. На расслоении линейных реперов он был построен в работе Мока [13], 

на тензорных расслоениях полный лифт построен Б.Н. Шапуковым в рабо-

те [8]. Проблему построения полного лифта в аффинорное расслоение рас-

сматривал П.Л. Беляев в [1]. 

Горизонтальный лифт линейной связности, заданной на базе, в каса-

тельное и кокасательное расслоение построен в работе [17] К. Яно и 

Ш. Ишихара, в тензорном расслоении произвольного типа (p,q) горизон-

тальная связность изучена Б.Н. Шапуковым в работе [9]. 

В работе [11] изучаются обобщения расслоения аффиноров – тензор-

ные расслоения типа (1,q), определяется диагональный лифт римановой 

метрики с базы в это расслоение. 

Большое значение для изучения геометрии расслоенных пространств 

имеет вопрос об инфинитезимальных преобразованиях связностей в этих 

пространствах. Он достаточно подробно изучен для касательных расслое-

ний, [17]. И.П. Егоров изучал преобразования в пространствах аффинной 

связности, а также в различных обобщениях пространств аффинной связ-

ности, [3]. Для тензорных расслоений этот вопрос мало изучен. Исходя из 

выше изложенного, тема настоящей диссертационной работы актуальна. 

Целью представленной работы является изучение инфинитезималь-

ных аффинных преобразований расслоения дважды ковариантных тензо-

ров со связностью горизонтального лифта. 

Методы исследования. Исследования проводятся в основном ло-

кально, с использованием аппарата тензорного анализа. Функции, тензор-

ные поля предполагаются гладкими класса С∞. 

Теоретическое значение. Работа носит теоретический характер, явля-

ется продолжением изучения тензорных расслоений типа (0,2) и инфини-

тезимальных аффинных преобразований этих расслоений. Результаты дис-
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сертации могут быть использованы для дальнейшего развития теории тен-

зорных расслоений. 

Апробация работы. По теме диссертации опубликовано 12 работ. 

Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались на гео-

метрических семинарах в Пензенском государственном педагогическом 

университете им. В.Г. Белинского (2000 – 2004 гг.), на IX Международной 

научной конференции студентов, аспирантов и молодых ученых «Ломоно-

сов» (Москва, МГУ, 9 – 12 апреля 2002 года), на Всероссийской молодеж-

ной научной школе-конференции «Лобачевские чтения» (Казань, КГУ, 1 – 

4 декабря 2003 года), на Международной научной конференции «Актуаль-

ные проблемы математики и механики» (Казань, КГУ, 26 сентября – 1 ок-

тября 2004 года).  

Научная новизна и основные результаты диссертации, выносимые на 

защиту. 

1. Построены лифты с дифференцируемого многообразия в его расслоение 

дважды ковариантных тензоров, изучены свойства построенных лиф-

тов. Вычислены коммутаторы различных типов векторных полей, полу-

ченных на расслоении с помощью этих лифтов. 

2. Построена связность на расслоении с помощью горизонтального подня-

тия линейной связности, заданной на базе, горизонтальное поднятие 

осуществляется с помощью некоторой другой связности, заданной на 

этом же многообразии. Изучены свойства поднятой связности и опера-

ции ковариантного дифференцирования, определяемой горизонтальным 

лифтом связности на расслоении. 

3. Получено разложение произвольного инфинитезимального аффинного 

преобразования пространства ( )(0
2 nMT , ∇H). Найдены необходимые и 

достаточные условия существования этого разложения. 

4. Изучены инфинитезимальные аффинные преобразования пространства 

( )(0
2 nMT , ∇H) над максимально подвижным не проективно плоским 

пространством ( nM ,∇). Показано, что все слагаемые, входящие в раз-
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ложение инфинитезимального аффинного преобразования существен-

ны. 

Структура и объем диссертации. Диссертация изложена на 107 стра-

ницах и состоит из введения, трех глав, содержащих 20 параграфов и биб-

лиографического списка. 

 

Краткое содержание диссертации 
 

Введение содержит краткий обзор по теории расслоенных про-

странств, обоснование темы диссертации, краткое содержание работы. 

В первой главе строятся продолжения тензорных полей с гладкого 

многообразия на его расслоение дважды ковариантных тензоров. В §1 да-

ется определение тензорного расслоения типа (0,2), вводится структура 

гладкого многообразия на нем, индуцированная гладкой структурой на ба-

зе. В §2 определяются γ-лифты тензорных полей типа (2,0) с базы в рассло-

ение )(0
2 nMT . Функции γΤ, полученные поднятием тензорных полей Т ти-

па (2,0), позволяют в дальнейшем построить продолжения других тензор-

ных полей с базы в расслоенное пространство. Эти построения основаны 

на теореме 1.5. 

 Теорема 1.5.  Пусть Z~  непрерывное векторное поле на )(0
2 nMT . Ес-

ли 0)(~ =TZ γ )(  для 2
0 nMT ℑ∈∀ , то Z~ =0. 

В третьем параграфе определяются вертикальные лифты тензорных 

полей типа (0,2), доказывается, что построенный лифт является полули-

нейным гомоморфизмом модуля тензорных полей типа (0,2) на базе в мо-

дуль векторных полей на расслоенном пространстве относительно верти-

кальных лифтов функций. В §4 предлагается бескоординатный способ вве-

дения полного лифта векторного поля с базы в расслоенное пространство, 

определенного Б.Н. Шапуковым в [4]. Изучаются некоторые свойства пол-

ного лифта, необходимые для изучения инфинитезимальных преобразова-

ний. В §5 рассматриваются естественные продолжения диффеоморфизмов 
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базы, и предлагается еще один подход к построению полных лифтов век-

торных полей. В шестом параграфе даются определения специальных вер-

тикальных лифтов тензорных полей типа (1,1), возникающих при изучении 

инфинитезимальных преобразований на расслоении. Изучаются свойства 

специальных вертикальных лифтов. Вычисляются коммутаторы различных 

типов векторных полей на расслоенном пространстве. В §7 определяются 

специальные лифты тензорных полей типа (3,1), возникающих при изуче-

нии инфинитезимальных преобразований, изучаются их свойства. В част-

ности, показывается, что эти лифты можно получить как тензорное произ-

ведение специальных вертикальных и γ-лифтов. В §8 предлагается беско-

ординатный способ введения горизонтального лифта векторного поля с ба-

зы в расслоенное пространство, определенного Б.Н. Шапуковым в [4]. 

Изучаются свойства горизонтального лифта векторных полей, необходи-

мые для изучения инфинитезимальных преобразований связности на рас-

слоенном пространстве. В девятом параграфе выясняется связь между 

полным и горизонтальным лифтом векторного поля. В §10 строится адап-

тированный к связности репер и корепер на расслоении. Вычисляются 

компоненты объекта неголономности. Приводятся законы преобразования 

адаптированного репера. В §11 определяется специальный вертикальный 

лифт тензорных полей типа (2,2), возникающий при изучении инфините-

зимальных преобразований, рассматриваются свойства этого лифта. В §12 

вводится специальный горизонтальный лифт тензорных полей типа (3,0), 

изучаются его свойства этого лифта. В §13 строится вертикальный лифт 

линейных форм с базы в расслоенное пространство )(0
2 nMT . 

Вторая глава посвящена изучению горизонтального продолжения 

линейной связности с базы на расслоение )(0
2 nMT . В §1 определяется го-

ризонтальный лифт линейной связности, поднятие осуществляется с по-

мощью некоторой другой линейной связности, заданной на базе. Доказы-

вается, что построенный лифт является линейной связностью на расслое-

нии. Вычисляются значения тензорных полей кривизны и кручения по-
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строенной связности на полях адаптированного репера. Во втором пара-

графе изучаются свойства операции ковариантного дифференцирования, 

определяемой горизонтальным лифтом связности, рассматривается част-

ный случай, когда поднятие линейной связности осуществлено с помощью 

самой этой связности. В §3 приводится определение проектируемых век-

торных полей и связностей на расслоенных пространствах в смысле Б.Н. 

Шапукова, [7]. Показывается проектируемость полных, горизонтальных 

векторных полей, а также связности горизонтального лифта на )(0
2 nMT . В 

§4 доказано, что пространство ( )(0
2 nMT , ∇H) является пространством ре-

куррентной кривизны тогда и только тогда, когда база расслоения – про-

странство рекуррентной кривизны связности ∇. 

В третьей главе изучаются  инфинитезимальные аффинные преобра-

зования расслоения ( )(0
2 nMT , ∇H) . В §1 получено разложение произволь-

ного инфинитезимального аффинного преобразования и найдены необхо-

димые и достаточные условия существования этого разложения. Во втором 

параграфе найдено другое разложение произвольного инфинитезимально-

го аффинного преобразования расслоения ( )(0
2 nMT , ∇H) и условия суще-

ствования этого разложения. Особенностью этого разложения является то, 

что каждое слагаемое в нем самостоятельно является инфинитезимальным 

аффинным преобразованием. В §3 изучаются инфинитезимальные аффин-

ные преобразования пространства ( )(0
2 nMT , ∇H)  над максимально по-

движным не проективно плоским пространством ( nM ,∇). Показывается, 

что в разложении инфинитезимального аффинного преобразования этого 

пространства присутствует каждое слагаемое. Доказано 

 Предложение 3.5. Размерность алгебры Ли инфинитезимальных 

аффинных преобразований расслоения дважды ковариантных тензоров 

со связностью горизонтального лифта над максимально подвижным не 

проективно плоским пространством аффинной связности размерности n 

равна .181682 234 +−+− nnnn  
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Таким образом, все слагаемые, входящие в разложение произвольно-

го инфинитезимального аффинного преобразования расслоения 

( )(0
2 nMT , ∇H), существенны. 
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