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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Çàäà÷è òåîðèè äèôðàêöèè íà ïðîòÿæåíèè

ìíîãèõ ëåò ïðèâëåêàþò âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé c ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Íåîáõîäèìîñòü èçó-
÷åíèÿ òàêèõ çàäà÷ îáóñëîâëåíà ìíîãî÷èñëåííûìè èõ ïðèëîæåíèÿìè
â ôèçèêå, ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä, ãåîôèçèêå, îêåàíîãðàôèè, ìåäè-
öèíå è ò.ä. Â ïðèëîæåíèÿõ òàêæå ìîãóò âîçíèêàòü çàäà÷è äèôðàê-
öèè äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñ ñèíãóëÿðíûì îïåðàòîðîì Áåññåëÿ,
íàçâàííûå íàìè ñèíãóëÿðíûìè çàäà÷àìè äèôðàêöèè. Ìåòîäû èññëå-
äîâàíèÿ ñèíãóëÿðíûõ çàäà÷ äèôðàêöèè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò
ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè. Òàê, íàïðèìåð, ïîòåíöèàëû
äëÿ ñèíãóëÿðíîé çàäà÷è äèôðàêöèè ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà
îáîáùåííîãî ñäâèãà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíûé èíòå-
ãðàëüíûé îïåðàòîð, íå èìåþùèé îáðàòíîãî. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïî-
ðîæäàåò îòëè÷èÿ â âîïðîñàõ îáîñíîâàíèÿ è â äîêàçàòåëüñòâàõ, ñâÿ-
çàííûõ ñî ñäâèãîì. Ýòî è îáîñíîâûâàåò àêòóàëüíîñòü âûáðàííîãî
íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýë-
ëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ, êðîìå óñëîâèé
íà ãðàíèöå îáëàñòè, íåîáõîäèìî çàäàâàòü óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íî-
ñòè. Ýòè óñëîâèÿ, íàçûâàåìûå "óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ", äëÿ óðàâ-
íåíèÿ Ãåëüìãîëüöà âïåðâûå áûëè íàéäåíû À. Çîììåðôåëüäîì. Äî-
êàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà èçëó÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà áûëî
óêàçàíî â 1933 ãîäó Â. Ä. Êóïðàäçå. Óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ è òåîðåìû
åäèíñòâåííîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñòàëè ïðåäìåòîì èçó÷å-
íèÿ â ðàáîòàõ áîëüøîãî êðóãà àâòîðîâ (Ä. Ç. Àâàçàøâèëè, È. Í. Âå-
êóà, H. Freudenthal, F. Rellich è äð.). Â ýòèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ ãðàíè÷íûå çàäà÷è â áåñêîíå÷íûõ îáëàñòÿõ, êîãäà ñðåäà çàíèìàåò
âíåøíîñòü íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Òåîðåìà åäèíñòâåííî-
ñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè äèôðàêöèè äëÿ áåñêî-
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íå÷íûõ îáëàñòåé ñ ãðàíèöåé, ïðîñòèðàþùåéñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, âïåð-
âûå áûëà äîêàçàíà Ô. Ã. Ìóõëèñîâûì.

Ñðåäè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ ñåðüåçíîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàåò ìåòîä
ïîòåíöèàëîâ, ïîñêîëüêó ñ ïîìîùüþ ïðàâèëüíî ïîäîáðàííûõ ïîòåí-
öèàëîâ ñèíãóëÿðíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ðåãóëÿðíîé ñèñòå-
ìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîâåðõíîñòíûå ïîòåíöèàëû, ïîñòðîåí-
íûå Í. Ðàäæàáîâûì, îêàçàëèñü äîñòàòî÷íûìè ïðè ïîëíîì èññëåäî-
âàíèè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ

∆x′u + Bxp
u = 0, (1)

ãäå ∆x′ =
p−1∑
j=1

∂2

∂x2
j
� îïåðàòîð Ëàïëàñà, x′ = (x1, x2, . . . , xp−1),

Bxp = ∂2

∂x2
p

+ k
xp

∂
∂xp

� îïåðàòîð Áåññåëÿ, ïðè óñëîâèÿõ, êîãäà íåõà-
ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðàíèöû åñòü ãèïåðïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è
îáðàçóåò ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë. Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ
íåîäíîêðàòíî ïðèìåíÿëñÿ ðàçíûìè àâòîðàìè ê ðåøåíèþ êðàåâûõ çà-
äà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé êàê âòîðîãî ïîðÿäêà, òàê è âûñ-
øèõ ïîðÿäêîâ è ñèñòåì. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàáîòû, îáçîð êîòîðûõ
èìååòñÿ â ëèòåðàòóðå (ß. Á. Ëîïàòèíñêèé, Î. È. Ïàíè÷ è äð.), õîðî-
øî èçâåñòíû. Âïåðâûå Ô. Ã. Ìóõëèñîâó ìåòîä ïîòåíöèàëîâ óäàëîñü
ïðèìåíèòü ê ðåøåíèþ ñèíãóëÿðíîé çàäà÷è äèôðàêöèè ñ óñëîâèÿìè
ñîïðÿæåíèÿ íà êîíå÷íîé ãðàíèöå ðàçäåëà îáëàñòåé.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâî-
âàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
òåîðèè äèôðàêöèè ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íà êîíå÷íûõ è ïîëóáåñ-
êîíå÷íûõ ãðàíèöàõ ðàçäåëà îáëàñòåé, à òàêæå ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæå-
íèÿ íà êîíå÷íûõ ãðàíèöàõ ðàçäåëà îáëàñòåé ñ îáùåé ãðàíèöåé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû êëàñ-
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ñè÷åñêîé òåîðèè ïîòåíöèàëà, òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîé ïåðå-
ìåííîé, òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, äèôôåðåíöèàëü-
íûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîäû èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé è ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ (Ôóðüå).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.
1. Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ çàäà÷

äèôðàêöèè ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íà n êîíå÷íûõ è ïîëóáåñêîíå÷-
íûõ ãðàíèöàõ ðàçäåëà îáëàñòåé.

2. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ çàäà÷
äèôðàêöèè ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íà n êîíå÷íûõ ãðàíèöàõ ðàçäå-
ëà îáëàñòåé ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ.

3. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíîé çàäà÷è
äèôðàêöèè ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íà êîíå÷íûõ ãðàíèöàõ ðàçäåëà
îáëàñòåé ñ îáùåé íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé ãðàíèöåé.

4. Ðåøåíèå ñèíãóëÿðíûõ çàäà÷ äèôðàêöèè ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæå-
íèÿ íà äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïîëóïðÿìûõ, íà äâóõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ
êðèâûõ è íà m êîíöåíòðè÷åñêèõ ïîëóîêðóæíîñòÿõ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äàííàÿ ðàáîòà
ñîäåðæèò òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè òåîðèè äèôðàêöèè è íàéòè
ïðèëîæåíèå â òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ, ïðèìåíÿåìûõ ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ âàæíûõ
âîïðîñîâ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Äàííûå ðåçóëüòàòû îáñóæäàëèñü íà ñåìè-
íàðàõ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ðóêîâîäèòåëü � ïðîôåññîð Ìóõ-
ëèñîâ Ô. Ã.). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ìåæ-
äóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ äèôôå-
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ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è ñìåæíûå âîïðîñû"(Ñòåðëèòàìàê, 1998),
ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìà-
òåìàòèêè è ìåõàíèêè", ïîñâÿùåííîé 40 � ëåòèþ ìåõìàòà ÊÃÓ (Êà-
çàíü, 2000), ×åòâåðòîì Ñèáèðñêîì êîíãðåññå ïî ïðèêëàäíîé è èí-
äóñòðèàëüíîé ìàòåìàòèêå (ÈÍÏÐÈÌ � 2000), ïîñâÿùåííîì ïàìÿòè
Ì. À. Ëàâðåíòüåâà (Íîâîñèáèðñê, 2000), îäèííàäöàòîé ìåæâóçîâ-
ñêîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà-
÷è"(Ñàìàðà, 2001), íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé
ìàòåìàòèêè", ïîñâÿùåííîé 125 � ëåòèþ Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííî-
ãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (Êàçàíü, 2001), òðèíàäöàòîé ìåæ-
âóçîâñêîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå
çàäà÷è"(Ñàìàðà, 2003), íàó÷íî � ïðàêòè÷åñêèõ èòîãîâûõ êîíôåðåí-
öèÿõ â Êàçàíñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå è Êàçàíñêîì ãîñó-
äàðñòâåííîì ïåäàãîãè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû
â ðàáîòàõ [1-9].

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 105 ñòðà-
íèö è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 10 ïàðàãðàôîâ è
ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 55 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû ïî âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ

òåìîé äèññåðòàöèè, èçëàãàåòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû, à òàêæå
ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå âûíîñÿòñÿ íà çàùè-
òó.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà âîïðîñàì åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèé ñèíãóëÿðíûõ çàäà÷ äèôðàêöèè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
òèïà ÷åòíîñòè íà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ÷àñòè ãðàíèöû.

Â �1 ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñòðîÿòñÿ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ

6



óðàâíåíèÿ
∆Bu + λ2u = 0, k > 0,

ãäå ∆B =
p−1∑
j=1

∂2

∂x2
j

+ Bxp , â ïîëóïðîñòðàíñòâå xp > 0 p � ìåðíîãî åâ-

êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè óñëîâèÿì
èçëó÷åíèÿ. Â �2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè:
íàéòè ÷åòíûå ïî xp ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

∆Buj + λ2
juj = 0 (j = 1, n + 1), k > 0, (2)

â îáëàñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî T (j) (j = 1, n + 1), óäîâëåòâîðÿþùèõ íà
Γ(j) (j = 1, n) óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ

u+
j − u−j+1 = fj(ξ),

1
αj

∂u+
j

∂nξ
− 1

αj+1

∂u−j+1

∂nξ
= ϕj(ξ) (j = 1, n) (3)

è ïðè R →∞ óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ
∫

S+
R

|un+1|2xk
pdS+

R = O(1),

∫

S+
R

∣∣∣∣
∂un+1

∂r
− iλn+1un+1

∣∣∣∣
2

xk
pdS+

R = o(1). (4)

Çäåñü Γ(j) (j = 1, n) � êîíå÷íûå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè, ðàçáèâàþùèå ïîëóïðîñòðàíñòâî E+

p = {(x1, x2, . . . xp) ∈
Ep : xp > 0} íà n + 1 ÷àñòåé T (j), λ2

j = αjβj , αj > 0, βj > 0 � ïàðà-
ìåòðû ñðåäû, fj(ξ), ϕj(ξ) � çàäàííûå íà Γ(j) íåïðåðûâíûå è ÷åòíûå
ïî ïåðåìåííîé ξp ôóíêöèè.

Äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) � (4).
Â �3 äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíîé çàäà÷è

äèôðàêöèè â ñëó÷àå, êîãäà n íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîëóáåñêîíå÷íûå
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ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ(j) (j = 1, n) ðàçáèâàþò ïîëóïðîñòðàíñòâî E+
p íà

n + 1 ÷àñòåé.
�4 ïîñâÿùåí çàäà÷å äèôðàêöèè ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íà êî-

íå÷íûõ ãðàíèöàõ ðàçäåëà îáëàñòåé ñ îáùåé íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ãðàíèöåé. Îáùåé ãðàíèöåé Γ1 äëÿ îáëàñòåé T (j) (j = 1, n + 1) ñëó-
æèò ãèïåðïëîñêîñòü xp−1 = −a1 (a1 > 0) â ïîëóïðîñòðàíñòâå E+

p .
Çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òðåáóåòñÿ íàéòè ÷åòíûå ïî xp

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2) â îáëàñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî T (j) (j = 1, n + 1),
óäîâëåòâîðÿþùèå íà Γ(j) (j = 1, n) óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ (3), íà îá-
ùåé ãðàíèöå Γ1 ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

uj |Γ1 = ψj(ξ), j = 1, n + 1, (5)

è ïðè R →∞ óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ∫

S++
R

|un+1|2ξk
pdS+

R = O(1),

∫

S++
R

∣∣∣∣
∂un+1

∂r
− iλn+1un+1

∣∣∣∣
2

ξk
pdS+

R = o(1), (6)

ãäå S++
R = S+

R ∩ E++
p , E++

p = {x ∈ E+
p : xp−1 > −a1}. Äîêàçûâàåòñÿ

åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ñóùåñòâîâàíèÿ

ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ çàäà÷ äèôðàêöèè ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íà
êîíå÷íûõ ãðàíèöàõ ðàçäåëà îáëàñòåé.

Â �1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè: íàéòè ÷åò-
íûå ïî x3 ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

∆Buj + λ2
juj = 0 (j = 1, 4) (7)

â îáëàñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî T (j) (j = 1, 4), óäîâëåòâîðÿþùèå íà Γ(j) (j =

1, 3) óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ

u+
j − u−j+1 = fj(ξ),
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1
αj

∂u+
j

∂nξ
− 1

αj+1

∂u−j+1

∂nξ
= ϕj(ξ) (j = 1, 3), (8)

è ïðè R →∞ óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ
∫

S+
R

|u4|2ξk
3dS+

R = O(1),

∫

S+
R

∣∣∣∣
∂u4

∂r
− iλ4u4

∣∣∣∣
2

ξk
3dS+

R = o(1). (9)

Ðåøåíèå çàäà÷è (7) � (9) èùåòñÿ â âèäå

u1(x) = α1W11(x, µ1) + α1V11(x, µ2),

u2(x) = α2W21(x, µ1) + α2V21(x, µ2) + α2W22(x, µ3) + α2V22(x, µ4),

u3(x) = α3W32(x, µ3) + α3V32(x, µ4) + α3W33(x, µ5) + α3V33(x, µ6),

u4(x) = α4W43(x, µ5) + α4V43(x, µ6).

Çäåñü
Vij(x, µ2l) =

∫

Γ(j)

µ2l(ξ)εi(ξ, x)ξk
3dΓ(j),

Wij(x, µ2l−1) =
∫

Γ(j)

µ2l−1(ξ)
∂

∂nξ
εi(ξ, x)ξk

3dΓ(j),

(i = 1, 4, j = 1, 3, l = 1, 3) � ïîâåðõíîñòíûå ïîòåíöèàëû òèïà ïîòåí-
öèàëîâ ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ ñ ïëîòíîñòÿìè µ2l

è µ2l−1, èìåþùèå íà ãðàíèöàõ Γ(j) (j = 1, 3) òàêèå æå ïðåäåëüíûå
çíà÷åíèÿ, ÷òî è èõ àíàëîãè äëÿ óðàâíåíèÿ (1), è, óäîâëåòâîðÿþùèå
íà áåñêîíå÷íîñòè óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ (9),

εi(x, ξ) = ck

π∫

0

ψi(ρϕ) sink−1 ϕ dϕ,
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ψi(r) =
1
2i

(
λi

2

)ν

r−νH(1)
ν (λir)

/
Γ (ν)

� ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7),

ρϕ =
(|x′ − ξ′|2 + x2

3 + ξ2
3 − 2x3ξ3 cos ϕ

) 1
2 .

Çàäà÷à (7) � (9) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåä-
ãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Íà îñíîâå àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà äîêàçû-
âàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ïîëó÷åííîé ñèñòåìû.

Â �2 ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ
ñèíãóëÿðíîé çàäà÷è äèôðàêöèè â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü E++

3 = {x ∈
E+

3 : x2 > 0} ðàçáèâàåòñÿ äâóìÿ êîíå÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè Ëÿïóíî-
âà Γ(1) è Γ(2), îáðàçóþùèìè ñ ïëîñêîñòÿìè x2 = 0 è x3 = 0 ïðÿìîé
óãîë, íà òðè ÷àñòè. Çäåñü x2 = 0 � íåõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ îáùàÿ
ãðàíèöà.

Â �3 ðåçóëüòàòû �1 îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî E+

3 ðàçáèâàåòñÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ n ïîâåðõíîñòÿìè
Γ(j) (j = 1, n) íà n + 1 ÷àñòåé.

Â òðåòüåé ãëàâå íàõîäÿòñÿ ðåøåíèÿ ïëîñêèõ ñèíãóëÿðíûõ çàäà÷
äèôðàêöèè ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íà äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïîëó-
ïðÿìûõ, íà äâóõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ êðèâûõ è íà m êîíöåíòðè÷åñêèõ
ïîëóîêðóæíîñòÿõ.

Â �1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè ñ óñëîâèÿ-
ìè ñîïðÿæåíèÿ íà äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïîëóïðÿìûõ {x = 0, y ≥ 0} è
{x = a, y ≥ 0} îá îòûñêàíèè ÷åòíûõ ïî y ðåøåíèé óðàâíåíèé

∆Buj + λ2
juj = 0, (10)

â îáëàñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî T (j) (j = 1, 3) óäîâëåòâîðÿþùèå íà ïîëó-
ïðÿìûõ {x = 0, y ≥ 0}, {x = a, y ≥ 0} óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ

u+
j − u−j+1 = fj(y),
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1
αj

∂u+
j

∂x
− 1

αj+1

∂u−j+1

∂x
= ϕj(y) (j = 1, 2) (11)

è ïðè R →∞ óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ
∫

C
(j)
R

|uj |2ykdC+
R = O(1),

∫

C
(j)
R

∣∣∣∣
∂uj

∂r
− iλjuj

∣∣∣∣
2

ykdC+
R = o(1) (j = 1, 3). (12)

Çäåñü C+
R = {(x, y) ∈ E+

2 : x2 + y2 = R2} � ïîëóîêðóæíîñòü,
C

(j)
R = C+

R ∩ T (j); fj(y), ϕj(y) ∈ SB , SB � êëàññ ÷åòíûõ ïî y áåñ-
êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé g(y), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðà-
âåíñòâó

∣∣Bm
y g(y)

∣∣ ≤ cmν

(1+y2)ν ïðè âñåõ ν, m = 0, 1, 2, ... .
Ðåøåíèå çàäà÷è (10) � (12) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòåãðàëîâ Ôó-

ðüå � Áåññåëÿ. Ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíîå îáîñíîâàíèå ïîëó÷åííîãî ðå-
øåíèÿ.

Â �2 ðàññìîòðåíà ïëîñêàÿ ñèíãóëÿðíàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè îá îòûñ-
êàíèè ÷åòíûõ ïî y ðåøåíèé óðàâíåíèé (10) â îáëàñòÿõ T (j) (j = 1, 3)

ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà êðèâûõ Γ(1) = {(x, y) ∈ E+
2 :

x = ϕ1(y), y > 0}, Γ(2) = {(x, y) ∈ E+
2 : x = ϕ2(y), y > 0} áåç îáùèõ

òî÷åê óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ (11) è ïðè R →∞ óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ
(12). Ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

uj(x, y) =
1

22νΓ2(ν + 1)

∞∑
m=1

(
Ajme−βjmx + Bjmeβjmx

)
γ2ν

m jν(γmy),

ãäå j = 1, 3; γm � êîðíè óðàâíåíèÿ Jν(y) = 0, jν(z) = 2νΓ(ν+1)Jν(z)
(z)ν .

Íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû Ajm, Bjm îïðåäåëÿþòñÿ èç áåñêî-
íå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Äîêàçûâàåòñÿ
îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû.
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Â �3 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îòûñêàíèè ðåøåíèé óðàâíåíèé
(2) ïðè 0 < k < 1, óäîâëåòâîðÿþùèå íà êîíöåíòðè÷åñêèõ ïîëó-
îêðóæíîñòÿõ C+

Rj
, j = 1,m ñ îáùèì öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò

è ðàäèóñàìè Rj , óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ (3), ïðè R → ∞ óñëîâèÿì
èçëó÷åíèÿ (4) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

uj |y=0 = 0 (j = 1,m + 1).

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå
ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè. Ïðèâîäèòñÿ îáîñíîâàíèå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ìîåìó íàó÷íî-
ìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Ô. Ã. Ìóõëèñîâó çà îêàçàííóþ ïîìîùü
è öåííûå ñîâåòû, êîòîðûå îí äàâàë ìíå â ïåðèîä íàïèñàíèÿ ýòîé ðà-
áîòû.
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