
0-735558
На правах рукописи

ЧЕХЛОВ АНДРЕЙ РОСТИСЛАВОВИЧ

АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ С БОЛЬШИМ
ЧИСЛОМ ЭНДОМОРФИЗМОВ

01.01.06 - математическая логика, алгебра и теория чисел

АВТОРЕФЕРАТ

диссертации на соискание ученой степени

доктора физико-математических наук

Томск - 2003



Работа вьшолнена в Томском государственном университете

Официальные оппоненты:

доктор физико-математических наук,

профессор Кожухов С.Ф.

доктор физико-математических наук,

профессор Фомин А.А.

доктор физико-математических наук,

профессор Яковлев Б.В.

Ведущая организация: Московский государственный университет

им. М.В. Ломоносова.

Защита состоится "16 " мая 2003 г. в 10 часов на заседании

диссертационного совета Д. 212.099.02. при Красноярском государствен-

ном университете по адресу: 660041, г. Красноярск, пр. Свободный, 79.

С диссертацией можно ознакомиться в библиотеке Красноярского го-

сударственного университета.

Автореферат разослан " 4 " апреля 2003 г.

Ученый секретарь

диссертационного совета

кандидат физ.-мат. наук Голованов М.И.



О-735558
ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы.

Группа называется абелевой, если групповая операция в ней (записываемая

обычно аддитивно) коммутативна. Являясь частью общей теории групп, тео-

рия абелевых групп активно взаимодействует с теорией модулей, колец, кате-

горий, топологических групп. Всякую абелеву группу можно рассматривать

как модуль над кольцом целых чисел. Поэтому одним из важных направле-

ний в теории абелевых групп является углубление теоретико-модульных ре-

зультатов, использующее специфику кольца целых чисел. В то же время эта

теория является источником идей для смежных областей алгебры и одним из

побудителей новых исследований в них.

Теорию абелевых групп можно разделить на три основные части: перио-

дические группы, группы без кручения и смешанные группы. Разработана

глубокая структурная теория периодических абелевых групп, основы кото-

рой заложены X. Прюфером [40], [41], X. Ульмом [42], Л.Я. Куликовым [12].

Иначе обстоит дело с группами без кручения. Работы Л.С. Понтрягина [18],

Р. Бэра [27], А.Г. Куроша [14], А.И. Мальцева [15], Л.Я. Куликова [13] положи-

ли начало теории групп без кручения. Продвижению в направлении изучения

этих групп препятствует как сложность их устройства, так и недостаток раз-

личных сведений о них и методов их исследований. На трудность проблемы

классификации групп без кручения даже конечного ранга указал А.В. Яковлев

[23]. Новые идеи, возникавшие в рамках теории групп без кручения, касались,

в основном, групп конечного ранга. Бурное развитие теории последних групп

зафиксировано в книгах [24], [28], [39]. Были проведены содержательные иссле-

дования отдельных классов групп без кручения произвольного ранга, обзоры

[16], [17], [32], [37]. Однако классы групп без кручения с достаточно развитой

структурной теорией немногочисленны и относительно невелики. Смешан-

ных групп так много, что хорошему описанию поддаются лишь отдельные

классы этих групп.

При изучении абелевых групп и модулей плодотворными оказались различ-

ные обобщения понятия инъективности (см., напр. [1], [19], [20], [21]). Фунда-

ментальную роль в теории абелевых групп и других разделах алгебры игра-

ют алгебраически компактные группы. Их открыл И. Капланский, занимаясь

проблемой алгебраического строения компактных абелевых групп. Алгебра-

ически компактные группы исследовались также в работах Лося, Бальцежи-

ка, Сонсяды, Маранды, Фукса, Ю.Л. Ершова и многих других математиков.

Класс алгебраически компактных групп совпадает с классом сервантно инъ-

ективных групп, т.е. групп, инъективных относительно всех сервантно точ-

ных последовательностей абелевых групп. Сервантно инъективные группы
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применяются при решении многих задач теории групп. Их строение извест-

но. Естественным обобщением сервантно инъективных групп являются ква-

зисервантно инъективные группы (кратко qpi-группы1), т.е. такие группы

А, что всякий гомоморфизм G А любой сервантной подгруппы G в А про-

должается до эндоморфизма группы А. Изучение свойств qpi-rpynп заявлено

как проблема 17 а) в книге [21].

ПРОБЛЕМА 17 а) [21]. Изучить свойства квазисервантно инъективных

групп.

Периодическая qpi-группа характеризуется тем, что ее редуцированная

часть периодически полна, строение таких групп известно. Поэтому особый

интерес вызывает исследование qрi-групп без кручения. Усилиями ряда мате-

матиков здесь был достигнут значительный прогресс. Что касается смешан-

ных qpi-rpynn, то работа [5] показывает, что изучение даже расщепляющегося

случая весьма затруднительно.

К qpi-группам примыкают qcpi-группы и wqpi-группы, введенные авто-

ром. Группа А называется слабо квазисервантно инъективной (кратко wqpi-

группой), если всякий эндоморфизм любой ее сервантной подгруппы продол-

жается до эндоморфизма группы А.

Редуцированные алгебраически компактные группы допускают интерес-

ную топологическую характеризацию: класс этих групп совпадает с классом

абелевых групп, полных в их Z-адической топологии. Группы, в которых

замыкание (в Z-адической и в р-адической топологии для каждого простого

числа р) всякой сервантной подгруппы выделяется прямым слагаемым, автор

называет cs-группами. Класс абелевых cs-групп А без кручения характери-

зуется тем, что ядро каждого гомоморфизма А G в редуцированную груп-

пу без кручения G служит прямым слагаемым в А. Из хорошо известных

свойств алгебраически компактных и периодически полных групп следует,

что они являются cs-группами [21; § 39, упр. 2; следствие 68.9]. Изучавшиеся

С.Н. Черниковым [22], Л. Фуксом, а также А. Кертесом и Т. Селе [21; § 86,

упр. 7] абелевы группы, в которых все сервантные подгруппы служат прямы-

ми слагаемыми, также являются cs-группами. Поскольку каждую бесконеч-

ную подгруппу можно вложить в сервантную подгруппу той же мощности,

а для замыкания В^ в Z-адической топологии подгруппы В, например, ре-

дуцированной группы без кручения А справедливо |B^| |В|N°, то изучение

cs-групп связано также с проблемой 5 из книги [21].

ПРОБЛЕМА 5 [21]. Исследовать группы, каждая бесконечная подгруппа В

которых может быть вложена в прямое слагаемое мощности |В|.

Более широкий класc образуют qсрi-группы. Группа А называется qcpi-

группой, если всякий гомомoрфизм G A любой ее замкнутой в Z-ади-
1В некоторых работах эти группы называются QPI-группами.
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ческой топологии сервантной подгруппы G продолжается до эндоморфизма

группы А.

Сервантно инъективные и квазисервантно инъективные абелевы группы

- это непосредственное обобщение инъективных групп. С другой стороны,

давно известны транзитивные и вполне транзитивные модули над полным

кольцом дискретного нормирования, введенные И. Капланским в книге [36].

Наибольшее внимание привлекали (вполне) транзитивные примарные абеле-

вы группы. П.А. Крылов перенес определение И. Капланского (вполне) тран-

зитивного модуля на абелевы группы без кручения. Абелева группа без кру-

чения А называется вполне транзитивной (транзитивной), если для любых

ее ненулевых элементов а, b условие на их характеристики ХА(а) ХА(B)

(ХA(а) = ХА(B)) влечет существование ее эндоморфизма (автоморфизма) / со

свойством fa = b. Затем рядом авторов (см. [3], [31] и др.) были предложе-

ны определения произвольной вполне транзитивной и транзитивной абелевой

группы. Они формулируются в терминах высотных матриц элементов груп-

пы, так что в случае групп без кручения можно ограничиться характеристи-

ками элементов. Квазисервантно инъективные группы вполне транзитивны.

Однако последних намного больше. Отметим, что однородные транзитивные

группы без кручения - это в точности сильно однородные группы. Под та-

ким названием эти группы изучались давно. В [6] исследовались также слабо

транзитивные (в [6] они назывались эндотранзитивными) группы без кру-

чения. Вполне транзитивные и транзитивные группы без кручения слабо

транзитивны. Изучение последних целесообразно, поскольку оно позволяет

выработать определенный подход к исследованию (вполне) транзитивных и

других, близких к ним классов групп. В [37] поставлен ряд проблем (пробле-

мы 40-47), посвященных этим группам.

В теории абелевых групп без кручения большое значение имеют инва-

рианты, связанные с элементами и описывающие их поведение по отноше-

нию к делимости на целые числа: характеристика и тип. В данной рабо-

те в классе р-редуцированных1 групп без кручения рассматриваются инва-

рианты, описывающие поведение элементов по отношению к делимости на

целые р-адические числа: p-характеристика и р-тип. Важным их свойством

является способность различать элементы с равными характеристиками (ти-

пами). Естественным образом вводится понятие р-вполне транзитивности,

р-редуцированные qсрi-группы без кручения р-вполне транзитивны.

Вышеперечисленные классы групп можно назвать группами с большим

числом эндоморфизмов или группами с условием продолжения частичных эн-

доморфизмов.

1 Абелева группа называется р-редуцированной для данного простого числа р, если она не содержит нену-
левых р-делимых подгрупп.
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Настоящая работа посвящена исследованию трех основных классов групп:
вполне транзитивных, квазисервантно инъективных групп без кручения и
произвольных абелевых cs-групп. Рассмотрение в работе других, близких,
классов групп целесообразно с позиции выявления их общих свойств, связей
и характеризаций. Изучение этих групп позволило как существенно продви-
нуться в направлении их структурной теории, так и выработать новые при-
емы и методы исследования абелевых групп. Все вышесказанное позволяет
считать тему диссертации актуальной.

Цель работы.

1. Исследовать свойства вполне транзитивных абелевых групп без круче-

ния и описать новые классы этих групп.

2. Построить структурную теорию квазисервантно инъективных групп без

кручения.

3. Разработать теорию cs-гpyпп.

4. Рассмотреть абелевы группы, близкие к квазисервантно инъективным

группам и cs-группам, и установить свойства и взаимосвязи этих классов

групп.

Общая методика исследования. Используются методы теории абелевых

групп, теории колец и некоторые топологические идеи. Развита техника из-

учения абелевых групп с продолжающимися частичными эндоморфизмами.

Применяются понятия р-характеристики и р-типа. Разработан метод иссле-

дования вполне транзитивных групп без кручения, использующий некоторые

кольца и модули, ассоциированные с данной группой.

Научная новизна. Все основные результаты работы являются новыми.

К ним можно отнести следующие.

1. Охарактеризованы вполне транзитивные группы без кручения, все нену-

левые эндоморфизмы которых есть мономорфизмы. Эти группы исследуются

как некоторые модули над кольцами специального типа (теоремы 2.7-2.9).

Построен пример счетной транзитивной, не вполне транзитивной группы без

кручения без ненулевых элементов максимального типа (теорема 2.12). Су-

ществование групп с такими свойствами ранее не было известно.

2. Описаны слабо транзитивные группы в одном широком классе групп

(теорема 3.2, следствия 3.3-3.5).

3. Найдены новые критерии вполне транзитивности разложимых групп без

кручения (теорема 4.5).

4. Описано строение qcpi-гpynn в ряде классов групп (§§ 5, 6).

5. Получено структурное описание квазисервантно инъективных групп без

кручения, что вносит существенный вклад в решение проблемы 17 а) из кни-
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ги [21]. Такие группы А характеризуются как сервантные вполне характе-
ристические подгруппы г р у п п , со,держащие , где П - некоторое

множество простых чисел, а Ар - квазиоднородные квазисервантно инъектив-

ные группы, однозначно определяемые по группе А и удовлетворяющие ряду

условий. Обнаружены новые свойства квазисервантно инъективных групп.

6. Доказано, что разложимые однородные слабо квазисервантно инъектив-

ные группы являются квазисервантно инъективными. Но в общем случае

класс слабо квазисервантно инъективных групп существенно шире класса

квазисервантно инъективных групп. Получено описание слабо квазисервант-

но инъективных групп в ряде классов групп (§8).

7. Развита структурная теория сs-групп,без кручения. Доказано, что вся-

кая редуцированная cs-групла без кручения раскладывается в некоторую сер-

вантную межпрямую сумму квазиоднородных es-групп (теорема 9.2). Поэ-

тому изучение cs-групп без кручения сводится к случаю квазиоднородных

групп. Строение квазиоднородных cs-группы связано с мощностью их р-ранга.

Квазиоднородные cs-группы бесконечного р-ранга являются модулями над

кольцом целых р~адических чисел. Всякая же квазиоднородная cs-гpyппa,

р-ранга не меньше мощности континуума, является алгебраически компакт-

ной. Охарактеризованы квазиоднородные cs-группы конечного р-ранга.

8. Получена структурная теорема для смешанных cs-групп (теорема 14.3).

9. Доказано, что алгебраически компактные группы - это в точности груп-

пы, выделяющиеся прямыми слагаемыми в каждой группе, содержащей их

в качестве замкнутых сервантных подгрупп. Это новая характеризация ал-

гебраически компактных групп (другая характеризация р-адических алгеб-

раически компактных групп приведена в теореме 15.1).

Новое направление, развитое в работе: теория абелевых cs-групп, qcpi-

групп и слабо квазисервантно инъективных групп.

Достигнуто существенное продвижение в направлении структурной тео-

рии квазисервантно инъективных групп без кручения и близких к ним клас-

сов групп: вполне транзитивных и слабо транзитивных групп без кручения.

Из полученных результатов в качестве следствий можно вывести ряд из-

вестных результатов Д. Арнольда, К. Бенабдаллаха, Ч. Винсонхаллера, Гое-

терс, Т. Коямы, Дж. Рейда, С.Я. Гриншпона, Ю.Б. Добрусина, П.А. Крылова

и др.

Теоретическая и практическая ценность.

Работа носит теоретический характер. Полученные структурные теоремы

и описанные классы групп расширяют знания о строении абелевых групп.

Разработанные методы и приемы исследования могут быть использованы

в теории абелевых групп и модулей, их колец эндоморфизмов, групп авто-
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морфизмов.

Апробация работы. Результаты работы докладывались на Всесоюзных ал-
гебраических конференциях (Минск, 1983; Кишинев, 1985; Львов, 1987), на
Всесоюзном симпозиуме по теории групп (Москва, 1984), на Всесоюзном сим-
позиуме по теории колец, алгебр и модулей (Львов, 1990), на Международных
конференциях по алгебре (Новосибирск, 1989; Новосибирск, 2000), на Между-
народной конференции по математике и механике (Томск, 1997), на Между-
народном семинаре "Универсальная алгебра и ее приложения" (Волгоград,
1999), на Международной алгебраической конференции в Украине (Сумы,
2001), на Международном семинаре по теории групп (Екатеринбург, 2001),
на Международной конференции "Алгебра и ее приложения" (Красноярск,
2002), а также обсуждались на алгебраических семинарах в Московском гос-
университете, Московском педагогическом университете, Институте матема-
тики с ВЦ АН Молдовы, Институте математики СО РАН и Томском госуни-
верситете. По теме диссертации опубликованы 33 работы [43]-[75].

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, четырех

глав, списка литературы и изложена на 177 страницах.

Краткое содержание работы

Все рассматриваемые группы - абелевы и редуцированные (структурная

теория абелевых групп сводится к редуцированному случаю). N - множество

натуральных чисел, Z -- кольцо целых чисел, Q - поле рациональных чисел,

Q*p - кольцо (группа) целых р-адических чисел, р - некоторое простое число.

Групповая терминология и обозначения соответствуют [21]. Так, если А -

группа, то E(A) - кольцо ее эндоморфизмов; r (А)

- ее ранг; - прямая сумма т копий группы А (т - некоторое кардиналь-

ное число); rр(А) - р-ранг группы Л, т.е. ранг ее факторгруппы А/рА. Если

, то о(а) порядок, hp

A(a) - р-высота элемента а в группе А, т.е. наиболь-

шее неотрицательное п Z, для которого уравнение рпх = а имеет решение

х А. Если такое число не существует, то полагают hp

A(a) = , в этом слу-

чае а называется элементом бесконечной р-высоты. Если из контекста ясно,

о какой группе А идет речь, то индекс А опускается. Подгруппа В группы А

называется сервантной (р-сервантной), если

для каждого п N.

Далее, пусть везде в этом абзаце G - группа без кручения. Если p1,p2,...

- последовательность простых чисел, упорядоченных по возрастанию, g G,

то Xg(g) = (hp1(g), hp2(g),...) - характеристика элемента g в группе G.

Для всякой упорядоченной последовательности неотрицательных целых чи-

сел и символов существует группа без кручения с некоторым элементом,
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характеристика которого совпадает с данной последовательностью. Для ха-

рактеристик α = (k1, к2, . . . ) , β = (l1, l2, ...) полагают α < β, если кп < 1п для

всех п € N. Характеристики α и β называются эквивалентными, если kn ln

лишь для конечного числа номеров п и только тогда, когда kn и ln конечны.

Класс эквивалентности в множестве характеристик называется типом. Тип

элемента g € G обозначается tG(g); T(G) - множество типов всех ненулевых

элементов группы G; n(G) - множество всех простых чисел р со свойством

pG G. Группа G называется однородной, если все ее ненулевые элементы

имеют один и тот же тип. Этот общий тип называется типом группы G и

обозначается t(G). В частности, это относится к группе G ранга 1. Группа G

называется квазиоднородной, если π(G) = π(A) для любой ее ненулевой сер-

вантной подгруппы А; квазиразложимой, если существуют ее ненулевые под-

группы А, В, называемыми ее квазислагаемыми, такие, что для

некоторого п € N, в противном случае G называется сильно неразложимой;

связанной, если все ее факторгруппы по ненулевым сервантным подгруппам

делимы. Будем говорить, что подгруппа А квазиравна группе G, если

для некоторого п G N. Эндоморфизм f группы G будем называть ее квазиав-

томорфизмом, если f - мономорфизм, а подгруппа fG квазиравна G. Моно-

морфизм f : А G групп без кручения будем называть квазиизоморфизмом,

если подгруппа fА квазиравна группе G. Групповые термины, примененные

к кольцу, относятся к его аддитивной группе. Кольцо Т называется сильно

однородным, если каждый его элемент есть целое кратное обратимого в T

элемента; Е-колъцом, если его левое регулярное представление является изо-

морфизмом, т.е. каждый эндоморфизм группы T+ совпадает с умножением

кольца Т слева на некоторый элемент из Т.

Группа без кручения G называется вполне транзитивной (транзитив-

ной), если для любых ее ненулевых элементов а,b условие XG(а) ХG(b)

(ХG,(a) = ХG(b) влечет существование ее эндоморфизма (автоморфизма) f со

свойством fa = b.

Обозначим через С - класс всех редуцированных групп без кручения А,

у которых тип каждого ненулевого элемента сравним с некоторым макси-

мальным типом из Т(А).

В классе групп без кручения наибольшим вниманием пользовались (впол-

не) транзитивные группы конечного ранга. Д.М. Арнольдом в [25] получе-

но описание однородных вполне транзитивных групп конечного ранга. В [6],

а затем в [33] описаны произвольные вполне транзитивные группы конечного

ранга. В работах [8], [35] изучались однородные вполне транзитивные группы

произвольного ранга. Эти группы обладают многими интересными свойства-

ми, аналогичными свойствам однородных вполне разложимых групп. В част-

ности, для счетных однородных вполне транзитивных групп справедлив ана-
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лог классической теоремы Бэра-Куликова-Капланского. В [9], [11] исследова-
лись вполне транзитивные группы произвольного ранга с условиями на типы
элементов. Примеры связанных вполне транзитивных групп G, в множестве
T(G) которых нет максимальных элементов, построены в [9]. С другой сто-
роны, там же построены примеры суперразложимых вполне транзитивных
групп G без максимальных элементов в T(G). Это говорит о том, что вполне
транзитивные группы могут быть самыми разнообразными.

Напомним, что абелева группа А называется р-редуцированной, если она

не имеет ненулевых р-делимых подгрупп. Для группы без кручения А это

эквивалентно тому, что она не содержит ненулевых элементов бесконечной

р-высоты, т.е. рw А = 0. Класс всех р-редуцированных групп без кручения обо-

значим через Rp. Если = rо + r1р + . . . - целое р-адическое

число, то через обозначим элемент группы А (если он существует), яв-

ляющийся пределом в р-адической топологии группы А последовательности

r0a, (ro+r1p)a,.... М н о ж е с т в о Нp

A(a) = определено} называется

р-характеристикой элемента а в группе А. Множество всех р-характеристик

совпадает с множеством всех р-сервантных подгрупп группы Q*p, содержащих

группу целых чисел [7]. Две р-характеристики Н1,Н2 назовем эквивалент-

ными, если существуют п,т N такие, что пН1 H2, тH2 Н1. Класс

эквивалентности в множестве всех р-характеристик назовем р-типом. р-тип

элемента а А обозначим через . На множестве р-тшюв можно ввес-

ти отношение частичного порядка. Запись означает, что существуют

р-характеристики Н1 , H2 со свойством пН1 H2 для некото-

рого п N. Отметим, что условие (а) (b) для а, b А влечет

t(a) t(b). Множество р-типов всех ненулевых элементов группы А обозна-

чим через ТР(А); если - некоторый р-тип, то ,

это сервантная вполне характеристическая подгруппа в А. Группу A Rp

назовем р-однородной, если для любых ненулевых о, 6 А.

Чтобы показать значимость введенного понятия отметим, например, что

группы B,G Rp р-ранга 1 квазиизоморфны тогда и только тогда, когда

Группу A Rp назовем р-вполне транзитивной, если для любых ее эле-

ментов a, b таких, что (а) (b) и существует Е(А)

со свойством fa = b. Группа А р-вполне транзитивна тогда и только тогда,

когда каждый гомоморфизм G А любой замкнутой в р-адической топологии

сервантной подгруппы G р-ранга 1 группы А продолжается до эндоморфизма

группы А. Поэтому qсрi-группа без кручения А является р-вполне транзитив-

ной для каждого р такого, что A Rp. Всякая вполне транзитивная группа

A Rp является р-вполне транзитивной. Обратное, в общем случае, неверно.

Например, связанная группа G р-вполне транзитивна для каждого р π(G).



Однако справедливо

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1.9. Пусть А - такая квазиоднородная группа, что А -
р-вполне транзитивна для каждого р π(A). Тогда для всякого макси-
мального р-типа Тр(А) подгруппа А( ) группы А есть однородная впол-
не транзитивная группа. В частности, р-однородная qcpi-группа является
однородной вполне транзитивной группой.

Изучаются гомоморфизмы р-вполне транзитивных групп с различными

условиями на р-типы элементов этих групп.

Обозначим через М - класс всех редуцированных групп без кручения,

у которых все ненулевые эндоморфизмы суть мономорфизмы.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1.10. Пусть А - р-вполне транзитивная груп-

па. Тогда все ее ненулевые эндоморфизмы являются квазиавтоморфизмами

тогда и только тогда, когда в множестве Тр(А) имеются максимальные

элементы. В этом случае группа А либо р-однородна, либо Тр(А) состоит

из бесконечного множества попарно несравнимых р-типов. Если к тому

же А - q-вполне транзитивна для каждого q π(А), или ее q-базисные

подгруппы циклические для всех q π(А), то все эндоморфизмы группы А

являются целыми кратными ее автоморфизмов, т.е. Е(А) - сильно одно-

родное кольцо.

ТЕОРЕМА 1.13. Пусть А = Rp, где Ai - связанные группы

такие, что Tp(Ai) содержит максимальные элементы хотя бы для одно-
го i I. Группа А р-вполне транзитивна тогда и только тогда, когда

влечет, что для А выполняется одно из следующих эквивалентных
условий:

1) А - р-однородная группа;

2) А - однородная вполне транзитивная группа;

3) Ai - изоморфные однородные вполне транзитивные группы.

В дальнейшем потребуется следующая конструкция из [9]. Под областью

целостности понимается кольцо (не обязательно коммутативное) без делите-

лей нуля. Если S - область целостности, то модуль SМ - без кручения, если

rт 0 для любых ненулевых г S, т М.

ЛЕММА 2.1 [9, лемма 2.1]. Следующие свойства кольца без кручения S

равносильны:

1) для всякого простого числа р и любых a, b S, если , то или

Ъ р;

2) hp(ab) = hp(a) + hp(a) для всякого простого р и любых a,b S или, что

9
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то же, x(ab) = х(а) + x(b);

3) для всякого простого р кольцо S/pS есть область целостности.

Будем говорить, что кольцо 5 обладает свойством (*), если оно удовле-

творяет одному из свойств леммы 2.1, и S+ - квазиоднородная редуцированная

группа. Нетрудно видеть, что тогда 5 - область целостности.

ЛЕММА 2.2. Следующие свойства модуля без кручения sA над кольцом

без кручения S со свойством (*) равносильны:

1) для всякого простого числа р и любых r S, а А, если , то

или

2) hp(ra) = hp(r) + hp(a) для всякого простого р и любых г S, а А или,

что т,о же, ;

3) А/рА есть модуль без кручения над кольцом S/pS для всякого просто-

го р.

Напомним, что левое условие Оре для области целостности S означает,

что для любых ненулевых а, b € S найдутся ненулевые а', b' € S со свойством

b'а = а'b. В этом случае говорят, что S - левая область Оре.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.3. Пусть S - левая область Оре со свойством (*). Если

S - левое кольцо частных кольца S, то положим

х(а) х(b)}- Тогда - такое подкольцо в , что - вполне транзитив-

ная и транзитивная группа, a S - сервантное подкольцо в .

Каждое Е-кольцо коммутативно. Если S есть E-кольцо со свойством (*),

то вполне транзитивность S+ равносильна тому, что S = . Будем говорить,

что модуль ,SА обладает свойством (*), если он удовлетворяет одному из

свойств леммы 2.2.

Кольцо 5 называется левым инвариантным (правым инвариантным), если

для любых его элементов а, β существует такой элемент 5, что

Кольцо является левым инвариантным тогда и только тогда,

когда любой левый его идеал будет правым (т.е. двусторонним). Нетрудно

видеть, что инвариантность слева (справа) кольца эндоморфизмов группы

А влечет вполне характеристичность ядер (образов) ее эндоморфизмов. От-

метим и такое простое свойство, что если А -вполне транзитивная группа

без кручения, а Е(А) инвариантно справа, то Е(А) является автомор-

физмом тогда и только тогда, когда сохраняет характеристики элементов

группы А,

Пусть S - левая область Оре со свойством (*), обозначим через - под-

кольцо в , порожденное ненулевыми элементами существуют

s1,r1 € Sтакие, что S1,r1 0 и ss1 = rr1}.
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Нетрудно показать, что вполне транзитивная группа А квазиодно-
родна. Укажем теперь условия, при которых вполне транзитивная группа
принадлежит классу

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.6. Пусть А - квазиоднородная вполне транзитивная
группа, R = Е(А). Тогда

1) А тогда и только тогда, когда R - инвариантное слева кольцо.
В частности, R - левая область Оре со свойством (*);

2) если А , то R= и, кроме того, следующие условия эквивалент-
ны:

а) R инвариантно справа;

б) все эндоморфные образы А вполне характеристичны;
в) для любых ненулевых
г) R =

3) если R инвариантно справа, то в R нет делителей нуля. В частности,

А сильно неразложима.

Вполне транзитивные группы А с сильно неразложимыми сервантными

подгруппами и такие, что любой t T(A) сравним с некоторым макси-

мальным типом из Т(А), принадлежат классу . Всякая квазиоднородная

вполне транзитивная группа А, в множестве Т(А) которой существуют мак-

симальные элементы, принадлежит классу . В [6] описаны вполне транзи-

тивные группы А , у которых в Т(А) существуют максимальные элемен-

ты. Кольцо эндоморфизмов Е(А) такой группы является сильно однородным

кольцом, поэтому оно инвариантно слева и справа.

Следующие три теоремы характеризуют вполне транзитивные группы из

класса с помощью определенных колец и модулей, ассоциированных с дан-

ной группой.

ТЕОРЕМА 2.7. Пусть А - квазиоднородная группа. Группа А впол-

не транзитивна тогда и только тогда, когда на А можно задать такой

модуль без кручения над областью S, что для каждого ненулевого а А и

его характеристики х = х(a) выполняется одно из равносильных условий:

1) А(х) - циклический S-модулъ, и любой элемент в S+ наименьшей
характеристики обратим;

2) S - левая область Оре со свойством (*),

ТЕОРЕМА 2.8. Пусть А М. - квазиоднородная группа, R — Е(А).

Тогда следующие условия эквивалентны:

1) А вполне транзитивна с инвариантным справа кольцом R;

2) на А можно задать модуль без кручения над такой левой областью
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Ope S со свойством (*), что для любого ненулевого

элемента а А и его характеристики х = х(a);

3) на А можно задать модуль без кручения со свойством (*) над такой

левой областью Ope S со свойством (*), что π(S) = π(A), S = , и любые

два элемента группы А со сравнимыми типами линейно зависимы над S;

4) для каждого ненулевого а А, если t = t(a), x = х(a)> то отобра-

жение осуществляет вложение R в E(A(t)), при отождест-

влении R с его образом имеет место разложение E(A(t))+ =

где - левая область Оре со свойством (*),

R=R и

Обозначим через , - класс групп А , у которых все ненулевые гомо-

морфизмы G —» А любой сервантной подгруппы G в А есть мономорфизмы.

Таковы, например, квазиоднородные группы р-ранга 1 и квазисервантно инъ-

ективные группы из . Группа А квазисервантно инъективна тогда и

только тогда, когда она - вполне транзитивная группа из класса

ТЕОРЕМА 2.9. Пусть А - квазиоднородная группа. Группа А вполне

транзитивна тогда и только тогда, когда на А можно задать модуль

без кручения со свойством (*) над таким Е-кольцом S со свойством (*),

что для характеристики х = х(a) любого ненулевого
элемента а А .

Теоремы 2.7 - 2.9 являются наиболее общими для рассматриваемых в них

классов групп и включают результаты Ю.Б. Добрусина и П.А. Крылова

о вполне транзитивных группах из класса

Однородная транзитивная группа вполне транзитивна. Первые примеры

транзитивных, не вполне транзитивных групп без кручения конечного ранга,

построены в [6]. М. Дугасом и С. Шелахом [30] в предположении справед-

ливости аксиомы конструктивности Геделя доказано, что существуют нераз-

ложимые однородные вполне транзитивные группы, не являющиеся транзи-

тивными. Нетрудно проверить, что вполне транзитивные группы А

транзитивны. Обратное неверно. Оказывается, что можно построить соот-

ветствющие группы А даже без максимальных элементов в Т(А).

ТЕОРЕМА 2.12. Существует счетная транзитивная, не вполне транзи-

тивная связанная группа без ненулевых элементов максимального типа.

Таким образом, как и в примарном случае, понятия "транзитивность" и

"вполне транзитивность" для групп без кручения независимы.

В § 3 изучаются вполне транзитивные группы с условиями на типы элемен-

тов. Будем говорить, что ненулевой эндоморфизм α группы А имеет макси-

мальное ядро, если подгруппа ker α максимальна среди ядер всех ненулевых
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эндоморфизмов группы А. В частности, получено

СЛЕДСТВИЕ 3.5. Пусть А - группа, удовлетворяющая условию мак-
симальности на ядра эндоморфизмов, и А . Тогда

1) А слабо транзитивна тогда и только тогда, к о г д а г д е

каждая Ai - квазиоднородная слабо транзитивная группа или

является конечной прямой суммой изоморфных однородных вполне транзи-

тивных групп из M, и при i j (i,j = 1, . . . ,n);

2) слабая транзитивность А влечет ее транзитивность, причем если
все Ai из 1) однородны, то А вполне транзитивна.

Следствие 3.5 обобщает результаты из [6], полученные для слабо транзи-
тивных групп.

Перейдем теперь к произвольным разложимым вполне транзитивным груп-
пам без кручения.

Следуя [2], введем следующие понятия.

Определение 4.1. Множество {Ai}i€I групп без кручения называется впол-
не транзитивной системой групп, если для любых ненулевых a Ai, b Aj

(г может совпадать с j) условие х{a) х(b) влечет существование гомомор-
физма : Ai Aj со свойством = b.

Определение 4.2. Говорят, что система групп без кручения удов-
летворяет условию монотонности для характеристик, если для любого не-
нулевого d Ai (i I) из выполнения соотношений:

a) при j s (j,s= 1,... ,k);

b) для всех j — 1,... ,k.

Следует существование элементов b1,... , br Ai со свойствами:

1) b1 + . . . + br = d;

2) для каждого b1 (l = 1,... ,r) среди элементов {а1,... ,ак} найдется

хотя бы один такой элемент as (s = 1,... , к), что х(bl) x(as).

В [2] доказано, что группа без кручения А — вполне транзитивна

тогда и только тогда, когда система вполне транзитивна и удовлетво-
ряет условию монотонности для характеристик. Затем в [3] этот результат
перенесен на произвольные абелевы группы. Для групп, представимых в ви-
де прямых сумм квазиоднородных групп, справедлив следующий критерий
условия монотонности.

ТЕОРЕМА 4.4. Пусть {Ai}i€I - такая система квазиоднородных групп

без кручения, что |I| > 1, π(Ai) = ?(A J ), Т(A i) - направленное вверх мно-
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жество, и для любого t T(Ai) подгруппа Ai(t) плотна в Аi в Z-adu-
ческой топологии для всех i,j I, причем A i(t1 ... tk) Ai{t1) +
.. . + Ai(tk) для любого конечного набора различных индексов {i1,... ,i k},
где t1 T(Ail),... ,tk T{Aik). Тогда эта система удовлетворяет условию
монотонности для характеристик.

ТЕОРЕМА 4.5. Для группы , где Аi - квазиоднородные группы

без кручения, эквивалентны следующие условия:

1) А - вполне транзитивна;

2) - вполне транзитивная система групп, причем А представи-

ма в виде где при р q, каждая

π(А i) = π(Aj) при подгруппы АР однозначно определяются

по группе А, и для каждого р системаудовлетворяет условиям

теоремы 4.4.

СЛЕДСТВИЕ 4.6. Пусть - квазиоднородная группа без кручения,

где |I| > 1, существует максимальный элемент t T(A), и сервантные под-

группы в Ai сильно неразложимы. Группа А является вполне транзитивной

тогда и только тогда, когда все Ai - изоморфные однородные вполне тран-

зитивные группы.

В главе II изучаются квазисервантно инъективные и близкие к ним клас-

сы групп. Начнем с qcpi-npynn.

ТЕОРЕМА 5.8. Всякая редуцированная qcpi-группа без кручения А яв-

ляется сервантной подпрямой суммой некоторого семейства квазиоднород-

ных групп

Рассмотрим теперь пример gcpi-группы, представимой в виде сервантной

межпрямой суммы связанных групп, не являющейся ни квазисервантно инъ-

ективной группой, ни cs-группой.

ТЕОРЕМА 5.12. Существует такая qcpi-группа А, что

при р q, p,q П, П - произволь-

ное фиксированное бесконечное множество простых чисел, А - сервантная

плотная подгруппа в , причем А не является ни квазисервантно инъек-

тивной группой, ни cs-группой.

Существуют qcpi-группы, не являющиеся вполне транзитивными. Посколь-

ку из [4, теорема 3.1] следует, что однородная квазисервантно инъективная

группа без кручения не допускает бесконечных прямых разложений, то сле-

дующая теорема дает пример вполне транзитивной, не квазисервантно инъ-
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ективной qсрi-группы.

ТЕОРЕМА 6.7. Пусть где |I| N0 и все Ai суть

р-однородные группы, или каждая Аi - такая группа, что любой ее эле-

мент содержится в прямом слагаемом, являющемся прямым произведением

(суммой) неразложимых групп, причем хотя бы одна группа Ai имеет не-

нулевой элемент максимального р-типа. Группа А является qcpi-группой

тогда и только тогда, когда

Получены и другие результаты для qсрi-групп, позволяющие описать эти

группы в классах вполне разложимых, сепарабельных, векторных групп, групп

без кручения конечного ранга и др. Так, справедливо

СЛЕДСТВИЕ 6.9. 1) Редуцированная вполне разложимая (векторная) груп-

п а без к р у ч е н и я , где A i - группы ранга 1 , яв-

ляется qcpi-группой тогда и только тогда, когда А представима в виде

при к s, k,s J, а каждая

Aj является однородной конечной прямой суммой групп ранга 1.
2) Сепарабелъная qcpi-группа без кручения вполне разложима.

Основные результаты этой главы посвящены qрi-группам. Так, для ква-

зиоднородных qpi-rpynn доказываются

ТЕОРЕМА 7.7. Разложимая квазиоднородная qpi-группа без кручения А

является алгебраически компактной, либо конечной прямой суммой связан-

ных групп.

Следующая теорема раскрывает строение qрi-групп.

ТЕОРЕМА 7.9. Редуцированная группа А без кручения является квази-

сервантно инъективной тогда и только тогда, когда она представима

в виде Ар А — S, где А - сервантная вполне характе-

ристическая подгруппа в S, П - некоторое множество простых чисел,

= при р q, p,q П, а Ар -квазиоднородные qpi-группы

из Rp.

Теорема 7.9 сводит изучение дог-групп к квазиоднородному случаю. Со-

гласно теореме 7.7 разложимая квазиоднородная qpi-группа алгебраически

компактна или является конечной прямой суммой связанных групп, число

которых совпадает с ее р-рангом. Алгебраически компактные группы пол-

ностью характеризуются счетной системой инвариантов, являющихся карди-

налами [21, § 40]. Таким образом, можно утверждать, что теорема 7.9 удовле-

творительным образом раскрывает строение qpi-групп без кручения. Из этой
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теоремы можно вывести основные структурные результаты о qрi-группах без
кручения: описание qpi-гpynn конечного ранга [4], [26], qpi-гpynn из класса
С [4], дог-групп с циклическими р-базисными подгруппами [10]. Теорема 7.9
имеет разнообразные следствия. Так, справедливо

СЛЕДСТВИЕ 7.10. Неразложимая qpi-группа без кручения квазиоднородна

и имеет мощность . Если А - квазиоднoродная qpi-группа мощности

, то А является однородной алгебраически компактной группой.

Напомним, что группа А называется слабо квазисервантно инъективной
(кратко wqpi-группой), если всякий эндоморфизм любой ее сервантной под-
группы продолжается до эндоморфизма группы А.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8.2. Пусть А - wqpi-группа. Тогда

1) ее прямые слагаемые, сервантные вполне характеристические под-

группы, в частности, ее периодическая часть суть wqpi-группы;

2) если А периодична, то факторгруппа А/А1 периодически полна. В част-

ности, если А сепарабельна (т.е. А1 = 0), то она периодически полна.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8.6. I) Редуцированная группа где Аi -

группы без кручения ранга 1, t(Ai) = ti (i = 1,2,3), является wqpi-группой

тогда и только тогда, когда она однородна или для нее с точностью до

перестановки прямых слагаемых Аi выполняется одно из утверждений:

1)
2) - попарно несравнимые типы;

3) t1 <t2.

Причем в случае 3) справедливо одно из условий:

а) t2 = tз; б) t3 > t1 и ?(А 2) π (Аз) = ; в) t1 не сравним с t3 и или t3 < t2,
или ?(А 2) π(А3) = .

II) Если А — - такая вполне разложимая группа, что r(Аi) = 1,

t(Ai) = ti и тип ti1 . . . tin не сравним с tj1 ... tjm для любых конечных

подмножеств In = {ih ..., in}, Jm = {j1,... ,jm} I с условием In\Jm, Jm\

In , то А является wqpi-группой.

Если класс сепарабельных периодических wqрi-групп совпадает с классом

qpi-групп, то предложение 8.6 дает много примеров wqрi-групп, не являющих-

ся qрi-группами, такие группы существуют уже среди групп без кручения

ранга 2. Однако в некоторых случаях оба эти классы групп совпадают.

ТЕОРЕМА 8.8. Однородная разложимая wqpi-группа является квазисер-

вантно инъективной группой.

ТЕОРЕМА 8.11. Редуцированная вполне транзитивная группа без круче-
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ния А является wqpi-группой тогда и только тогда, когда Ар А

Ар = S, где А - сервантная вполне характеристическая подгруппа

в S, П - некоторое множество простых чисел, π(Ар) π(Aq) = при

p q,p,q П, а Ар - квазиоднородные вполне транзитивные wqpi-группы.

СЛЕДСТВИЕ 8.12. 1) Если А - однородная wqpi-группа, то А неразло-

жима все ее сервантные подгруппы сильно неразложимы все

ее ненулевые эндоморфизмы есть мономорфизмы.

2) Всякая квазиоднородная вполне транзитивная wqpi-группа, множес-
тво типов всех ненулевых элементов которой содержит максимальные эле-
менты, является квазисервантно инъективной.

3) Всякая вполне транзитивная wqpi-группа из класса является

квазисервантно инъективной.

Группы без кручения с циклическими р-базисными подгруппами образуют

интересный и важный класс абелевых групп, их можно рассматривать как

обобщение групп ранга 1. Справедлива

ТЕОРЕМА 8.13. Редуцированная группа без кручения А с циклическими

р-базисными подгруппами является wqpi-группой тогда и только тогда,

когда она представима в виде — S, где А сервант-

ная вполне характеристическая подгруппа в S, П - некоторое множество
простых чисел. π(Ар) π(Аq) = при р q, a Ap - связанные wqpi-группы.

В главе I II содержатся результаты о cs-группах. Следующая теорема

выясняет строение cs-гpyпп без кручения. Предварительно условимся назы-

вать идемпотенты π, кольца E(S) абелевой группы S эквивалентными, если

ТЕОРЕМА 9.2. Редуцированная группа А без кручения является cs-груп-

пой тогда и только тогда, когда она представима в виде

Ар = S, где А - сервантная подгруппа в S, Е(А) вкладывается в кольцо

E(S) и содержит хотя бы один элемент из каждого класса эквивалентных

идемпотентов этого кольца, П - некоторое множество простых чисел,

при р q, p,q П, а каждая Ар - квазиоднородная

cs-группа из Rp конечного р-ранга или Q*p-модулъ.

СЛЕДСТВИЕ 9.3. Редуцированная cs-группа А без кручения мощности

< 2N° представима в виде А = Ар, где π(Ар) π(Аq) = при р q,

p,q П, П - некоторое множество простых чисел, а каждая Ар является

прямой суммой конечного числа связанных групп.
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Подгруппы Ар из теоремы 9.2 являются вполне характеристическими пря-

мыми слагаемыми в A и восстанавливаются по группе А однозначно. В силу

этой теоремы изучение cs-групп сводится к квазиоднородному случаю. Пе-

рейдем к квазиоднородным cs-группам.

Неразложимая редуцированная cs-группа без кручения А связанна, поэто-

му |А| 2N° и rр(А) 1 для каждого р π (А). На связь р-ранга и мощности

cs-группы с ее строением указывает следующий результат.

ТЕОРЕМА 10.1. cs-группа из Rp, имеющая алгебраически компактное пря-

мое слагаемое бесконечного р-ранга или имеющая р-ранг 2N°, алгебраи-

чески компактна. В частности, всякая cs-группа из Rp мощности > 2N°

алгебраически компактна.

СЛЕДСТВИЕ 10.2. Пусть А= Ai (А = Аi), где Ai € Rp и |1| N0.

Группа А является cs-группой тогда и только тогда, когда А

(А - алгебраически компактная группа).

Получена характеризация квазиоднородных cs-групп конечного р-ранга.

Чтобы проиллюстрировать различие рассматриваемых классов групп, при-

ведем простые примеры.

ПРИМЕР 11.9. Пусть А - редуцированная однородная сепарабелъная груп-

па без кручения. Тогда А вполне транзитивна. А является слабо квазисер-

вантно инъективной, qcpi-группой, cs-группой тогда и только тогда, когда

ее ранг конечен.

ПРИМЕР 11.10. Пусть Ар - собственная сервантная подгруппа группы

Q*p такая, что |Q*p/Ap|< 2N0 Тогда А = Ар (А — Ар) является не

вполне транзитивной cs-группой, здесь П - произвольное множество прос-

тых чисел.

ПРИМЕР 11.11. Пусть Ар = где пр - некоторое кардинальное число

(р П). Тогда А — Ар (А = Ар) является вполне транзитивной груп-

пой; А будет cs-группой пр Nо; А слабо квазисервантно инъективна

пр < No для каждого р П.

Глава IY. Изучаются произвольные cs-группы. Предварительно остано-

вимся на следующем интересном классе. Абелеву группу А назовем qc-груп-

пой, если замыкание в Z-адической и в р-адической топологии для каждого

простого р любой ее сервантной подгруппы является сервантной подгруп-

пой в А. Ясно, что это более широкий класс, чем класс cs-групп. Поскольку

Z-адическая топология более сильная, чем р-адическая, то если А - дс-группа,
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то в определении cs-групп достаточно ограничиться Z-адической топологией

для того, чтобы она оказалась cs-группой. Периодические qc-группы - это

в точности квазиполные группы, изучавшиеся в ряде работ [21, § 87]. Всякая

группа без кручения является qc-группой. Поэтому перейдем к смешанному

случаю. Обозначим через tA - периодическую часть, Ар - р-компоненту (это

наибольшая р-подгруппа) группы А; (А) - ее р-ранг без кручения, т.е. ранг

без кручения [21, § 16] р-базисной подгруппы. Если Н - подгруппа группы

А, то через НА (соответственно Н-

p,A) обозначим замыкание в Z-адической

(соответственно в р-адической) топологии группы ее подгруппы Н.

Приведем несколько замечаний, поясняющих это понятие.

1) Редуцированная группа А является qc-группой тогда и только

тогда, когда для любой сервантной подгруппы G в А утверждение

"G замкнута в Z-адической топологии" (соответственно в р-адической

топологии) эквивалентно утверждению "A/G - редуцированная группа"

(р-редуцированная группа).

2) Если А - qc-группа, то А1 - ее делимая часть.

Это следствие того, что 0^ = А1.

3) Любая группа без кручения является qc-группой. Периодическая груп-

па является qc-группой тогда и только тогда, когда она квазиполна.

4) Группа А является qc-группой тогда и только тогда, когда для каж-

дого простого числа р и произвольной р-сервантной подгруппы G в А

следует, что подгруппа G-

p сервантна в А.

5) В группе А утверждение "для любой р-сервантной подгруппы G

в А следует, что подгруппа G-

p сервантна в А" справедливо в том и

только в том случае, когда соответствующее утверждение выполняется

в А/рwА, причем рwА - сервантная подгруппа в А.

Вытекает из того, что 0~ = р^А G-

p для любой подгруппы G в А.

6) Редуцированная смешанная группа А является qc-группой тогда и толь-

ко тогда, когда tA - квазиполная группа, A1 = 0 и для каждого простого

р условие "Н - р-сервантная подгруппа без кручения (включая Н = 0)"

влечет Н-

p - р-сервантная подгруппа в А.

Свойство 3) сводит изучение qc-гpyпп к смешанному случаю. Справедлива

ТЕОРЕМА 13.1. Пусть А -редуцированная смешанная qc-группа с беско-

нечным (А). Тогда подгруппа Ар периодически полна.

СЛЕДСТВИЕ 13.2. 1) Копериодическая группа является qc-группой тогда

и только тогда, когда она алгебраически компактна;
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2) если Ар - прямое слагаемое в А для каждого простого числа р, то А
является qc-группой тогда и только тогда, когда tA - квазиполная группа,
причем бесконечность (А) влечет периодическую полноту подгруппы Ар;

b) tA периодически полна. Тогда А является qc-группой;

3) пусть А - такая смешанная группа, что tA периодически полна. Тогда

А является qc-группой;

4) редуцированная qc-группа А изоморфна некоторой сервантной подпря-

мой сумме групп Ai, где pw

iAi = 0, г пробегает некоторое множество П

различных простых чисел, (Ai)Pi APi, и Gpi,Ai есть pi-сервантная подгруп-

па в Ai для любой Pi-сервантной подгруппы G в Аi.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14.1. Пусть А - такая смешанная группа, что рwА = 0,

Т = tA - р-группа и факторгруппа А/Т делима. А является cs-группой

тогда и только тогда, когда Т периодически полна, и А - такая сервант-

ная подгруппа своего р-адического пополнения что Е(А) причем

Е(А) содержит хотя бы один представитель из каждого класса эквива-

лентных идемпотентов кольца

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14.2. Если В - р-редуцированная cs-группа без круче-

ния, F - cs-группа из предложения 14.1 (соответственно -редуцирован-

ная периодически полная р-группа), то А — В F является cs-группой

тогда и только тогда, когда

1) для любых b В, g F со свойствами о(g) = и hp(b) hp( )

существует гомоморфизм f : В F такой, что fb — ;

2) бесконечность р-ранга группы В влечет алгебраическую компакт-

ность (соответственно ограниченность) F.

ТЕОРЕМА 14.3. Редуцированная смешанная группа А является cs-группой

тогда и только тогда, когда А представима в виде = S,

где π(Ai) π(A j) = при i j, Ai (i € I) - однозначно определяемая по

группе А cs-группа со свойством pw

iAi = 0 для некоторого простого рi,

являющаяся либо pi-группой, либо группой без кручения, либо смешанной

группой из предложения 14.1 или 14.2, а А - такая сервантная подгруппа

в S, что Е(А) E(S) и Е(А) содержит хотя бы один представитель из

каждого класса эквивалентных идемпотентов кольца E(S).

В заключение в работе доказываются две новые характеризации алгебра-

ически компактных групп. Так, справедлива

ТЕОРЕМА 15.1. Группа А из Rp бесконечного р-ранга обладает свойст-

вом, что для любого разложения В = В1 В2 каждой ее р-базисной под-

группы В имеет место разложение А = В-

1 В-

2, где B-

i - замыкание
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в р-адической топологии группы А ее подгруппы Вi (i = 1, 2), тогда и толь-
ко тогда, когда А алгебраически компактна.

Подобный результат был известен для периодически полных групп [38].

Кроме того, доказывается, что абелевы группы, выделяющиеся прямыми сла-

гаемыми в каждой группе, в которой они содержатся в качестве замкнутых

в Z-адической топологии сервантных подгрупп, суть алгебраически компакт-

ные группы (теорема 15.3).

Основными результатами работы являются теоремы 2.7, 2.8, 2.9, 2.12, 4.5,

5.8, 5.12, 7.7, 7.9, 8.8, 8.11, 9.2, 10.1, 14.3, 15.3.
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