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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Объект исследования. В диссертации рассматривается проблема су-
ществования ненулевых решений задачи

Lu(x) = - f К (хК)х + с(х)и(х) = Хд(х,и(х)), хей, (1)
i,j=i '

Ви\г = 0, (2)

в зависимости от параметра где L - равномерно эллиптический фор-
мально самосопряженный дифференциальный оператор в ограниченной
области fi R" с границей Г класса С2,а (0 < а < 1) с коэффициентами
uij € Ci>Q(S7),c CoiQ(fi); функция : fi x R —+ R суперпозиционно изме-
римая и для почти всех х & fi сечение д(х, •) имеет на R разрывы только
первого рода, д(х,и) \д-.(х,и),д+(х,и)} и R, д~(х,и) = (ж,ту),

д+(х,и) = и \д(х,и)\ < а(х) Vu R, где а е L,(OJ, 9 > ̂

фиксирована; граничное условие (2) имеет вид: либо условие Дирихле
и(х)|р = 0, либо условие Неймана (а:)|г = 0 с конормальной произ-

водной -j^-(x) = Ё a;j(i)uX|cos(n, Xj), n - внешняя нормаль к границе
t,j—1

Г, cos(n, Xj) - направляющие косинусы нормали п, либо третье краевое
условие gjj^Oc) + а(х)и(х)\г — 0, функция Ciia(F), неотрицательна и
не равна тождественно нулю на Г. Кроме того, исследуется устойчивость
решений задачи (1)-(2) по отношению к возмущениям спектрального па-
раметра и непрерывным аппроксимациям нелинейности (х,и).

Сильным решение задачи (1)-(2) называется функция и € W^(fi),
г > 1, удовлетворяющая уравнению (1) для почти всех х € fi, для которой
след Ви(х) на Г равен нулю. Полуправильным решением задачи (1)-(2)
называется такое сильное ее решение и, значение которого и(х) для почти
всех х 6 П является точкой непрерывности функции д(х, •).

Число называется собственным значением задачи (1)-(2), если суще-
ствует сильное ненулевое решение ид этой проблемы. При этом и\ будем
называть собственной функцией задачи (1)-(2), соответствующей

Актуальность темы. В последние годы возрос интерес к изучению
уравнений с разрывными нелинейностями. Такие уравнения возникают
как в теоретических исследованиях, так и в многочисленных приложени-
ях. Большое число задач гидродинамики, теплофизики, электрофизики,
связанных с изучением процессов, меняющихся скачкообразно при неко-
торых значениях фазовых переменных, приводит к интегральным и диф-
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ференциальным уравнениям с разрывными нелинейностями. Как прави-
ло, это так называемые задачи со свободными границами, исследование
которых непросто и в каждом конкретном случае требует применения спе-
циальных аналитических средств. Поэтому разработка математического
аппарата, обслуживающего достаточно широкий класс распределенных
систем с разрывными нелинейностями, является актуальной задачей. На
необходимость исследования распределенных систем с разрывной нели-
нейностью было указано в совместной монографии О.А.Ладыженской,
В.А.Солонникова и Н.Н.Уральцевой "Линейные и квазилинейные уравне-
ния параболического типа"в 1967 г. Основы математической теории для
таких систем были заложены в докторской диссертации В.Н.Павленко в
1995 г. Вопросу непустоты множества М упорядоченных пар ( . и\) - соб-

ственное значение и соответствующая собственная функция - для задачи
(1)-(2) и изучению его структуры посвящено значительное число работ,

в частности, проблеме существования неограниченной связной компонен-
ты множества М. Интересные результаты о существовании сильных ре-
шений задач на собственные значения для уравнений в частных произ-
водных эллиптического типа с разрывными по фазовой переменной нели-
нейностями были получены H.J.Kuiper, I.Massabo, C.A.Stuart, K.C.Chang.
D.Lupo. Наиболее общие результаты в этом направлении были получены

S.A.Marano топологическими методами. Проблема исследования вопроса

близости решений аппроксимирующего уравнения и предельной задачи
(1)-(2) (А = 1) при возмущениях нелинейности д(х,и) была поставлена
в совместной работе М.А.Красносельского и А.В.Покровского, опублико-

ванной в Докладах Академии Наук в 1979 г.
Цель работы. Цель работы - разработка общих подходов и методов

исследования задачи (1)-(2). В том числе, когда з а д а ч а и м е е т

ненулевое решение (резонансный случай) и исследование проблемы близо-
сти решений задачи (1)-(2) к решениям аппроксимирующей задачи (воз-

мущаются и д(х,и)).

Методика исследования. В диссертации к задаче (1)-(2) с разрыв-
ной по фазовой переменной нелинейностью применяется вариационный

метод; используются методы и результаты теории уравнений с частными
производными.

Научная новизна. В работе получены новые общие теоремы о суще-
ствовании луча положительных собственных значений для уравнений с

разрывными операторами и наличии для каждого такого значения соб-
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ственного вектора, который является точкой радиальной непрерывности
разрывного оператора. На основе общих результатов устанавливаются но-
вые теоремы о существовании луча собственных значений задачи
(1)-(2) и наличии для каждого такого значения собственной функции, ко-
торая является полуправильным решением задачи (1)-(2). При этом ядро
дифференциального оператора с соответствующими граничными услови-
ями может быть ненулевым (так называемые резонансные краевые зада-
чи). Устанавливаются новые результаты о сходимости решений аппрок-
симирующей задачи для исходной проблемы (1)-(2) (возмущаются спек-
тральный параметр и нелинейность д(х, и)). По сравнению с результата-
ми других авторов по проблеме существования сильных решений задачи
(1)-(2) в диссертации ослаблены ограничения на множество точек раз-
рыва нелинейности д(х,и) по и; допускается, что исследуемые краевые
задачи могут быть резонансными, а оператор, порождаемый нелинейно-
стью, не компактен; в работах других авторов о нелинейных задачах на
собственные значения полуправильные решения не рассматривались.

Теоретическая и практическая значимость. Основные результа-
ты диссертационной работы имеют теоретическое значение. Полученные
результаты могут быть применены для исследования известных и новых
классов задач на собственные значения для уравнений эллиптического ти-
па с разрывными нелинейностями.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладыва-
лись и обсуждались на Международной конференции по анализу и гео-
метрии, посвященной 70-летию академика Ю.Г.Решетняка в Новосибирске
(1999 г.), на Симпозиуме, посвященном памяти М.А.Красносельского в Во-
ронеже (2000 г.), на зимних Воронежских математических школах (2000 г.,
2001 г.), на Международной конференции, посвященной 80-летию со дня
рождения С.Б.Стечкина в Екатеринбурге (2000 г.), на весенних Воронеж-
ских математических школах (2000 г., 2001 г.), на Четвертом сибирском
конгрессе по прикладной и индустриальной математике, посвященном па-
мяти М.А.Лаврентьева в Новосибирске (2000 г.), на Всероссийской науч-
ной конференции в Екатеринбурге (2001 г.), на VII конференции, посвя-
щенной памяти академика А.Н.Тихонова в связи с 95-летием со дня рож-
дения в Москве (2001 г.), на Международной конференции, посвященной
35-летию научной деятельности В.А.Садовничего в Челябинске (2002 г.),
на Конференции молодых ученых механико-математического факультета
МГУ им. М.В.Ломоносова в Москве (2002 г.), на Международной мате-
матической конференции "Еругинские чтения - VIII"в Бресте, Беларусь
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(2002 г.), на Международном семинаре по струйным, отрывным и неста-
ционарным течениям, посвященном 70-летию Балтийского государствен-
ного технического университета "Военмех"в Санкт-Петербурге (2002 г.),
на Всероссийской научной конференции в Туле (2002 г.), на Всероссий-
ской научной конференции в Новокузнецке (2002 г.), на научном семинаре
кафедры математической физики математико-механического факульте-
та Санкт-Петербургского государственного университета (руководитель -
профессор Н.Н.Уральцева), на научных семинарах кафедры высшей ма-
тематики и кафедры теории управления факультета прикладной мате-
матики - процессов управления Санкт-Петербургского государственного
университета, на научных семинарах кафедры вычислительной матема-
тики математического факультета Челябинского государственного уни-
верситета, на городском семинаре по дифференциальным уравнениям в
Челябинском государственном университете.

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в 20 работах,
список которых приведен в конце автореферата, из них 11 публикаций без
соавторства. В совместных работах научному руководителю В.Н.Павленко
принадлежит постановка задач, диссертанту - получение конкретных ре-
зультатов.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, че-
тырех глав и списка цитированной литературы. Общий объем работы со-
ставляет 101 страницу. Библиография содержит 86 наименований работ.

СОДЕРЖАНИЕ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
ДИССЕРТАЦИИ

Во введении дается описание предмета исследования, показано его
место в теории нелинейных уравнений, делается обзор основных результа-
тов, полученных другими авторами в данной области. Излагаются основ-
ные результаты диссертации и проводится сравнительный анализ их но-
визны.

В первой главе диссертации приводятся необходимые сведения о ва-
риационном методе для уравнений с разрывными операторами, приводят-
ся определения функциональных пространств, которые встречаются в ра-
боте, в том числе пространства С.Л.Соболева и теоремы вложения для
них.
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Вторая глава содержит три параграфа.
В первом параграфе дается операторная постановка задач и (1)-(2), вво-

дятся основные определения.
Пусть Е - вещественное рефлексивное банахово пространство, Е* -

сопряженное с Е пространство. Через (z,z) будем обозначать значение
функционала z Е* на элементе х € Е.

Рассматривается уравнение

Аи = \Ти (У)

с параметром > 0, где А - линейный самосопряженный оператор из Е
в Е*, Т : Е —» Е' разрывное, компактное или антимонотонное отображе-
ние, ограниченное на Е.
Определение 1. Число А называется собственным значением уравнения
(3), если это уравнение имеет ненулевое решение.
Определение 2. Отображение Т : Е —» Е* называется квазипотенци-
алъным, если существует функционал / : £ ? — » R, для которого верно
равенство

f(x+ )-/(i)= (T(x + th),h)dt Vx,h E.

При этом / называют квазипотенциалом оператора Т.
Определение 3. Отображение Т : Е —» Е* называется радиально непре-
рывным в точке х 6 Е, если для любого h € Е

lm.(T(x + th),h) = (Tx}h).

Определение 4. Элемент х £ Е называют регулярной точкой для опе-
ратора Т : Е —» Е", если для некоторого h € Е

Um(T(x + t/i),/i) <0.

Определение 5. Секвенциальным замыканием локально ограниченного
отображения F : —* EI (Е\, Е% - банаховы пространства) называется
отображение SF из в EI (вообще говоря, многозначное), значение SFx
(х S EI) которого совпадает с замкнутой выпуклой оболочкой множества
всех слабо предельных точек в ЕЪ последовательностей вида (Fxn), где
х„ —* х в Е\.

Во втором параграфе формулируется и доказывается теорема о суще-
ствовании полуоси положительных собственных значений для уравнений
с разрывными компактными операторами.
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Теорема 1. Предположим, что
1) А - линейный самосопряженный оператор из Е в Е* (Е - веще-
ственное рефлексивное банахово пространство), пространство Е пред-
ставляется в виде прямой суммы замкнутых подпространств Е\ и EI,
Е\ — КегА, причем существует постоянная а > О такая, что
(Аи, и) > а||и||2 для любого и € Е?;
2) отображение Т компактное, квазипотенциальное и ограниченное на
Е (т.е. существует М > О такое, что \\Tx\\ < М х Е), а его
квазипотенциал f равен нулю в нуле и для некоторого щ € Е значе-
ние /(UQ) > 0; если Е\ ^ {0}, то дополнительно предполагается, что

lim /(u) = —со;
ие£,,||и||->+эо
3) lim (Т(и + th) - Ти, h) > .0 для всех u,h&E.

Тогда найдется > О такое, что для любого > существует
и любое

такое и\ является решением уравнения (3) и точкой радиальной непре-
рывности оператора Т.

В третьем параграфе формулируется и доказывается теорема о суще-
ствовании луча положительных собственных значений для уравнений с
разрывными монотонными операторами, приводится следствие из нее.

Теорема 2. Предположим, что
1) А - линейный самосопряженный оператор из Е в Е* (Е - веще-
ственное рефлексивное банахово пространство), пространство Е пред-
ставляется в виде прямой суммы замкнутых подпространств Е\ и £•>,
Е\ = КегА, причем существует постоянная а > 0 тиокол, что
(Аи,и)>а\\и\\2 V u e E 2 ;
2) отображение Т квазипотенциальное, ограниченное и антимонотон-
ное на Е (т.е. (—Тх + Ту, х — у) 0 х, у € Е), а его квазипотенциал
f равен нулю в нуле и для некоторого щ € Е значение /(UQ) > 0; ес-
ли ф {0}, то дополнительно предполагается, что f ( u ) —

u6£i,||«l|->+oo
—СО.

Тогда найдется АО > 0 такое, что для любого А > АО существует
uA е Е,их ^ 0,/А(ил) - inf /А(г;),/л(и) = l(Au,u) - A/(u) « любое

ffcCf

такое и\ удовлетворяет включению Аи\ € \STu\, где ST - секвенци-
альное замыкание оператора Т.
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В отличие от теоремы 1 в теореме 2 компактность оператора Т не пред-
полагается.

Следствие 1. Если выполнены условия теоремы 2 и любая точка раз-
рыва оператора Т при > > 0 регулярная для F\u = Аи — , то
для элемент и\, удовлетворяющий равенству /Л(ид) = / л ( г > ) ,

является точкой радиальной непрерывности оператора Т и решением
уравнения (3).

Третья глава диссертации содержит четыре параграфа.
В первом параграфе формулируется краевая задача на собственные зна-

чения для уравнений эллиптического типа с разрывными нелинейностями,
вводятся основные определения и обозначения.

Пусть X = Н*(П), если (2) - граничное условие Дирихле, и X — Н1(£1),
если (2) - граничное условие Неймана или третье краевое условие. Крае-
вой задаче (1)-(2) сопоставим функционал -7А(и), заданный на X, следу-
ющим образом:

u(i)

JA(u) = Jt(u) -\jdx g(x,s)ds,
n

где

в случае граничного условия Дирихле или Неймана;

в случае третьего краевого условия.
Определение 6. Пусть R —» R. Назовем и G R прыгающим разрывом
функции /, если f(u-) < /(u+), где /(u±) = f ( s ) .

Во втором параграфе третьей главы, используя полученные во второй
главе результаты, доказываются теоремы о существовании луча положи-
тельных собственных значений задачи (1)-(2).

Теорема 3. Пусть выполнены условия
1) существует а > 0, для которого Ji(u) > Vu €. X;
2) для почти всех х € £1 g(x,ty = 0 и \g(x,u)\ a(x) Vu e R, где
а е L,(fi),<7 > ̂  фиксирована;
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3) найдется UQ X, для которого

щ(х)

dx g(x, s)ds > 0.

Тогда существует > О такое, что для любого
, и найдется и X такое, что

J\u) = dA. (4)

Если дополнительно для почти всех х € функция имеет только
прыгающие разрывы, то любое и, удовлетворяющее (4), является нену-
левым полуправильным решением задачи (1)-(2).

Теорема 4. Предположим, что выполнены условия 2), 3) теоремы 3 и
дополнительно условия
1') J\(u) > О Vu € X;

2) пространство N(L) решений задачи ненулевое;

и(х)
3) lim / dx f o(x, s)ds = —сю.

' u6W(L),||u||-*+oon 0
Тогда, утверждения теоремы 3 остаются верными.

В теореме 3 ядро дифференциального оператора с соответствующи-
ми граничными условиями нулевое, в теореме 4 получены достаточные
условия существования полуоси собственных значений для резонансной
краевой задачи.

В третьем параграфе, используя теорему 2, получена теорема о суще-
ствовании полуоси положительных собственных значений эллиптических
краевых задач с разрывными нелинейностями в критическом случае
q — , когда нет компактности вложения Нг(П) в L (П).

Теорема 5. Пусть выполнены условия
1) Ji(u) > 0 Vu e X;
2) для почти всех невозрастающая на R и для некоторой
ае (U)\g(x,u)\ a(x)Vu£R;

8) для почти всех точки разрыва лежат на плоскостях
и = Ui, i I (I - не более чем счетно) и если д(х,щ—) > д(х,щ+), то
g(x,Ui—)g(x,Ut+) > 0 для любого i € I;
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4) найдется UQ X, для которого

UD(I)

dx g(x, s)ds > 0;

5) если пространство N(L) решений задачи

I Lu = О,
\ Ви\Г = О

ненулевое (резонансный случай), то

и(х)

lira f dx I g(x,s)ds =
U6JV(£),||u|H+ooj/ J

0

Тогда существует > 0 такое, что для любого

d\ = J*(v) < О, и найдется и\ X, для которого

./АЫ - JA, (5)

и любое и\, удовлетворяющее (5), является ненулевым полуправильным
решением задачи (1)-(2).

В четвертом параграфе рассматривается модель отрывных течений нес-
жимаемой жидкости М.А.Гольдштика, которая охватывается теоремой 3.
Для одномерного аналога математической модели Гольдштика отрывных
течений несжимаемой жидкости найдены аналитические выражения для
нормы собственных функций соответствующей краевой задачи и значе-
ние функционала, порождаемого этой задачей, на них в зависимости от

собственного значения.
Четвертая глава диссертации посвящена устойчивости эллиптических

краевых задач со спектральным параметром и разрывной нелинейностью
по отношению к возмущениям спектрального параметра и нелинейности.

В первом параграфе дается-постановка задачи.
Пусть 17 - ограниченная область в R" с границей Г класса C2,Q, 0 < а 1.
гиперповерхности Si = {(x,u) Rn+1 : и = (pi(x},x e П}, tpt Wj(fi).
q > п, = l,m попарно не пересекаются. Для определенности считаем,

что (pi(x) < y>i+i(x) для любого х П и г = 1, m — 1. Существует d > О

такое, что для любого х отрезки [<pi(x)—d, tpi(x)+d], i = попарно
не пересекаются.
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Поверхности St, — 1, m разбивают область D = ft x R на непересека-
ющиеся подобласти:

A) = { (a : ,u )eD: t t<¥»i (aO},

Д = {(x, u) € D : <f>i(x) <u< <pi+i(x)}. =

Dm = {(x,u) £D:u> ipm(x}}.

Ha Di заданы каратеодориевы функции gj(x,u) такие, что для почти
всех х е П

\9г(х,и)\<а(х) Ми с (х,и) (6)

где а е L?(fi),' q > n, i = 0,т.
Функция д.: D —» R суперпозиционно измерима и на совпадает с

gi(x,u), причем для почти всех х € П, если (z, u) € S,-, то р(х,и) принад-
лежит отрезку с концами <7;_i(:r,w) и g,(:r,u). Будем предполагать, что
для почти всех х € П верно равенство

5(:г,0) = 0 (7)

и
, если (z, u) € Si. (8)

Фиксируем последовательность положительных чисел , сходящую-
ся к нулю и ограниченную сверху определенным выше числом d.

Нелинейность д(х, и) аппроксимируется последовательностью каратео-
дориевых функций (gk(x, и)) таких, что для почти всех х (Е П:
(i) gk(x,u) = (х,и), если \tf>i(x) — u\> для любого

|з*(*,и)|<а(ж) V u e R , (9)
где функция а из оценки (6).

Исходная краевая задача с параметром А имеет вид

Lu(x) = Xg(x,u(x)), x e f i , (10)

J5u|r = 0, (11)

где Lu(x) = — Е (uij(x)uXi)x + с(х)и(х) - равномерно эллиптический
*ij—i

формально самосопряженный дифференциальный оператор в области Q
с коэффициентами Оу е С1,а(П),с е Со,«(П) (0 < а < 1), (11) - од-
но из основных граничных условий: Дирихле, Неймана с ненормальной
производной или третье краевое условие.
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Как и выше, в зависимости от вида граничного условия (11) определя-
ется пространство X, а краевой задаче (10)-(11) сопоставляется функци-
онал JA(w), заданный на X.

Будем предполагать, что выполнено условие
(iii) найдется и € X, для которого

I dx g(x,s)ds > 0.

В дальнейшем рассматриваются два случая: коэрцитивный и резонанс-
ный.

В коэрцитивном случае (Ji(и) > a||u||^- Vu € X, а - положитель-
ная константа, не зависящая от и) из теоремы 3 следует существова-
ние АО > 0 такого, что для любого < 0, найдется

UQ € X такое, что JA(UQ) = J^(v) и любое такое UQ является нену-

левым полуправильным решением соответствующей краевой задачи.
Резонансный случай.
Предполагается, что

(iv) линейное пространство N(L) решений задачи

Lu = 0, х € П,

Ви\г = О

одномерно и ip(x) - базисная функция этого подпространства.
Кроме того, пусть для базисной функции ф пространства N(L) верны

неравенства (условия Ландесмана-Лазера)

д+(х)ф(х)дл + p_(z)^(z)dx > 0 >

д+(х)ф(х)(1х+ g_(x)il>(x)dx, (12)

где = = (предполагается, что для

почти всех х € П данные пределы существуют). Условия Ландесмана-
Лазера влекут равенство

lim I dx q(x,s)ds =—сю. (13)
«6W(L),|MH-H»j{
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Если дополнительно потребовать неотрицательность J\(u) на X, то из
теоремы 4 при сделанных предположениях относительно задачи (Ю)-(Н)
следует существование Л0 > 0 такого, что при

= d\ < О и найдется и X, для которого УА(и) = йд, причем

любое такое и принадлежит W^(fi) и является ненулевым полуправиль-
ным решением задачи (Ю)-(П).

Зафиксируем и пусть числовая последовательностьсходит-
ся к > 0. Рассмотрим аппроксимирующую задачу

Lu(x) = \kg
k(x,u(x)), х е П , (14)

5u|r = 0, ' (15)

где аппроксимирующая последовательность каратеодориевых функций
определена выше. Положим

Jk(u) = 7i(u) - A* dx gk(x,s)ds, N k > 2.

В коэрцитивном случае согласно теореме 3 для любого 2 существу-
ет Uk € X такое, что УА-(ЫД-) = inf Jk(v). Причем, любое такое щ € W?(fi)

и€Л
и является сильным решением соответствующей аппроксимирующей кра-
евой задачи.

В резонансном случае равенство (13) влечет равенство

l i m d x
«etf(I),||u||-*+oo

для любого k > 2. Из теоремы 4 следует, что для любого натурального
k > 2 существует м^ € X такое, что Jk(v*k) = inf Jk(v) и Uk является

vtX
сильным решением задачи (14)-(15).

Рассматривается проблема о близости решений аппроксимирующей за-
дачи Uk к решениям исходной задачи (Ю)-(И).

Во втором параграфе формулируется и доказывается теорема об устой-
чивости основных краевых задач эллиптического типа со спектральным
параметром и разрывной нелинейностью в коэрцитивном случае.

Теорема 6. Предположим, что
1) коэффициент с(х) оператора L неотрицателен, а в случае задачи Ней-
мана, кроме того, не равен тождественно нулю на П;
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2) выполнены оценка (6), равенство (7), неравенство (8), оценка (9) и
условие (Иг).
Тогда последовательность (щ) решений аппроксимирующих задач
(14)-(15), построенная выше, является минимизирующей последователь-
ностью для функционала JA на X; (uk) содержит подпоследователь-
ность (uk,), сходящуюся в С^П) к полуправильному решению UQ предель-
ной задачи (Ю)-(П), для которого JX(UQ) = inf Jx(v); если инфимум JA

и€Х
«а X достигается в единственной точке щ, то Uk —> щ в Ci(IT).

В третьем параграфе формулируется и доказывается теорема об устой-
чивости резонансных эллиптических краевых задач со спектральным па-
раметром и разрывной нелинейностью.

Теорема 7. Предположим, что
1) Ji(u) > 0 Vu X;
2) выполнены оценка (6), равенство (7), неравенство (В), оценка (9),
условия (in), (iv) и условие Ландесмана-Лазера (12).
Тогда последовательность (щ) решений аппроксимирующих задач, по-
строенная выше, содержит подпоследовательность (ut,), сходящуюся
в Ci(Q) к полуправильному решению щ задачи (Ю)-(П), для которого
JA(UO) = inf Jx(v). Если последний инфимум достигается в единствен-

v£.X
ной точке WQ, то и^ —» UQ в Сх(П).
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