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ОЫЦАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы Актуальность изучения пространств по-
стоянной кривизны объясняется тем, что они имеют приложения и в 
математике, и в теоретический физике. Как и любая другая область 
математики, они всегда будут служить источником различных задач. 
Возможность построения в многообразиях орициклов плоскости Ло-
бачевского и орисфер пространства Лобачевского аналогов преобра-
зовании Лагерра предполагает изучение взаимосвязей этих преобра-
зований с преобразованиями Лагерра в евклидовом пространстве, а 
также параллельное изучение i еометрий семейств орисфер простран-
ства Лобачевского и семейств плоскостей евклидова пространства и 
интерпретации объектов одного пространства в другом. При рас-
смотрении преобразований Лагерра на псевдоевклидовой плоскости 
оказалось, что траектории трех различных однопараметрических под-
групп группы Лагерра представляют собой три гсевдоевклидовых ана-
лога трактрисы. При вращении этих кривых вокруг их баз в псевдо-
евклидовом пространстве получаются поверхности, на которых реа-
лизуется геометрия либо собственной, либо идеальной области про-
странства Лобачевского. Поэтому интересной представляется задача 
получения единообразного описания поверхностей вращения посто-
янной кривизны в евклидовом и пссвдоевк^шдовим пространствах. 

Геометрии Ш -орисфер в неевклидовых пространствах по-
священа работа N1 И.Горбуновой [1J (см. также [2]). Движения в псев-
доевклидовых пространствах изучались, в частности, в различных 
статьях В.Г. Коппа, из которых в данной работе использованы [3] и 
|4] Теория нормализации А.П Нордена изложена в |5]. Необходимые 

1. Горбунова М.И. Геометрия М -орисфер в неевклидовых простран-
ствах // Ученые записки Коломенского педагогического ин-та. Т 8 
1964. С. 53-74. 

2. Розенфельд Б.А. Неевклидовы пространства. - М Наука. 1969. 
574 с. 

Я Копп В.Г. Классификация бесконечно малых движений и их пуч-
ков в четырехмерном пространстве Лоренца // Ученые записки Ка-
зан. ун-та Т. 123, кн 1. Кашгъ. - 1963 С. 59-77. 

4. Копи В Г. Линейные комптексы и их и\чки в трехмерном псевдо-
евклидовом пространстве. // Ученые списки Елабужского пед-го 
ин-та 'Г 3. - 1958. С 35-82. 

5. Норден А.П. Пространства аффинной связноа и М; Наука, 1976. 
432 с. 
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сведсния из теории каеагельньсх расслоений можно найти в [6]. Гео-
метрия Лагерра подробно изложена И.М Ягломом в [7]. Теории 
дробно-линейных преобразований посвящено много работ 
Б.А Ризельфельда, З.АСкопеца, И.М.Яглома Аналоги преобразова-
ний Лагерра, действующие в многообразии прямых плоскости Лоба-
чевского рассмогрены в совместной работе [8] двух последних авто-
ров. A.FL LLI] фоков предложил рассматривать аналоги преобразований 
Лагерра, действующие в многообразиях орициклов плоскости Лоба-
чевского и орисфер пространства Лобачевского Аналоги преобразо-
вании Лагерра в многообразии орициклов плоскости Лобачевского 
изучены М А Микенперюм [9]. Аналоги преобразований Лагерра в 
идеальной области лрос гранства Лобачевского введены в работе 
К.П.Шустовой [10] Связь геометрии касательных расслоений ком-
плексной проективной прямой с геометрией Лобачевского изучалась в 
работе Н.Н. Переломовой 111] Классические результаты по геометрии 
Лобачевского приведены в сборнике [12] Вопросам вложения по-
верхностей с определенной метрикой в трехмерное псевдоевклидово 

6. Евтушик Л.Е., Лумисте Ю Г., Остиану И М. Широков А.П. Диф-
ференциально-геометрические структуры на многообразиях // 
Итоги науки и техн. ВИНИ'ГИ Пробл. геометрии. - 1979. Т.9. -
246 с. 

7. Яглом И М. Комплексные числа и их применение в геометрии. // 
Математическое просвещение № 6. - 1961. С. 61-106. 

8 Скопец З.А., Яглом И.М Преобразования Ллгерра плоскости Ло-
бачевского и дробно-линейные преобразования двойного перемен 
ною 

9. Микенберг М Л Геометрия Лагерра и се аналог. - Дисс. канд 
физ.-мат. наук. - Казань, 1994. - 159 с. 

Ю.Шустова К.П. Взаимосвязь между преобразованиями Лагерра в 
трехмерном псевдоевклидовом пространстве и их аналогами ь 
идеальной области трехмерного пространств! Лобачевского / Ка-
зан ун-т. - Казань, 1993. - Деп. в ВИНИТИ 15.12.93, № 30^7 - В 
93. - 19 с. 

П. Псреломова Н.Н. Касательные расслоения комплексной проеюив 
ной прямой и геометрия Лобачевского. - Дисс. канд. физ -мат. на-
ук. - Казань 1989. -97 с. 

12. Оо основание геометрии. Сборник классических работ по гео-
метрии Лобачевского и развитию ее идей М 1ТТЛ, 1956 —528 с 

"ТАЛНАЯ БИБЛИОТЕКА* 1 
•им. Н. И. ЛОБАЧИСКОГО I 
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простраяство посвящена работа Д Д Соколова [13]. В последние годы 
лиявились интересные работы по вложению метрик в ПССВДОСЕКТИДО-

во пространство. Интерпретации пространств постоянной кривизны 
изложены в книгах Б. А. Розенфел ьда, Ф.Клейна, Э. Картона, 
П.А.Широкова [14] и многих других авторов Свойства псевдоевкли-
довой инверсии изложены в 115] 

Цель работы. Установить взаимосвязи между геометриями 
семейств_ орисфср собственной и идеальной областей пространства 
Лобачевского с одной стороны и геометриями семейств ориентиро-
ванных плоскостей евктидова и псевдоськлицова пространств с дру-
гой. Изучить аналоги преобразовании Tlai ерра, действующие в мною-
образип орисфср пространства Лобачевского. Дать истолкование од-
нопараметрических подгрупп группы Jlareppa на псевдоевклидовой 
плоскости и изучить поверхности вращения соответствующих траек-
торий в псевдоевклидовом пространстве. 

Методы исследования. Используются методы классической 
дифференциальной геометрии, теории расслоенных пространств, ме-
тод нормализации Н ордена, методы теории гладких многообразии и 
групп Ли, методы теории накрытий. 

Научная новизна и основные задачи, решенные в диссертации 
и выносимые на защиту. 

1 Построено отображение, сопоставляющее ориентированной 
гиперплоскости евклидова пространства гиперорисферу пространства 
Лобачевского и установлены взаимосвязи между геометриями се-
мейств ориентированных гиперплоскостей евклидова пространства, 
огиоающих ориентированные гипсрсферы (циклы), и геометриями 
семейств гиперорисфер пространства Лобачевского, огибающих эле-
ментарные поверхности постоянной кривизны этого пространства. 

2 Построено отображение, сопоставляющее ориентированной 

евктгидовой гиперплоскости псевдоевкпидова пространства 1Еп+1 ги-

перорисферу идса яьной области 'Л,н1 пространства Лобачев-

13. Соколов Д.Д. О регулярности ьыггуклых поверхностей с дефинит-
ной метрикой в трехмерном псевдоевклидовом пространстве. // 
Итоги науки итехн ВИНИТИ Проб <емы геометрии. - 1977. Т.8. -
С. 257-276. 

14. Широков П.А Избранные работы по геометрии - Казань: Из-во 
Казан, ун-та. - 1%6. 43.3 

15. Ро<енфельдБ А. Многомерные пространств') - М.: Наука. 1%6. 
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ского. Установлены взаимосвязи между геометриями семейств ориен-
тированных гиперплоскостей псевдоевклидова пространства хЕ„+1 и 

геометриями семейств гиперорисфер идеальной об пасти 1АяМ про-
странства Лобачевского. 

3. Дано истолкование аналогов преобразований Jlareppa ис-
ходя из свойств пространства Лобачевского. Выделена подгруппа, 
изоморфная группе движении npoi/л >анства Лобачевского. 

4. Введены аналоги трактрисы на псевдоевкл вдовой плоско-
сти и изучены поверхности вращения этих кривых в псевдосвклидо-
вом пространстве. В работе трак1рисы возникли как траектории одно-
параметрических подгрупп группы Лагерра на псеьдоевкла ювой 
плоскости. Изучены поверхности вращения постоянной кривизны в 
псевдоевклидовом пространстве и установлены их связи со стандарт-
ными плоскостями S2, Д 2 , V 

Научное и прикладное значение Полученные результаты мо-
гут быть использованы в научных исследованиях по неевклидовой 
геометрии, а также при ччении спецк> рсов в тех высших учебных за-
ведениях, где проводятся исследования по дифференциальной и не-
евклидовой геометрии, ручаются основания геометрии. 

Апробация работы Основные результаты работы доклады-
вались и обсуждались на итоговых научных конференциях ЬГПИ. на 
международной школе - семинаре пс геометрии и анализ} памяти 
Н В. Ефимова (Абрау-Дюрсо, сентябрь 1998 г., сентябрь 2002 г); на 
международной научной конференции «Актуальные проблемы мате-
матики и механики», посвященной 40-летию механико-
математического факультета КГУ (Казань, октябрь 2000 г.), на семи-
наре кафедры геометрии КГУ 

Публикации По теме диссертации опубликовано 11 работ, из 
которых 2 в соавторстве В диссертацию включены лишь результаты 
автора. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, 
трех глав и списка литературы. Весь материал разбит на 8 параграфов. 
Общий объем работы - 115 страниц машинописного текста. 

Краткое содержание работы 
Во введении обоснована ак р, алъность темы, уха *ана цель ра-

боты и изложены основные результаты диссертации 
В первой I таве строится диффеоморфизм многообразий ори-

ентированных гиперплоскостей евклидова и псевдоевклидова про-
странств и многообразий гиперорисфер соответственно собственной и 
идеальной областей пространства Лобачевского, то'гнее двух его эк-



зе чгияров с общим абсолютом. Изучаются в шимосвязи между оги-
бающими семейств гиперорисфер и гиперплоскостей. Посредством 
изотропной проеющи многообразия огибающих наделяются нсевдо-
евклидовой метрикой, изучают ся взаимосвязи между метриками под-
многообра *ии 

В § I гиперорисфере 

( п - ~ Р ) г Н в - ^ У = ( f ) 2 

собственной области пространства Лобачевского А п П , задаваемой 

своим уравнением в модели Пуанкаре с абсотютом 0 = 0 сопостав-
ляется ориентированная гиперплоскость 

2 ^ ' х ' +(р -со- О 
/ I 

пространства Еп,,, рассматриваются огибающие семейств гиперори-
сфер и гиперплоскостей. Выделяются случаи, когда огибающие (ник-
лы) являются гиперплоскостям и пространства Лобачевского, точками 
пространства Д„4.,, гиперорисферами, гиперсферами эквидистанта-
ми гиперплоскостей. Характеристика соответствующих им огибаю-
щих семейств гиперплоскостей дается с учетом свойств пространств 

ЕпЛ и '/4-2- С использованием изотропной проекции дается истолко-
вание касания ииклив. Рассматриваются преобразования «переориен-
тации» циклов Дается конформная интерпретация соотношении 
двойственности, задаваемых абсо тютным потяршетом в проективной 
модели расширенного пространства Лобачевского. Находится вид 
линейного элемента индуцированной метрики в подмногообразиях 
огибающих ссмейств гиперорисфер В частности, доказывается, что в 
многообразии точек, рассматриваемых в качестве огибающих се-
мейств гиперорисфср снова ид i\ и ир\ется метрика собствен но it об-
ласти пространства Лобачевского. В многообразии гиперплоскостей 
пространства Л„„, индуцируется метрика идеальной области про-
странства Лобачевского. В многообразии гиперорисфер, рассматри-
ваемых в качестве огибающих семейств гиперорисфер, индуцируется 
вырожденная метрика 

I p k Г У 
d.s~ = ———г-
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В двух последних случаях индуцированная метрика совпадает с угло-
вой метрикой в этих многообразиях. 

В § 2 конформная модель идеальной области , простран-
ства Лобачевского получена методом автополярной нормализации 
гиперквадрики в проективном прос гране гве РПт2. Далее решаются 
*адачи, аналогичные задачам § 1, для семейств гиперорисфер i uiea.n>-
ной области 1Ая+1 пространства Лобачевского и семейств ориентиро-
ванных гиперплоскостей пространства 1£л+1. В частности, показывает-
ся, что при переориентации цикла в соответствующий ему цикл 

в пространстве 1A / l t l, которое рассматривается в модели Пуанкаре в 
псевдоевклидовом пространстве, подвергается инверсии в псевдоевк-
лидовой гиперсфере и наоборот. 

В § 3 рассматривается модель пространства Лобачевского в 
семействе сфер евклидова пространства. Ддя наглядности рассужде-
ния ведутся в малой размерности Дается геометрическая хараетери-
стика семейств окр} жностсй, соответствующих пристеишям кривым, 
в частности, орициклам плоскости Лобачевского 

Во второй паве рассматриваются преобразования Лагерра и 
их аналоги в пространстве Лобачевского. В § 4 строится базис опера-
торов группы JIaiерра GJ0 в /'3 Преобразования группы истолковы-
ваются как движения пространства Устанавливаются связи этих 
преобразований с преобразованиями на комплексной проективной 
прямой. А именно, шесть операторов группы Лагерра яв ляются лиф-
тами в касательное расслоение преобразований комплексной проек-
тивной прямой. 

В § 5 дается исшткование преобразований группы GI0 исхо-
дя из свойств пространства Лобачевского А3 Рассматривается дейст-
вие преобразований как на орисфсры. так и на огибающие семейств 
орисфср. Элементарными средствами доказывается, что л и преобра-
зования обладают свойством <\Орициклической эквилонгальности» 
Аналогичные рассуждения можно провести и для идеальной области 
пространства Лобачевского Выделяется подгр\ппа (ть группы G10. 
изоморфная гр\ппе движений пространства Л, Дается истолкование 
п^евдоевкш ювы\ трансляций в пространстве Лобачевского. 

Приведем пример исследований оператора / / , . порождающе-

го' пространственжшодобные трансляции в псевлоевклидовом про-
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странстве 1 Ел. Соответствующее ему в пространстве Лобачевского 

преобразование на орисфсры действует так. Орисфера а(£,со)у где 

С, € С, (О G R - координаты севернсго по ооса евклидовой сферы, 

служащей орисферой пространства Лобачевского в модели Пуанкаре 

в евклидовом полупространстве - переходит в концентрическую ори-

сферу 

Без использования координат можно предложить следующий алго-

ритм для определения конечного преобра ювания, порожденного ин-

финитезимальным преобразованием и5 

1) фиксируем плоскость к и в ней направтонною прямую р ; 

2) выбираем ось О орисферы (X > парат 1ельную в указанном на-

правлении прямой р . а г л а =т. А . 

3) через т. А проводим орисферу ft с той же осью, ft Г\л по 

орициклу ВС \ 

4) из т. А на орисфере проводим орицикл 

АС перпендику-

лярно орициклу ВС (во внутренней геометрии орисфсры /3 

это евклидов лерпендику тяр к прямой В { ' ) Длину дуги ори-

цикта до точки пересечения обозначим А С -х 

Учитывая это. получим истолкование оператора И5 . 

орисфера (X под действием конечного преобразования. соответст-

ВУЮШСГО параметру / . переходит в копненфичеемю орисферу (X 

так\ю что иинаогрезк! и\ оошей оси равн.1 ln(l \ 2т / ) 
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Устанавливаются связи этих преобразовании с iсомегрпей Лобамев-
CROIO Под действием трех однопараметрических подгрупп прямая 
псевдоевклидовой плоскости «скользит» по трем различным псе р.до -
евклнловым аналогам трактрисы. 

В третьей главе изучаются поверхности вращения постоян-
ной кривизны в псевдосвклидовом пространстве 

В § 7 рассматриваются поверхности вращения одной из трак-
трис, найденных в § 6: 

г 

x = A(\nth- + chu) 
1 ^ 

у = Ashu 
Для поверхности, по лученной эллиптическим вращением трактрисы, 
строится ее накрытие идеальной областью 'Д2 плоскости Лобачев-
ского с удаленным особым орициклом - изотропной прямой. Каждая 
точка при эллиптическом вращении трактрисы движется по орициклу 
идеальной области, при гиперболическом - по орицикл^ собственной 

10 Ш\стоса К Л О преобра зованиях Лагерра в псевдоевклидовой 
плоскости / Казан, УНД. Казань, I W - Дел в ВИНИТИ 
21.04 t j № U)V)-B <В. - 1 4 с. 
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области плоскости Лобачевского. Фактически одна из этих псевдо-
сфер получена П. А Широковым в раиотс «Интерпретация и метрика 
квадратичных геометрий». Только автор не обратил внимания на 
свойства самого меридиана и не исследовал глобально связи поверх-
ности с идеальной областью плоскости Лобачевского. 

В § 8 рассматривается более общая задача. Рассматриваются 
меридианы поверхностей врашения постоянной кривизны в евкчидо-
вом пространстве. Радиус вращения заменяется на мнимый и рассмат-
риваются эллиптические и гиперболические вращения полученных 
кривых в псевдоевктидовом просгранство Показывается, что в интег-
рируемых случаях меридианы являются трактрисами или окружно-
стями (которые тоже можно истолковать как трактрисы, только с и ю-
тропной базой). Изучаются поверхности вращения в ' £ 3 . Строится, в 
частности, продолжение евклидовой «воронки» Бельтрами-Миндинга 
(см. [17]). Меридиан 

x = sht- arctg(sh / ) , 
< 

у - cht. 
псевдоевклидова продолжения «воронки» Ьельграми-Мичдинга явля-
ется одним из псевдоевюшдовых аналогов трактрисы отрезок каса-
тельной от точки касания до базы имеет постоянную вещественную 
длину (для данной кривой равнзто единице), расстояния между точка-

17. Мищенко А.С., Фоменко А.Т. Курс дифференциально и геометрии 
и тополовии - М. Изд-во МГУ, - 1980. - 439 с 
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При гиперболическом врашсиии данной трактрисы вокруг базы воз-
никает поверхность, изометричная части идеальной области, заклю-
ченной между ее орициклом и абсолютом. Строится также псевдоевк-
лидово продолжение евклидовой поверхности вращения постоянной 
положительной кривизны, посте разреза по меридиану фрагмент по-
верхности в псевдоевклидовом пространстве отображается на «рас-
ширенный» круговой сектор эллиптической плоскости, охватываю-
щий м ол 2 tJj , где Ъ > 1 

В итоге локально получается четыре типа поверхностен гиперболи-
ческая, псевдогиперботическая. [эллиптическая, псевдоэллиптическая 
Глобальная структура и\ различна С помощью теории накрытий и 
двух метрик пространств и 'Е3 устанавливаются взаимосвязи 
изучаемых поверхностей с поверхностями вращения постоянной кри-
визны в и со стандартными эллиптической, гиперботической 
плоскостями, а также с идеальной областью плоскости Лобачевского 



- 13 -

Публикации автора по теме диссертации 

1. Костин А.В. О метрике в многообразии ог ибающих семейств 
орисфер // Тезисы докладов Международной школы-семинара по 
геометрии и анализу памяти НВ Ефимова - Ростов-на-Дону 
1996. С.19 

2. Костин А.В. К геометрии орисфер собственной и идеальной об-
ластей пространства Лобачевского И Тезисы докладов Междуна-
родной школы-семинара по 1еометрии и анализу памяти Н.В. 
Ефимова - Росгов-на-Дону, 1998. С.40-42. 

3. Костин А.В., Костина Н.Н. О модели пространства Лобачевского 
в семействе сфер евклидова пространства // Тезисы докладов 
Между народной школы-семинара по геометрии и анализу памяти 
НВ. Ефимова - Ростов-на-Дону, 1998 С. 42-43 

4. Костю* А.В. О конформной модели пространства 1 Ап и геомет-
рии гиперплоскостей 1 Еп //Молодежный весгник. Межвузов-
ский сборник научных трудов. В. 2. Набережноче лнинский пед 
ин-т., Наб. Челны, 1999. С. 132-136. 

5 Костин А.В К геометрии гиперорисфер // Тр. Матем центра им. 
Н.И. Лобачевского Т. 5. Казань, 2000. С. 120-121. 

6. Костин А В. Преобразования аналога группы Лагерра в про-
странстве Лобачевского // Актуальные проблемы математики и 
методики ее преподавания. Межвуз. сб. научных трудов. - Пенза, 
2001. С. 37-42. 

7, Костин А.В Замечание о преобразованиях Лагерра на псевдоевк-
лидовой плоскости // Тр. Матем центра им. Н И. Лобачевско! о, 
Т. 11. Казань. 2001. С. 157-160 

8 Кост ин А В Поверхности вращения постоянной кривизны в 
псев, юевклидовом пространстве // Движения в обобщённых про-
странствах. Межвуз. сб. научных трудов Пензенский гос. пед 
\ н-т -2002. С. 111-126. 

9. Костин А.В. Семейства орисфер собственной и идеальной облас-
тей пространства Лооачевского // Елабужвшй гос пед ин-т. -
Елабуга. 2002. - Дел."в ВИНИТИ 11.04Ш, №673---02002 - 42 с. 
ил. 

10 Костин А. В О преобразованиях Лагерра и поверхностях ПОСТО-

ЯННОЙ криви шы в псевдоевк видовом пространства // Тр участ-
ников Межл> народной школы - семинара по геометрии и анали-
зу памяти Н В. Ефимова - Ростов~нн-Дону. 2002 с. 35-37. 



- 14-

11. Костин А. В., Костина Н Н. Об истолковании преобразований в 
идеальной области пространства Лобачевского // Тр участников 
Международной школы - семинара по геометрии и анализу па-
мяти Н. В. Ефимова - Ростов-на-Дону. 2002. с. 37-38. 


