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011в2зБ-I 
Общая характеристика работы 

Актуальность проблемы. Объектом исследования: настоящей 

диссертации являются двумерные пространственноподобные поверх­

ности нулевой средней кривизны (в да.Тhнейшем ИСК-поверхности) в 

псевдоевклидовом пространстве, а также системы дифференциальных 

уравнений, описываюш:ие такие поверхности. 

Проводимые в диссертации исследования уходят своими корнями в 

теорию минимальных поверхностей в евклидовом пространстве, кото­

рая, с одной стороны, продолжает бурно развиваться в настоящее вре­

мя по разным направлениям, а с другой -- имеет резулътаты, ставшие 

классическими и широко известными б;~аrодаря работам Ф. Альмгре­

на, С.И. Бернштейна, Л. Берса, Дж. Дугласа, И.С.С. Ниче, Р. Оссер­

мана, А.В. Погорелова, Дж. Саймонза, Г. Федерера, Р. Финна, У. Фпе­

минга, А.Т. Фоменко, а также в самые последние годы - Ю.А. Ами­

нова, Э. Бомбъери, А.А. Борисенко, Э. Де Джиорджи, Э. Джусти, 

О.В. Иванова, В.М. Миклюкова, У. Микса, И.Х. Сабитова, Л. Сай­

мона, В.Г. Ткачева, А.А. Тужилина, Д. Хофмана и др. 

В настоящее время возрос интерес к поверхностям нулевой средней 

кривизны в псевдоримановых многообразиях, что обуслов;~ено приме­

нением разрабатываемого математического аппарата в теории репя­

тивистской струны - одного из активно развиваюurихся: направлений 

современной физики_. Важные результаты по этой тематике, устано­

вленные Р. Бартником, Л. Саймоном, С. Ченгом и С. Яу, К. Экером, 

недавно получили свое развитие в работах В.М. Миклюкова, А. Трай­

бергса, Х. Чоя:, А.А. Клячина и В.А. Клячина. 

Минимальные непараметрические поверхности х n+I = f ( х 1, ... , х n) 

( т .е. поверхности заданные в явном виде, или графики) в пространстве 

Rn+l переменной х = (х1, ... , Xn, Xn+1) описываются: квазилинейным 

дифференциальным уравнением 

(1) 
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где f = f(x1, ... ,xn), fz; =/!; , а IV/12=1;1 + ··· +1; •. 
В 1915 г . С.Н. Бервштейя (см. 11]) доказал свою знаменитую теоре­

му, утверждающую, что при п = 2 любое целое решение f = l(x1,x2) 
уравнения ( 1) яв;~.ястся линейной функцией переменных х 1, х2. Эта тео­

рема дала толчок развитию теории мив:ималъп:ых поверхностей в раз­

личных направлениях. В 60-е годы в цикле работ Ф.И. Алъмгрепа, 

Э. Бомбъери, Э. Де Джиорджи, Э. Джусти, У. Флеминга, Пж. Сай­

монза была решена известна.я проблема о справедливости аналога те­

оремы Бернштейна в пространствах размерности выmе трех. 

BeдJil исследования в этом направлении, разные авторы получали 

результаты, обобщающие теорему Бервштейпа и другие структур­

ные теоремы дл.я минимальных поверхностей. Так, например, в рабо­

тах Л. Берса, В.М. Миклюкова, И.С.С. Ниче, Р. Оссермана, Р. Фин­

на теорема Бернштейна была распространена па различные классы 

уравнений типа мипима.Тhпых поверхностей. В статьях Л. Саймона, 

В.М. Кессслъмана были получены геометрические обобщения теоремы 

Бернштейна для поверхностей с квазикопформпым гауссовым обра­

зом, а в работе В.Г. Ткачева данная теорема была установлена для 

двумерных р-мипимальпых поверхностей. 

В 1970 г. Ка.•аби предложил рассматривать дифференциальное 

уравнение 

(2) 

где IV 112 = 1;
1 
+ ... + 1;. < 1, описывающее максима."'IЪные про­

странствеппоподобные гиперповерхности в пространстве Мипковско­

го . Капаби установил справедливость теоремы Бернштейна для урав­

нения (2) при п ~ 4. Несколько позже (1976) Чеягом и Яу было по­

казано, что дл.я уравнения (2), в отличие от уравнения (1), теорема 
Бернштейна справедлива при всех п ;:=: 2. 

Другой традиционной задачей теории минимальных поверхно­

стей является описание асимптотического поведения поверхности «па 

бесконечности» . ИсследованиJ1, ведущиеся в этом направлении, бази-

•• ~ J ..._) с..\. 

1 
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руются на том факте, что сужение коорлинатной функции на миии­

:-.1альную поверхность будет гармонической функцией в метрике этой 

поверхности . Тем самым имеется риманово многообразиr. на котором 

а priori задан класс гар:-.юнических функций. В связи с этим важное 
значение приобрrтает знание конформного типа данного многообра­

зия . Из авторов , рассматривавших асимптотическое поведение НСК­

поверхностей «на бесконечности», :-.южно назвать .71 . Берса, Л. Саймо­
на, В.М. Миклюкова. 

Отметим, что кро:ме непара.м:етрических поверхностей в работах 

[5. 6] исследовались минима;~ьные поверхности трубчатого типа и по­

верхности с краем - :-.шнимальные :1енты, а в работах [4] , [8]-[10] 
аналогичные поверхности в пространстве Минковского . 

Цель работы: 

• Получение аналогов теоремы Бернштейна для двумf'рных про­

странственноподобных ИСК-поверхностей в псевдоевклидово:v1 

пространстве, заданных в непараметрической форме . 

• По:~учение признаков. гарантирующих парабо:шчноеть кон­

формного типа индуцированной метрики двумерных простран­

ственноподобных непараметрических поверхностей. и их при­

менение д:~я псс.11едования поведения таких поверхностей «на 

бесконечности». 

• Изучение систем дифференциальных уравнений, описывающих 
двумерные непараметрические НСК-поверхности в псевдоевк:~n­

довом пространстве. 

Методика исследования. Основные ре1ультаты диссертации 

основаны на использовании параболичности конформного типа метрик 

рассматриваемых поверхностей, возможности г:~обальной конформной 

параметризации таких поверхностей и применении методов теории 

функций . 
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НаучнаJ1 новизна, теоретическая и практическая цеввость. 

Все представ::~енные в диссертации ре'!ультаты , кроме обзорно-подго­

товит!'::~ъного § 1.1, .являются новьиm. Работа носит теоретический 

характер . На зашиту выносятся следующие результаты: 

1) аналог теоремы Р. Оссермана о глоба..'Iьном представ;~ении для 

целых двумерных непараметрических пространственноподобных 

ИСК-поверхностей в псевдоевклидово:м пространстве: 

2) обобщения теоремы С.И. Бернштейна д;~я систем квази;~инейных 

дифференциальных уравнений, описывающих двумерные непа­

раметрические ИСК-поверхности в псевдоевк;~идовом простран­

стве: 

З) признаки параболичности конформного типа :метрики для обоб­

щrнных поверхностей и для пространственноподобных непара­

метрических поверхностей в псевдоевклидовом пространстве; 

4) теоремы о геометрических свойствах решений класса систем 

дифференциа;~ьных уравнений типа ИСК 

Результаты диссертации могут быть использованы при исследова­

нии ИСК-поверхностей в псевдоевклидовш.1 пространстве. а также при 

изучении свойств решений некоторых нелинейных систем дифферен­

пиапьных уравнений с частными производны:-ш. 

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались 

на летней школе-конференции «Алгебра и анализ», посвященной 100-
летию со дня рождения Б.М. Гагаева (июнь 1997 г., г. Казань) ; меж­

дународной конференции по геометрии «В це;юм» (сентябрь 1997 г . , г. 

Черкассы, Украина) ; молодежной научной школе-конференции по тео­

рии функций (сентябрь 1998 г ., г. Казань) ; международной конферен­

ции по анализу и геометрии. посвященной 70-::Iетию Ю.Г. Решетняка 

(август-сентябрь 1999 г., г. Новосибирск) ; на научных конференциях 

профессорско-преподавательского состава ВолГУ (1996- 1999 гг . ) . 
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Публикации. Основные результаты диссертации изложены в пу­

бJШКациях (12] ---[18]. 

Структура диссертации. Диссертация состоит из введения, 

трех rлав, разбитых на девять параграфов, списка литературы и из­

ложена на 95 страницах. В работе используется подчиненна.я нумера­

ция. При этом нумерация параграфов и формул подчинена нумерации 

глав, нумерация определений, лемм, теорем, примеров и замечаний -

нумерации параrрафов . Библиография диссертации содержит 64 на­
и:мевоваиия. 

Обзор содержания работы 

Во введении диссертации характеризуется научное направление, 

круг решаемых задач, их актуальность и методы исследования . При­

веден краткий перечень полученных результатов. 

Первая глава диссертации посвящена обобщению теоремы 

С.И. Бернштейна на непараметрические пространственноподобные 

ИСК-поверхности в псевдоевклидовом пространстве, заданные над 

плоскостями с раз.:mчной индуцированной структурой. 

В § 1.1 напоминаются некоторые понятия геометрии псевдоевклидо­

ва пространства E~+r, обобщаются известные факты теории поверх­

ностей в евклидовом пространстве. В частности, на псевдоевклидов 

случай распространяется хорошо известное условие изотермичвости 

локальных координат, заданных на двумерной ИСК-поверхности . В 

случае Е3 это условие служит основой для получения представле­
ния Вейерштрасса, играющего ключевую роль при исследовании ми­

нима.m.ных поверхностей в этом пространстве. В целом § 1.1 носит 

обзорно-подготовительный характер . 

Пространство E~+r рассматривается в настояш;ей диссертации как 

пряма.я сумма вида 

где 11 принимает в качестве значений О, 1 или 2, а любой его элемент 
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х как сумма 

х=у+х, 

При этом в E~+r выбираются координаты У1, ... , Yn+r-2 1 х1, х2 так, что 

в них выполнено: 

х = (У1 , ... 1 Yn+r-21Х11 х2), 

у = (YI1 · · · 1 Yn+r-21 01 О), 

х = (О , ... ,О 1 х1,х2) 1 

и в зависимости от v метрика в E~+r = E~z~-2 Ef) Е~ имеет вид 

r n+r-2 
ds2 = - Е dy[ + L dy[ + dx~ + dx~, при v =О, 

i=l i=r+l 

r-1 n+r-2 
ds2 = - L dyt + L dyt - dxi + dx~, при v = 1, 

i=l i=r 

2 r-2 2 n+r-2 2 2 2 
ds = - .L dy; + . L: dyi - dx1 - dx2 , при v = 2. 

r=I •=r-1 

Ортонормированный базис, ассоциироваяяый с этими координата­

ми , обозначим через е1, ... 1 Cn+r · 

Непараметрическими поверхностями в псевдоевклидовом прост­

ранстве называются поверхности, являющиеся графиками отображе­

ний вида 

у = f(x) . !J С Е2 -t En+r-2 
· v r-v ' (3) 

где f(x) = (!1(х), ... , ln+r-2(x), О, О) - некоторая вектор-функция клас­

са С2 • В случае v = О (соответственно 11 = 1, v = 2) мы говорим, 
что поверхность задана над евклидовой n11оскостью (соответственно 

n11оскостью Минковского, антиевк11идовой n11оскостью). 

В проводимых исследованиях рассматриваются поверхности, у ко­

торых первая фуядамента..'IЬная форма положительно определена. Та­

кие поверхности для краткости называются nространственноnодоб­

ными [2]. 
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Квадрат :rинейного элемt-нта длины метрики непараметрической 

поверхности вычисляется по фop:vryлt> : 

где р2 • q2• (р. q) - скалярные квадраты и произведение векторов р = fz, 
и q = f" 2 в E~+r. 

В § 1.2 найдены дпффере1Щ:иа:~ьные соотношения, описывающие 

двумерные непараметрические ИСК-поверхности. В векторной форме 

эти соотношения можно записать двумя эквива....-хентными способа.ми: 

2 2 2 2 (еn+т + q )P.r1 - (р. q)(Px2 + q",) + (rп+r-1 + Р )q"2 =О. 

д (e~+r+q2 
(p,q)) + д ( (p, q) +е~+т-1+Р2 )-о - . p--.-q - --.-р q - . 

дх1 "\\, ' ' дl·2 v\ \\" 

где \У = J( r~+r + q2 )( e~+r-I + р2 ) - (р. q) 2
. Л:~я каждого значения 11 

вид этих соотношений детализируется. При это:v1 возникают три раз­

ные пары уравнений ИСК-поверхности - над евк:шдовой плоскостью. 

п.тюскостью Минковского п антш•вклидовой плоскостью соотвРтrт­

венно . 

В § 1.3 известная тt>орема Р. Оссермана [11] распрострашюt на 

псевдоt>вк:~идов с.:r~·чай следующим образом. 

Теорема 1.3.1. Преоr.оложим. что 1~елая непараметрически за­

оанная НСК-поверхность ,vt в E~+r = Е~=~-2 + Е~. заданная (3), 

имеет знакоопреое.л.енную метрику. Тогда существует линейное пре­

образование вида 

з· 1 = 11 1, 

х2 =аи~ + Ьи2 , Ь > О , 

такое. что ecmt о.л.я k = 1, 2, ... , п + 1· - 2 положить 

то будут справедливы утверждения: 
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(а) и 1, иz - изотерм:ическ1~е коорdш1,ат.ы на М; 

(Ь) fk(u1, и2) -- гармонические фун.к:и,ии: 

(с) если положить и= и 1 + iu2, с= а - ib, :.p*k(u) = ~ - i0д8Г. то · <1t.11 u2 · 

буdет верн.о равен.ст.во 

rz+r-Z •2 2 2 2 2 
L Yk ek = -en+r-1 - С e"+r· 
k=l 

Это утверждение является ключевым результатом первой гла­

вы, на основе которого получены аналоги теоремы Бернштейна д:rя 

систем. описывающих непараметрические пространствrнноподобные 

НСК-поверхности над двумерны:ми плоскостями раз:шчных типов. С 

гео:-.~етрической точки зрения данные результаты выражаются следу­

ющими двумя утверЖШ'НИЯ:\IИ. 

Теорема 1.4.5. Преdположим. что 'Целая неnараметрич.еска.я 

nространственноnоdобн.ая ИСК-поверхность .Л.lf в Е~+·· = Е~_:-;-2 
--:­

Е~ заключен.а внутри мно202ранно20 угла. оnреdеляемо20 неравенс­

тва.ми 

(а;.\) ;::: /;. i = 1 ..... п - 2 + 11. 

г dс -1; = const. а а; Е E~+r - постоянные векторы. ортогональ­

ные подпространству переменных у 1 , ••• , Yr-v. nроек'Ции которых на. 

плоскость перемсн.ных Yr-v+I· .... Уп+r-2 лине~lно независимы . 

Тигdа М является dвумерной плоскостью. лежащей в 

(1· - v + 2)-мерной плоскости виdа 

(а;,\)=');. -1; = con.st. 

i = 1, ... , TI - 2 + 1/. 

Теорема 1.4.6. Любая 'Целая непараметрическая пространствен­
ноnосJобн.ая НСК-nоверхность ,\lt в Е;+2 = Е;? Е2 является dвумер­

ной плоскостью. 
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Г.'Iава 2 посвящена исследованию свойств непараметрических про­

странственноподобных ИСК-поверхностей в E~+r = Е~:!"~-2 't' Е~. за­
данных над внешностью компактного множества К, СЕ~. 

В§ 2.1 рассматриваются обобщенные поверхности F = (П. ds2). где 

n - об::rасть в пространстве R 2 переменной х = ( х 1 • Х2). а 

- риманова метрика. заданная: в этой области . 

Следующая: теорема дает частичный ответ в задаче Иилнора [7] 

об опредf'лении конфор:много типа двумерной поверхности по re вну­

тренни~1 характеристикам. 

Теорема 2.1.1. Пусть F = (П, ds2) - обобщенная поверхность. 

заданная над внешностью компакта/( в пространстве R~ перем.ен­

ных х1, .r2. Если координатные функцшt т 1 . :r2 гармою1:чны в м.етрике 

поверхности F: 

(-!) 

то F параболична «на бес~-.;онечности». 

Тrорема 2.1.1 допускает с;:rедующую геометрическую форму:ш­

ровк~· . 

Теорема 2.1.3. Если вектор средней кривиэны Ит простран­
ственноподобной поверхности ..:vt С E~+r = Е~,::-~- 2 + Е~. непараме­
трически заданной нqд внешностью компакт.а К, С Е~. в каждой 

точке т Е ..:vt ортогонален Е~. то метрика этой поверхности пара­
болична «На бесконечности». 

В § 2.2 результат теоре:мы 2.1.З используется д:IЯ изучения асю.1-

птотического поведения «на бесконечности» непараметрических про­

странственноподобных ИСК-поверхностей. 

Пусть е Е E~+r = Е~,::-~- 2 + Е~ - - некоторый фиксированный век­

тор, и пусть fe(x) = (л:(х),е), где х(х) = (f1(x),.",f"+r-2(x),x1 . .r2) 

- вектор-функция, задающая: ИСК-поверхность, расположенную над 
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внешностью компактного множества в Е~. Обозначим через C(fe) :-шо­
жrство предельных значений функции f.(з:) при х--> х. 

Показана следующая теоре~~а. дающая описание структуры этого 

множества. 

Теорема 2.2.1. При сделан'/1.ЫХ относительно поверхности 1\lt 

предположениях C(f.) либо состоит из ооной точки расширенной 
прямой R. либо совпадает со всей этой прямой. то есть C(.f.) = R. 

Отметим. что теорема 2.2.1 близка к по:~ученным ранее в [5. б] 

резуш,тата.м об «уп:юшении» двумерной мпни!'-1а..1ьной трубки «на 

бесконечности» в евклидовом пространстве и ана.'Iогично:11у резу.'Iь­

тату в [10] для ;максимальных трубок в пространстве l\1инковского. 
Ес;ш средняя кривизна Hm поверхности 1\lt удовлетворяет условию 

2 2 (Нт. r)e ~О ( соответственно. (Нт. e)t> s; О) . 

гдr е - некоторый фиксированный не111отропный вектор , то говорит­

ся. что средняя кривизна неотрицательна (соответственно непо.'!ожи­

те:~ьна) в направлении вектора е. 

В § 2.2 получена с::rедующая теорема. 

Теорема 2.2.2. Пусть ... vt ·- целая dвумерная простра11..стве11..но­

подобная поверхность в E~+r = Е~~~-2 '7'Е~. заданная в непараметри­

'Ч.СС'h:ОМ вш)е . Предположим. что ... ·vt не пересе'h:ает не.,,;оторую неизо­
тропную гиперплоскость П , а ее средняя кривизна Нт в каждой точ­

ке т Е ,\11 ортогональна Е~ tL неотрицательна в направлении нор­

мали .,,; П. внешней по отношению .,,; тому v"з полупространст.в. раз­

деленных гиперплоскостью П. которое содержит поверхность ... vt. 
Тогда ,\11 лежит в некоторой гиперплос.,,;ости П 1 . параллельной П. 

Это утверждение можно интерпретировать как геометричесъ.-ую 

версию теоремы Лиуви;ыя д.'IЯ субгармонических функций. 

Глава 3 посвящена изучению геометрических свойств поверхностей 
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в евклидовом пространстве, заданных решениями 

у= f(x) = U1(x), ... '!N(x)) : n с R 2
-+ RN' 

систем ДИфферев:пиалъных уравнений вида: 

2 d 
;~i dx; (A;;(x,f,f"" f",)fж;) =О, 

rде А;;(х,у,{,() (i,j = 1, 2, А;;= А;;)-вещественные функции клас­

са С1 переменных Х1,х2; У1,у2, ... ,yN; 6, ... ,{N; (1, .. . ,(2, удовлетво­
ряющие структурному условию: 

Для этого класса поверхностей нами введен термин 

но ст и». 

«А-поверх-

Понятие «А-поверхности» является обобщением понятия НСК­

поверхвости в псевдоевк:mдовом пространстве. 

В§ 3.1 вводятся необходимые понятия и определения. Показывает­

ся, что в классе А-поверхностей можно естественным образом выде­

;mть два подкласса - поверхности классов А+ и А-, которые являют­

ся аналогами ИСК-поверхностей в псевдоевклидовых пространствах 

с положительно и, соответственно, отрицательно определенными ме­

триками. 

В § 3.2 найдены признаки справедливости теоремы Бернштейна 

для А-поверхностей в форме теоремы 1.4.5. 

В § 3.3 доказан более общий вариант сформулированной выше тео­

ремы 2.2.1 (теорема 3.3.1) и получена геометрическая версия теоремы 

Лиувилля (теорема 3.3.2). 

В § 3.4, следуя В.М. Миклюкову, вводится понятие трубчатой по­

верхности. Методом, развитым в работах [5, 6], для А-трубок класса 
А+ получены следующие результаты характеризующее их геометри­

ческое строение. 

Теорема 3.4.1. Пусть М С RN - целая труб'Чатая поверхность 

класса А+ . Еслu существует гunерnлоскость П, не пересекающая 
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М, то М соаержится в некоторой гиперплоскости П1 , параллель­

ной п. 

Теорема 3.4.2. Пусть М - трубчатая относительно вектора 

е Е RN поверхность класса д+, имеющая своей проекцией (а,+оо). 

Пусть р Е RN - некоторый фиксированный вектор, и пусть 

p(t) = mr:~(y,p). Преаположим, что p(t0)::; Ро < оо при некотором 
to Е (а,+оо). Тогаа л.ибо p(t) $ Ро при t > to, либо 

lim p(t) >о. 
t-+oo t 

Заметим, что теорема З.4.2 является геометрической версией тео­

ремы типа Фрагмена-Линделефа. 

Пользуясь случаем, автор выражает искреннюю благодарность 

своему научному руководителю В.:М. Микmокову, а также В.Г. Ткаче­

ву, В.И. Пелиху, В.А. Клячину, А.Г. Лосеву за ценные советы, данные 

автору при подготовке текста диссертации, и всем кол::rегам, приняв­

шим участие в обсуждении работы на семинаре «Нелинейный ана.-rиз». 
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