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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Актуальность темы диссертации. Алгебраические структуры с одной или 
несколькими бинарными операциями давно являются объектами изучения 
алгебры. Естественным обобщением накопленного в этой области опыта 
оказалось введение n-арных операций и рассмотрение n-арных алгебраических 
систем, в том числе, n-арных полугрупп и n-арных групп.  В научной литературе 
достаточно широко исследованы свойства  n-арных групп, менее исследованы 
свойства n-арных полугрупп. Изучением этих систем в разное время занимались 
C. Crombez, G. Six, Г. Чупона , Л.М. Глускин, M. Hosszu, С.А. Чунихин,  
С.А. Русаков, Endres Norbert, K. Glazek , M.R.  Žižović,   W.A. Dudek, S. Markovski, 
В.В. Мухин, А.Н. Гальмак, А.Г. Курош, А.И. Мальцев, А.К. Сушкевич,  
Л.А. Шеметков, А.Н. Скиба, В.А. Артамонов, О.В. Колесников, Ж. Мадевски,  
Б.Л. Трпеновски, D. Boccioni, C. Тодоринов, М. Костова, Буржуф Хамза,  
Е.Е. Филиппова.   

 Развитие теории таких n-арных систем привело к тому, что наряду с 
алгебраической структурой на n-арных группах и n-арных полугруппах стали 
рассматриваться и другие математические структуры, в частности, 
топологическая. Топологические n-арные группы и n-арные полугруппы стали 
изучаться сравнительно недавно. Понятие топологической n-арной группы было 
введено в 1971 году в работе [11]. Эти объекты рассматривались так же в 
публикации [10] 1974 году и в работе [8] в 1984 году.  

Актуальность исследования теории характеров n-арных полугрупп и  
n-арных групп обусловлена рядом причин. Выделим из них две, на наш взгляд 
важнейшие. Во-первых, огромная роль теории характеров, в том числе 
топологических, и развивающиеся в настоящее время исследования в этом 
направлении для бинарных полугрупп. Во-вторых, развитие теории n-арных 
алгебраических систем привело к изучению подобных систем наделенных 
топологией. Это заставляет искать методы их исследования. Теория характеров  
n-арных полугрупп и n-арных групп претендует на один из подобных методов.   

Следует отметить, что изучение свойств множества характеров локально 
компактных абелевых топологических групп привело к становлению 
абстрактного гармонического анализа на таких системах, который имеет 
многочисленные практические приложения, и позволило лучше понять свойства 
самих этих топологических бинарных структур. Данный факт находит отражение 
в следующей  знаменитой теореме. 

Теорема Понтрягина - ван Кампена. Для любой локально компактной 
абелевой топологической группы G  естественное отображение G  в свою 

вторую группу характеров ˆ̂G , которое элементу Gg∈  ставит в соответствие 

характер ˆ̂
gf G∈   по формуле 

 
( ) ( )gfg χ=χ ,  
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где  χ  —  характер группы G , является изоморфизмом топологических групп [6]. 
Введенное в данной работе понятие характера n-арной топологической 

группы (полугруппы), полученные свойства множества характеров, в частности,  
распространение теоремы Понтрягина - ван Кампена на случай локально 
компактных топологических абелевых n-арных групп и  топологических n-арных 
полугрупп с инвариантной мерой, представляют собой аппарат для исследования 
таких топологических n-арных систем.  

В настоящее время топологические n-арные группы и n-арные полугруппы 
изучают В.В. Мухин, В.А. Дудек, Х. Буржуф, Е.Е. Филиппова и др. [1], [2], [3], 
[4], [5], [9], [13], [15].  

В качестве применения теории характеров, в работе рассматриваются 
сверточные алгебры мер и функций на локально компактных топологических  
n-арных группах (n-арных полугруппах), преобразование Фурье-Лапласа на 
локально компактных топологических n-арных группах. 

Объект исследования: характеры n-арных полугрупп (n-арных групп).  
Предмет исследования:  свойства характеров n-арных полугрупп (n-арных 

групп), их связь с характерами бинарных полугрупп (групп),  а также, некоторые 
приложение теории характеров. 

Цель работы заключается в том, чтобы распространить понятие «характер» 
со случая бинарных групп (полугрупп) на случай n-арных групп  (n-арных 
полугрупп), изучить свойства характеров таких n-арных систем и рассмотреть их 
применение. 

К основным задачам, решаемым в работе относятся: 
1) изучение свойств характеров  n-арных полугрупп (n-арных групп); 
2) рассмотрение применения характеров к изучению свойств локально 

компактных абелевых n-арных групп (n-арных полугрупп). 
 Научная новизна. Все полученные результаты являются новыми. 

Методы исследования. В работе используются методы алгебры, общей 
топологии, топологической алгебры, абстрактного гармонического анализа. 

Практическая и теоретическая значимость. Диссертация носит 
теоретический характер. Результаты диссертации могут быть использованы при 
изучении n-арных групп и n-арных полугрупп, в теоретических исследованиях в 
области топологической алгебры, гармонического анализа, теории функций, 
функциональном анализе, а также при чтении спецкурсов для студентов. 

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на 
научных семинарах кафедры алгебры, геометрии и теории обучения математике 
(Вологда, ВГПУ, 2004 г.); на научных семинарах кафедры алгебры и геометрии 
(Череповец, ЧГУ, 2005 г.); на межвузовской конференции молодых ученых 
(Череповец, 2005 г.); на всероссийской научно-технической конференции 
«Вузовская наука региону» (Вологда, 2005 г.); на региональной молодежной 
школе-конференции «Проблемы теоретической и прикладной математики» 
(Екатеринбург, 2006 г.); на сессии аспирантов и молодых ученых (Вологда, 2006 
г.); на всероссийской научно-практической конференции «Череповецкие научные 
чтения» (Череповец, ЧГУ, 2009 г., 2010 г., 2011 г.); на научном семинаре кафедры 
алгебры и математической логики Ярославского государственного университета 
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имени П.Г. Демидова (Ярославль, ЯрГУ, 2011 г.); на 6-й международной научно-
технической конференции «Информатизация процессов формирования открытых 
систем на основе СУБД, САПР, АСНИ и систем искусственного интеллекта» 
(Вологда, ВоГТУ, 2011 г.), на научном семинаре «Алгебра и логика» 
Новосибирского государственного университета (Новосибирск, НГУ, 2011 г.), на 
международной научной конференции «Математика в современном мире» 
посвященной 150-летию Д.А. Граве (Вологда, ВГПУ, 2013 г.). 

На защиту выносятся: 
1) свойства характеров  n-арных полугрупп (n-арных групп); 
2) применение характеров к изучению свойств локально компактных абелевых 

n-арных групп (n-арных полугрупп). 
Публикации. Результаты автора по теме диссертации опубликованы в 

работах [16] – [30], из них [16] – [18] входят в перечень ВАК российских 
рецензируемых научных журналов, в которых должны быть опубликованы 
основные научные результаты диссертаций на соискание ученых степеней 
доктора и кандидата наук. Работы [16], [17], [20], [21], [23]-[27], [29], [30] 
выполнены в соавторстве с научным руководителем В.В. Мухиным. 
 Структура и объем диссертационного исследования. Диссертация 
состоит из введения, четырех глав, заключения, списка литературы и приложения. 
Библиография включает 92 наименования. Общий объем диссертации 112 
страниц.  
 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
 Отметим, что нумерация теорем в данном автореферате совпадает с 
нумерацией теорем в диссертационном исследовании. 

Введение содержит обоснование выбора темы, ее актуальность, объект, 
предмет, цель и задачи исследования.  

В главе 1 содержится обзор и анализ научной литературы, посвященной 
исследованию n-арных групп, n-арных полугрупп, характеров бинарных групп 
(полугрупп), инвариантных мер и преобразования Фурье-Лапласа на локально 
компактных топологических группах. 

В главе 2 вводится понятие «характер n-арной полугруппы» (n-арной 
группы), проводится исследование свойств характеров n-арных полугрупп (n-
арных групп). 

Глава разбита на два раздела. Здесь рассматриваются следующие вопросы: 
- распространение понятия «характер» со случая бинарных полугрупп 

(групп) на случай n-арных полугрупп (n-арных групп);  
- установление вида алгебраической структуры данного множества; 
- исследование свойств множества характеров на рассматриваемых 

системах; 
- изучение связи структуры характеров n-арных полугрупп (n-арных групп) с 

подобной структурой бинарных полугрупп (групп).  
Следующее понятие при 2=n  полностью совпадает с соответствующим 

понятием для бинарных групп. 
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Пусть C  множество всех комплексных чисел. Отображение  CX →χ :  
назовем  
 х а р а к т е р о м  n - а р н о й  п о л у г р у п п ы  ( ),X , если  для любой 

последовательности nn Xx ∈1  выполняются следующие условия: 
1) )()())(( 11 n

n xxx χ⋅⋅χ=χ  ; 

2) ( )( ) 01 =χ nx  или ( )( ) 11 =χ nx .  

 х а р а к т е р о м  n - а р н о й  г р у п п ы  ( ),X , если  для любой 

последовательности nn Xx ∈1  выполняются следующие условия: 
1) )()())(( 11 n

n xxx χ⋅⋅χ=χ  ; 

2) ( )( ) 11 =χ nx .  

Теорема 2.1.2. Множество ∗X  всех характеров n-арной полугруппы X , 
наделенное операцией умножения характеров, является коммутативной 
бинарной полугруппой с единицей и нулем.  

Теорема 2.1.3. Множество X̂  всех характеров n-арной полугруппы X , не 
обращающихся в ноль на X , является подгруппой ∗X . 

Теорема 2.1.4. Если χ  — тождественно не равный нулю характер n-арной 
полугруппы ( ),X , то формула  
 

( ) ( ) ( )Xxxx ∈χ⋅β=χ1  
 

определяет характер данной  n-арной полугруппы тогда и только тогда, когда 
11 =β −n  или 0=β . 

Непустое подмножество I  n-арной полугруппы X  называется и д е а л о м  
X , если для любой последовательности 11

1
−− ∈ nn Xa , любого Ia∈  и любого 

1,,2,1,0 −= ni 2  имеем ( ) Iaaa n
i

i ∈−
+

1
11 .  

Идеал I  называется в п о л н е  и з о л и р о в а н н ы м  и д е а л о м  n-арной 
полугруппы X , если IX \  есть n-арная подполугруппа X . Далее всюду X  — 
абелева n-арная полугруппа, если не оговорено противное.  

Теорема 2.1.5. Пусть ∗∈χ X . Множество  
 

( ){ }0=χ∈=χ aXaV  
 

является или пустым множеством, или вполне изолированным идеалом n-арной 
полугруппы X .  

Пусть P  — вполне изолированный идеал n-арной полугруппы X . Тогда 
характеристическая функция  
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



∈
∈

=ε
Pxесли

PXxесли
P ,0

\,1
 

 
является характером n-арной полугруппы X . 
 Теорема 2.1.6. Пусть P  — вполне  изолированный идеал n-арной 
полугруппы X . Множество { }PVXH P =∈χχ= χ

∗∗ ,  является подгруппой ∗X , и 

Pε  есть единица ∗
PH . Каждый характер ∗∈χ X  принадлежит ∗

PH  если χ=VP . 

Если 1P  и 2P  — различные вполне изолированы идеалы X , то ∅=∩ ∗∗
21 PP HH . 

Формула 
 

( ) ( )Xyxyaxyx n ∈=∗ − ,2
1     (1) 

 
задает коммутативную и ассоциативную бинарную операцию на X  для  
последовательности 22

1
−− ∈ nn Xa  [4].  

Теорема 2.1.8. Если  χ  — ненулевой характер n-арной полугруппы X , то 
формула  ( ) ( ) ( )Xxxx ∈χ⋅β=χ1  определяет характер бинарной полугруппы  

∗,X  тогда и только тогда, когда  )()( 21 −χ⋅⋅χ=β naa 2  или 0=β . 
Теорема 2.1.9. Пусть коммутативная n-арная полугруппа X   обладает 

нейтральной последовательностью da n 2
1
− . Если χ  — характер бинарной 

полугруппы ∗,X , то для каждого комплексного числа β  такого, что 



















χ=β −

nn d1 , функция  )()( Xxx ∈χ⋅β  является характером n-арной 

полугруппы X .   
n-Арную полугруппу X  назовем с е п а р а т и в н о й  n - а р н о й  

п о л у г р у п п о й , если для некоторой последовательности 22
1

−− ∈ nn Xa  из 
равенств ( ) ( ) ( )baababaaa nnn 2

1
2

1
2

1
−−− ==   ( )Xba ∈,  следует ba = . 

Теорема 2.1.10. n-Арная полугруппа X  является сепаративной для 
последовательности 2

1
−na  тогда и только тогда, когда для этой 

последовательности бинарная полугруппа ∗,X  является сепаративной 
бинарной полугруппой. 

Мы говорим, что х а р а к т е р ы  n-арной полугруппы X  из множества 
∗⊂ XA  о т д е л я ю т  э л е м е н т ы  X , если для любых различных элементов 

Xba ∈,  найдется такой характер A∈χ , что )()( ba χ≠χ .   
Теорема 2.1.11. Пусть X  — n-арная полугруппа. Если найдется 

множество ∗⊂ XA  такое, что характеры из A не обращаются в ноль и 
отделяют элементы X , то X  является сепаративной n-арной полугруппой.  
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Абелеву n-арную полугруппу называют n - а р н о й  п о л у г р у п п о й  с  
с о к р а щ е н и я м и , если отображение ( )xax n 1

1
−  ( )Xx∈  инъективно для 

каждой последовательности 11
1

−− ∈ nn Xa  [4]. 
Пусть ( ),X  ―  абелева n-арная полугруппа с сокращениями. В [14] 

показано, что существует абелева n-арная группа ( ),G  и инъективное 

отображение GXφ →:  такое, что ( ) ( ) ( ) ( )( )n
n aaaa ϕϕϕϕ 11 = . Не 

ограничивая общности, будем отождествлять X  с ( )Xφ , т.е. предполагать, что 
GX ⊂  и, что сужение n-арной операции из G  на X  совпадает с n-арной 

операцией на X . 

Теорема 2.1.13. Множество 












∈







=

−−−
XxxxxA

nn
21

1
2

12
1 ,|  является n-арной 

подгруппой ( ),G , содержащей X , и, следовательно, ― наименьшей n-арной 
подгруппой ( ),G , содержащей X . 

Теорема 2.1.14.  Пусть χ  ― характер абелевой n-арной полугруппы ( ),X  
с сокращениями, не обращающийся в ноль на X . Тогда формула  
 

( )( ) ( )( ) 1
2

2
1

1
2

12
1

−−
−−−

=



















 nnnn
χ xχxχxxf , ( )Xxx ∈21,  

 
определяет характер n-арной группы ( ),G , причем сужение χf  на X  
совпадает с χ . 

В [12] показано, что для всякой n-арной полугруппы X существует 
бинарная полугруппа S  такая, что SX ⊂ , каждый элемент  S  представим в виде 

ixx ⋅⋅1 , где { }1,,2,1 −∈ ni 2 , ji yyxx ⋅⋅≠⋅⋅  11  для любых 

{ }1,,2,1 −∈ ni 2 , { }1,,2,1 −∈ nj 2  и ji ≠ , а так же   ( ) n
n xxx ⋅⋅= 11   для любой 

последовательности nn Xx ∈1 . Такую полугруппу S  называют 
у н и в е р с а л ь н о й  о б е р т ы в а ю щ е й  п о л у г р у п п о й  для n-арной 
полугруппы X . Если n-арная полугруппа  X  абелева, то существует абелева 
универсальная обертывающая полугруппа для X . 

Теорема 2.1.15. Если χ  — характер бинарной полугруппы S , то сужение χ  
на X  является характером n-арной полугруппы X . 

 Если χ  — характер n-арной полугруппы X , то существует единственный 
характер бинарной полугруппы S , сужение которого  на X совпадает с  χ . 

Теорема 2.1.16. Если характеры бинарной полугруппы S  отделяют 
элементы S , то характеры n-арной полугруппы X  отделяют элементы X . 

 Если характеры n-арной полугруппы X  отделяют элементы X , и 
универсальная обертывающая полугруппа S  n-арной полугруппы X  содержит 
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такой элемент Xa∈ , что сдвиги zaz i ⋅  в S  инъективны для любого 
11 −= ,n,i  , то характеры бинарной полугруппы S  отделяют элементы S . 

 
Пусть ( ),X  — n-арная группа. Множество всех характеров n-арной группы X  
будем обозначать X̂ . 

Теорема 2.2.1. X̂  — бинарная группа относительно обычного умножения 

комплекснозначных функций. 

Если на множестве X  существует такая бинарная операция ∙, что ⋅,X  — 

группа и для любой последовательности  nn Xx ∈1  имеет место равенство  
 

( ) n
n xxxx ⋅⋅⋅= ...211 , 

 
то ( ),X  называется п р о и з в о д н о й  n - а р н о й  г р у п п о й  о т  
б и н а р н о й  г р у п п ы  ⋅,X . 

Теорема 2.2.3. Если n-арная группа ( ),X  является производной от 
бинарной группы ⋅,X  и ( )xχ  — характер группы ⋅,X , то для любого 

{ }1 1−∈β n  формула  
 

( ) ( ) β⋅χ=χ xx~  
 

 определяет характер на ( ),X . 
Также справедлива теорема обратная к 2.2.3. 
Бинарная группа ⋅,G  называется о б е р т ы в а ю щ е й  для n-арной 

группы ( ),X , если: 
1) группа G  порождается множеством X ; 
2) ( ) n

n aaaa ⋅⋅⋅= 11  для любой последовательности nn Xa ∈1 . 
Множество { }XxxxxxxG nn ∈⋅⋅⋅= −− 1211210 ,,,| 22  является нормальной 
подгруппой G . Подгруппа ⋅,0G  группы ⋅,G  называется 
с о о т в е т с т в у ю щ е й  группой n-арной группы ( ),X . Факторгруппа 0/GG  
является циклической группой с образующим элементом X , порядок которой 
делит 1−n . Если 1/ 0 −= nGG , то группа ⋅,G  называется у н и в е р с а л ь н о й  
о б е р т ы в а ю щ е й  группой. Для любой n-арной группы существует 
универсальная обертывающая группа. Группу ∗,X , где операция ∗  задана 
формулой (1), называют с о п у т с т в у ю щ е й  группой n-арной группы ( ),X  
[7].  
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Теорема 2.2.5. Пусть ⋅,G  — обертывающая группа абелевой n-арной 
группы ( ),X , 0G  — соответствующая группа, kGG =0/  и 1+= kln . Тогда 
справедливы следующие утверждения: 
1. Если χ  –  характер группы G  и { }l 1∈β , то формула 
 

( ) ( )xx χ⋅β=χ1   ( )Xx∈                                       (2) 
 

задает характер 1χ  n-арной группы ( ),X , причем характеры, определяемые 
формулой (2) равны тогда и только тогда когда равны числа { }l 1∈β  и равны 
характеры группы G ; 
2. Если 1−= nk , то каждый характер n-группы ( ),X  является сужением на 
X  характера группы G , и тем самым, представим формулой (2); 
3. При 1−< nl  и Xb∈  для любого характера χ  соответствующей группы 0G  и 
для любого { }1 1−∈α n  формула  
 

( ) ( )xxb χ⋅b⋅α=χ1     ( )0Gx∈ , 
 

где ( )kk bχ=b , задает характер n-арной группы ( ),X .  
Теорема 2.2.6. Пусть χ  — характер сопутствующей группы ∗,X , где 

бинарная операция на X  задана формулой (1) для последовательности 2
1
−na , и 

2
1
−naa  — нейтральная последовательность в ( ),X . Тогда χ  является 

характером n-арной группы ( ),X  тогда и только тогда, когда 1=
















χ

n
a . 

Теорема 2.2.7. Пусть χ  —  характер n-арной группы ( ),X . Тогда χ  
является характером бинарной группы ∗,X  тогда и только тогда, когда  

 
( ) ( ) ( ) 1221 =χ⋅⋅χ⋅χ −naaa 2 . 

 
Обозначим X̂ *  множество характеров бинарной группы ∗,X , X̂   —

множество характеров n-арной группы ( ),X , тогда справедлива следующая 
теорема. 

Теорема 2.2.8. Множества  
 













=

















∈ 1|ˆ * n

afXf  и ( ) ( ) ( ){ }1 2 2
ˆ | 1nf X f a f a f a −∈ ⋅ ⋅ ⋅ =2  
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являются подгруппами каждой из групп X̂ *  и X̂   и совпадают. 
Теорема 2.2.9. Пусть ⋅,G  — абелева бинарная группа, X  — система 

образующих G , H  — подгруппа G ,  a  —  элемент из G  такие, что HaX = , 
множества HaHa k 1,, −  попарно различны и HaHak = . Пусть Nl∈ ,  

( ) 11 +−= kln  и ( ) nn
n aaa ⋅⋅= 11 . Тогда справедливы следующие утверждения: 

1. ( )
n

X ,  является абелевой n-арной группой; 

2. Если χ  —  характер k -арной группы ( )
k

X , , { }1 1−∈β k , то формула 

 
( ) ( ) ( )Xxxx ∈χ⋅β=χ1  

 
задает характер n-арной группы ( )

n
X , ; 

3. Если 1χ  — характер n-арной группы ( )
n

X , , ( )( ) 11
1 =χ −kb  для 

некоторого Xb∈  и ( )bbb
k

11 χ=









⋅⋅χ ( , то формула 

 
( ) ( ) ( )xbx 11 χχ=χ   )( Xx∈  

 
     определяет характер k-арной группы ( )

k
X , ; 

4. Если χ  — характер бинарной группы G , то сужение χ  на X является 
характером k-арной группы ( )

k
X , , причем различные характеры бинарной 

группы G  имеют различные сужения на X ; 
5. Каждый характер k-арной группы ( )

k
X ,  является сужением на X 

некоторого характера бинарной группы G. 
В главе 3 рассмотрены особенности n-арных полугрупп и n-арных групп, 

наделенных топологией и инвариантной мерой. 
Глава разбита на два раздела. Здесь рассматриваются следующие вопросы: 

- понятие характера топологической n-арной полугруппы (топологической n-
арной группы);  

- свойства характеров топологических n-арных полугрупп (топологических 
n-арных групп); 

- связь структуры характеров топологических n-арных полугрупп 
(топологических n-арных групп) с подобной структурой топологических 
бинарных полугрупп (топологических бинарных групп); 

- условия существования инвариантных мер на рассматриваемых 
топологических n-арных структурах; 
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- топологическая структура множества характеров топологических n-арных 
полугрупп с нейтральной последовательностью и инвариантной мерой. 

Пусть ( ) τ,,X  — локально компактная абелева топологическая n-арная 
полугруппа.  Обозначим и через X̂  непрерывные характеры ( ) τ,,X . 

Отметим, что теоремы 2.2.3-2.2.8, приведенные выше, обобщаются на 
случай топологических n-арных групп, в предположении рассмотрения 
непрерывных характеров на этих топологических n-арных группах. 

Теорема 3.1.1. Группа X̂ , наделенная топологией равномерной сходимости 
на компактных множествах является отделимой топологической группой. 
Рассмотрим группу ( ),G  из теоремы 2.1.13. Тогда справедлива следующая 
теорема. 

Теорема 3.1.2. Пусть ( ) τ,,X  ― топологическая абелева n-арная 
полугруппа с сокращениями и на n-арной группе ( ),G  задана локально 
компактная топология Gτ , такая что ее сужение на X  слабее топологии Xτ , 
существует непустое множество GXU τ∩τ∈  такое, что сужения Xτ  и Gτ  на 
U  совпадают.  
 Тогда для всякого непрерывного характера X̂∈χ  существует характер 

ˆf Gχ ∈ , задаваемый формулой 
 

( )( ) ( )( ) 1
2

2
1

1
2

12
1

−−
−−−

=



















 nnnn
χ xχxχxxf , ( )Xxx ∈21, , 

 
и отображение χfχ →  X̂∈χ  является изоморфизмом топологических групп X̂  

и Ĝ . Кроме того, группы X̂  и Ĝ  локально компактны.  
Через ( )XK  обозначаем множество всех компактных подмножеств X , а 

через ( )XΒ  — наименьшее σ -кольцо подмножеств множества X , содержащее 
( )XK  (элементы ( )XΒ  называют борелевскими подмножествами X ). σ -

Аддитивную функцию на ( )XΒ , конечную на каждом компактном множестве X , 
называют б о р е л е в с к о й  м е р о й . Меру µ  на X  называем 
и н в а р и а н т н о й  на X , если [ ]( ) ( )BBan µ=µ −1

1  для любых ( )XB B∈  и 
11

1
−− ∈ nn Xa  таких, что множество [ ] ( ){ }BxxaBa nn ∈= −− |1

1
1

1  принадлежит ( )XΒ . 
Теорема 3.2.1. Ненулевая инвариантная мера на топологической абелевой 

n-арной полугруппе ( ) τ,,X  с сокращениями существует тогда и только 

тогда, когда для некоторой последовательности Xan ∈−2
1  существует 

ненулевая мера µ  на ( ) τ,,X  такая, что для любого Xx∈  и любого ∈K ( )XΚ  
выполняется равенство  
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[ ]( ) ( )KμKxaμ n =−2
1 . 

 
Теорема 3.2.2. Ненулевая инвариантная мера на топологической абелевой 

n-арной полугруппе ( ) τ,,X  с сокращениями существует тогда и только 

тогда, когда для некоторой последовательности 2
1
−na  бинарная топологическая 

полугруппа τ,,∗X , где ( )yxayx n 2
1
−=∗  ( )Xyx ∈, , имеет открытый идеал I  с 

открытыми сдвигами на элементы полугруппы τ,,∗X , и на I  существует 
семейство непрерывных инвариантных отклонений, отделяющее точки I . 

Теорема 3.2.4.  Пусть ( ) τ,,X  — n-арная полугруппа, с нейтральной 
последовательностью, обладающая инвариантной мерой µ .  Тогда X̂ , 
наделенная топологией равномерной сходимости на компактных множествах 
будет  локально компактной топологической группой.  

В главе 4 исследовано применение характеров к изучению свойств 
локально компактных абелевых n-арных групп (n-арных полугрупп). 

Глава разбита на два раздела. Здесь рассматриваются следующие вопросы: 
- распространение теоремы Понтрягина - ван Кампена на случай локально 

компактных топологических абелевых n-арных групп и топологических абелевых 
n-арных полугрупп с инвариантной мерой; 

- сверточные алгебры мер и функций на локально компактных 
топологических n-арных полугруппах (n-арных группах); 

- преобразование Фурье-Лапласа на локально компактных топологических n-
арных группах. 

Пусть G  — универсальная обертывающая группа локально компактной 
абелевой топологической n-арной группы X , χ  — непрерывный характер группы 
G . Сужение Xχ  характера χ  на X , является непрерывным характером n-арной 
группы X . Тогда формула ( ) Xχ=χπ , Ĝχ ∈  задает отображение π  группы 
характеров Ĝ   в группу X̂ .  

Теорема 4.1.1. π  —  топологический и алгебраический изоморфизм 
бинарной группы Ĝ  на бинарную группу X̂ . 

Пусть Xx∈ . Положим  

( ) ( )xx χ=χ′   ( )X̂∈χ . 

Тогда ˆ̂x X′∈ . Зададим отображение ψ  из X  в ˆ̂X  равенством ( ) xxψ ′= . 
Следующие две теоремы можно рассматривать, как распространение теоремы 
Понтрягина - ван Кампена на случай локально компактных топологических 
абелевых n-арных групп и на случай топологических абелевых n-арных 
полугрупп с инвариантной мерой. 

Теорема 4.1.2. Справедливы следующие утверждения: 

( i ) отображение ψ  есть непрерывный инъективный гомоморфизм из X  в ˆ̂X ; 

 13 



( ii ) ( )Xψ  является открытой n-арной подгруппой ˆ̂X ; 

( iii ) ( )Xψ  является классом смежности по открытой подгруппе H~  группы ˆ̂X ; 

( iv ) порядок HX ~/ˆ̂  равен 1−n . 
Теорема 4.1.3. Если на топологической абелевой n-арной полугруппе  

( ) τ,,X  с сокращениями существует ненулевая инвариантная мера µ , то 

топологические группы X̂  и ˆ̂X  являются локально компактными, естественное 

отображения ρ  из X  в ˆ̂X , задаваемое формулой  
 

( )( ) ( )xx χ=χρ  ( )X̂∈χ , 
 

непрерывно и инъективно, X  обладает непустым открытым подмножеством 
U  таким, что сужение ρ  на U  является гомеоморфизмом U  на открытое 

подмножество ( )Uρ  локально компактной группы ˆ̂X . 
 

Пусть ( )XM  — множество всех ограниченных комплексных мер на 
локально компактной топологической n-арной полугруппе X . В работе [4] 
показано, что для любой последовательности ( )( )nn XM∈µ1  существует 
единственная мера nµ∗∗µ 1  (называемая с в е р т к о й  м е р  ( )( )nn XM∈µ1  и 
обозначаемая так же ( )∗µn

1 ) такая, что для любой непрерывной 
комплекснозначной функции f  на X  выполняется равенство 
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )nn
n

XX
n xdxdxfxdxf

n

µµ=µ∗∗µ ∫ ∫∫  1111 . 

 
Теорема 4.2.1. Операция свертки ассоциативна на ( )XM . 
Следствие. ( ) ( )∗,XM  является n-арной полугруппой.  
Далее всюду ( ) τ,,X  — топологическая абелева n-арная группа, 

топология которой локально компактна, X̂  — множество всех непрерывных 
характеров этой n-арной группы. Пусть ( )XM∈µ . Функция µ̂  на X̂ , 
определяемая формулой  

 
( ) ( )ˆ

X

x dµ χ χ µ= ∫    ( )X̂∈χ  

 
называется п р е о б р а з о в а н и е м  Ф у р ь е - Л а п л а с а  меры µ .  
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Пусть λ  — положительная инвариантная мера на группе ( ) τ,,X . Мера λ  
однозначна с точностью до постоянного множителя. Она будет ограниченной 
тогда и только тогда, когда множество X  компактно [4].  

Множество всех интегрируемых функций на X  относительно меры λ  
будем обозначать ( )λ,1 XL . 

Если ( )λ∈ ,1 XLf , то мера λ⋅=µ f  принадлежит ( )XM  и  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ
X X

x d f x x d xµ χ χ µ χ λ= =∫ ∫ . 

 
Теорема 4.2.4. Для любой ненулевой меры ( )XM∈µ , абсолютно 

непрерывной относительно меры λ , найдется такой характер X̂∈χ , что 
( )ˆ 0µ χ ≠ . 

Теорема 4.2.5. Если ( )( )nn XM∈µ1 , то ( ) nn µ⋅⋅µ=µ∗∗µ ˆˆ1
^

1  . 
Пусть ( )λ∈ ,,, 11 XLff n . Тогда меры λ⋅λ⋅ nff ,,1   принадлежат 

( )XM . Существует функция ( )λ∈ ,1 XLf  такая, что λλλ ⋅∗∗⋅=⋅ nfff 1 . Эту 
функцию назовем с в е р т к о й  ф у н к ц и й  ( )λ∈ ,,, 11 XLff n  и обозначим 

nfff ∗∗= 1 .  
Теорема 4.2.6. Если ( )λ∈ ,,, 11 XLff n , то ( ) ^

1 1̂
ˆ

n nf f f f∗ ∗ = ⋅ ⋅  . 
Теорема 4.2.7. Пусть ( )λ∈ ,,, 11 XLff n . Тогда для любого Xx∈  
 

( ) ( ) =∗∗ xff n1  
 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =λλρ= −

−
∫ ∫ nnnxx

X
xdxdxfxfxf

nn


 

1
11

1

 

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =λλλρ= −

−
∫ ∫ nnnxxx

X
xdxdxdxfxfxfxf

nn


 31

1
11

311

 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )11

1
1111

111
−

−
−− λλρ==

−−
∫ ∫ nxxnnnn

X
xdxdxfxfxf

nn




, 

 
где ( ) ( ) ( )Xxxxxx n

i
i

xxxxi nii
∈=ρ +

−
+−

1
1

1
111 

.  
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ 
 

В работе получены следующие основные результаты: 
1) введено понятие характера n-арной полугруппы и n-арной группы; 
2) исследованы свойства множества характеров указанных n-арных систем, 

установлена алгебраическая структура множества характеров n-арных полугрупп 
и n-арных групп; 

3) указаны способы построения множества характеров на таких структурах, 
установлена взаимосвязь множества характеров n-арных полугрупп (n-арных 
групп) с бинарными полугруппами (группами), в том числе, с обертывающей, 
соответствующей и сопутствующей группами; 

4) исследованы свойства множества характеров топологических n-арных 
полугрупп (топологических n-арных групп), в том числе, установлена 
топологическая структура множества характеров топологической n-арной 
полугруппы с нейтральной последовательностью и инвариантной мерой; 

5) получено распространение теоремы Понтрягина - ван Кампена на случай 
локально компактных топологических абелевых n-арных групп и на случай 
топологических абелевых n-арных полугрупп с инвариантной мерой;  

6) исследованы свертки мер и функций на локально компактных абелевых 
топологических n-арных полугруппах, преобразование Фурье-Лапласа на 
локально компактных топологических n-арных группах. 
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