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    Общая характеристика работы 

Актуальность темы 

Многообразия, которым посвящена настоящая работа, принадлежат 

классу многообразий, наделенных почти контактной метрической 

структурой. Теория почти контактных метрических структур занимает 

важное место в современных дифференциально-геометрических 

исследованиях и является естественным обобщением так называемой 

контактной геометрии, имеющей многочисленные приложения в 

современной математической физике, например в классической механике и 

теории геометрического квантования, в теории супергравитации Калуцы-

Клейна. Кроме того, интерес к теории почти контактных метрических 

структур объясняется богатством внутреннего содержания самой теории и ее 

взаимосвязями с другими разделами дифференциальной геометрии, в 

частности, с теорией гиперповерхностей риманова многообразия. Более 

пятидесяти лет почти контактные многообразия являются предметом 

интенсивного исследования ученых-геометров. 

Начало изучения почти контактных структур относится к 1953 году, 

когда в своих работах Чжень рассматривал дифференцируемые многообразия 

M размерности 2� + 1 с фиксированной на них контактной формой �:	�˄
��� ≠ 0. Он установил [14], что такое многообразие допускает G-

структуру со структурной группой �1� ⊗ �
��.  Позднее многообразия, 

допускающие такую G-структуру, Дж. Грей назвал почти контактными 

многообразиями. Им же было введено понятие почти контактного 

метрического многообразия [21]. 

B 1960 году появляется работа Сасаки [40], в которой автор отмечает, 

что многообразие, допускающее G-структуру со структурной группой �1� ⊗ �
��, несет внутренним образом определенную тройку тензоров �Φ, �, ��, обладающих свойствами: 



4 
 

1�	�
�� = 1; 		2�	� ∘ Φ = 0; 		3�	Φ� = −�� + � ⊗ �. 

Сасаки показал, что на многообразии M всегда существует 

положительно определенная метрика � = 〈∙,∙〉 такая что 
1�	�
!� = 〈�, !〉; 		2�	〈Φ!,Φ"〉 = 〈!, "〉 − �
!��
"�, ∀!, " ∈ %
&�, 

дополняющая почти контактную �Φ, �, ��-структуру до метрической, где Ф – 

тензор типа 
1,1�, называемый структурным оператором или структурным 

эндоморфизмом, � – вектор, � – ковектор, называемые структурным 

вектором и ковектором соответственно. 

Сасаки и Хатакеуяма [41] доказали, что на многообразии & × (, где М 

– многообразие с заданной на нем �Φ, �, ��-структурой, R – вещественная 

прямая, определяется почти комплексная структура ). В 1963 году Таширо У. 

[54] исследовал почти контактное метрическое 
2� + 1�-мерное 
многообразие M, т.е. многообразие с заданной на нем �Φ, �, �, �� −структурой. Вместе с Сасаки они доказали, что на декартовом 

произведении & × ( естественным образом определяется почти комплексная 

структура ), которая вместе с метрикой прямого произведения, т.е. с 
метрикой * = +*,-. = /0�1 2�34 00 15 задает почти эрмитову структуру на 

многообразии & × (. 

Хервелла Л. и Грей А.[20] в 1980 году систематизировали почти 

эрмитовы структуры. Естественно, перед геометрами возникла задача о 

классификации  почти  контактных метрических структур на многообразии 

M в соответствии со систематизацией  эрмитовой структуры, 

индуцированной на многообразии & × (. Так, например, классификацию 

пространств &�67 Накаяма [35] проводит следующим образом. Он нашел 

необходимые и достаточные условия, которым должны удовлетворять 

различные геометрические объекты пространства &, такие, как Φ, �, �, �, 

объекты, полученные при первом продолжении этих объектов, тензор 
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Нейенхейса и другие охваченные ими объекты для того, чтобы пространство & × ( принадлежало к одному из классов почти эрмитовых многообразий. В 

этом направлении автор находит девять подклассов пространств с �Φ, �, �, ��-
структурой. В частности, Накаяма доказал ставший уже классическим 

результат: нормальность почти контактной метрической структуры на 

многообразии & равносильна тому, что структура на многообразии & × ( 

эрмитова. 

Поскольку между почти контактной метрической структурой на 

многообразии & и почти эрмитовой структурой на многообразии & × (	 
имеет место тесная взаимосвязь, то ее изучение позволяет выделить 

интересные классы почти контактных метрических структур. Так, например, 

Обинъя [36] рассматривал почти контактные метрические структуры на 

многообразии &, у которых естественно ассоциированная ей почти эрмитова 

структура на многообразии & × ( принадлежит классам 89 и 8�⨁89 при 

классификации Грея-Хервеллы [20]. Такие структуры назвали 

транссасакиевыми и почти транссасакиевыми, соответственно. Класс почти 

транссасакиевых многообразий включает класс транссасакиевых 

многообразий. Класс транссасакиевых многообразий включает классы 

сасакиевых, Кенмоцу и косимплектических структур [20]. Там же приведены 

тождества, характеризующие эти классы структур. Приводятся соотношения 

между квазисасакиевыми и транссасакиевыми структурами. Блэр и Обинья 

[12] получили также некоторые фундаментальные результаты для 

транссасакиевых структур. Кроме того, они определи транссасакиевые 

структуры типа 
;, <�. Локальную классификацию транссасакиевых 

многообразий изучал Марреро [30]. В работах [22], [23], [25] получены 

необходимые и достаточные условия для CR-подмногообразия 

транссасакиева многообразия чтобы быть контактным CR-произведением по 

свойствам основного тензора Вайнгартена по отношению к нормальному 

сечению, а также к канонической структуре. В работах [22], [23], [25] также 
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получены некоторые результаты о CR-подмногообразиях α-Сасакиевых и β-

Кенмоцу многообразий. Дальнейшее изучение CR-подмногообразий 

проводится в работе [13], где определяются нормальные CR-

подмногообразия транссасакиева многообразия и получены 

фундаментальные результаты о геометрии этих подмногообразий. Изучению 

подмногообразий транссасакиевых многообразий посвящены работы [5], 

[28], [58], [45], [47], [52], [56], [29], [24], [4], [42], [31]. Особо следует 

отметить работу В.Ф. Кириченко и Е.В. Родиной [1], в которой получена 

полная классификация транссасакиевых многообразий постоянной Ф-

голоморфной секционной кривизны с неинтегрируемой структурой, а также 

полная классификация транссасакиевых многообразий с неинтегрируемой 

структурой, удовлетворяющих аксиоме Ф-голоморфных плоскостей. 

Деформации D-гомотетии, а также векторные поля и кривые на 

транссасакиевом многообразии изучаются в работах [44], [37], [50], [51], [15], 

[11]. Свойства Эйнштейновых, η-эйнштейновых, рекуррентных, Риччи-

рекуррентных, полусимметричных, а также геометрию тензоров кривизны 

(конформной, проективной, квазиконформной и др.) транссасакиевых 

многообразий изучались в работах [43], [18], [10], [6], [19], [5], [9], [38], [7], 

[2], [16], [3],[9],[26], [48], [53], [33]. Конформно плоские, Ф-конформно 

плоские, проективно, конгармонически плоские транссасакиевы 

многообразия изучаются в работах [46], [39]. 

Особо исследовались 3-х мерные транссасакиевые многообразия. В 

этом направлении следует отметить работы [55], [48], [17], [32], [34], [27], 

[57]. 

Объект исследования – транссасакиевы многообразия. 

Целями диссертационного исследования являются: 

1) Вывод полной  группы структурных уравнении ТS-многообразий; 
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2) Нахождение дополнительных свойств симметрии тензора римановой 

кривизны TS-многообразий и выяснение их геометрического смысла; 

3) Изучение геометрии TS-многообразий постоянно кривизны. 

Для достижения поставленных целей автором были успешно решены 

следующие задачи: 

1. Получена полная группа структурных уравнений транссасакиевых 

структур, содержащая всю информацию о локальном строении таких 

структур. 

2. Вычислены  компоненты тензора римановой кривизны, тензора 

конформной кривизны, тензора Риччи,   скалярная кривизна, TS-мнгообразий 

на пространстве присоединенной G-структуры. 

3. Получено исчерпывающее описание TS-мнгообразий постоянной 

кривизны . 

4. Получены  дополнительные тождества симметрии ,которым удовлетворяет 

тензор римановой кривизны транссасакиевых многообразий, и на их основе 

выделить подклассы трансасакиевых многообразий. 

5. Изучено  локальное строение выделенных классов транссасакиевых 

многообразий.  

Новизна результатов. Основные результаты данной диссертационной 

работы являются новыми. Эти результаты решают поставленные в 

исследовании основные задачи, а именно: 

1. На пространстве присоединенной G-структур получена полная группа 

структурных уравнений транссасакиевых структур и изучено строение 

компонент тензора римановой кривизны, Риччи и скалярной кривизны. 

2. Установлена связь между квазисасакиевыми и транссасакиевыми 

структурами. 
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3. Приведены частные случаи транссасакиевых структур. 

4. Рассмотрены транссасакиевы многообразия постоянной кривизны. 

5. Получены дополнительные тождества, которым удовлетворяет тензор 

римановой кривизны транссасакиевых многообразий, получены условия, при 

которых тензор римановой кривизны транссасакиевых многообразий 

удовлетворяет контактным аналогам тождеств Грея. 

6. Изучено локальное строение транссасакиевых многообразий классов =7, =�, =>,	=9. 

Методы исследования. 

Результаты диссертационного исследования получены, главным 

образом, методом присоединенных G-структур. Суть метода заключается в 

том, что изучение геометрии гладкого многообразия сводится к изучению 

геометрии главного расслоения реперов над этим многообразием. Эта 

геометрия определяется системой дифференциальных форм, определенных 

внутренним образом как на пространстве самого расслоения, так и на 

пространстве его подрасслоения. Такое подрасслоение со структурной 

группой Ли G называется (присоединенной) G-структурой. Сам метод 

получил название метода присоединенных G-структур и является 

обобщением и уточнением хорошо известного метода подвижного репера 

Эли Картана. Наряду с этим при изучении отдельных вопросов 

использовался аппарат классического тензорного анализа и метод 

инвариантного исчисления Кошуля. 

Теоретическое и прикладное значение работы. 

Диссертационная работа носит теоретический характер. Все 

полученные в ней результаты могут быть использованы для дальнейшего 

изучения транссасакиевых структур, в соответствующих разделах 

дифференциальной геометрии и в направлении ее естественных контактов с 
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математической физикой. Кроме того, данная работа может быть 

использована при чтении спецкурсов по близкой тематике, для написания 

дипломных и курсовых работ, для решения дифференциальных уравнений. 

Апробация работы. 

Основные результаты настоящего исследования докладывались и 

обсуждались на научно-исследовательском семинаре по дифференциальной 

геометрии математического факультета МПГУ (руководитель профессор 

В.Ф. Кириченко); на научно-исследовательском семинаре математического 

факультета Тверской Государственный Университет (руководитель  

профессор А.М.Шелехов); на научно-исследовательском семинаре механика-

математического факультета Казанского федерального университета 

(руководитель  В.В.Шурыгин) ; на конференцию: «XII Всероссийское 

совещание по проблемам управления» " Геометрические методы"( г. Москва 

16-19 июня 2014), на конференцию: «Современные методы и проблемы 

теории операторов и гармонического анализа и их приложения IV», Ростов-

на-Дону, 27 апреля – 1 мая, 2014 ; на международной молодежной 

конференции «Геометрия и управление» г. Москва, Россия, 14-18 апреля 

2014г. ; на международной конференции «Геометрия и топология» в честь 

60-летия Олега Рустамовича Мусина, г.Москва, Россия 10-11 февраля 2014г. ; 

на международной конференции «Геометрический анализ  и его 

приложения», г. Волгоград, Россия, 26-30 мая 2014г. ; на заседаниях кафедры 

геометрии, математического факультета МПГУ. 

 Публикации. Основное содержание диссертации отражено в 5 работах, 

список которых приведен в конце автореферата. 
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Объем и структура диссертации. 

Основное содержание диссертации изложено на 127 страницах. 

Диссертация состоит из введения, четырех глав, состоящих из 12 параграфов, 

и списка литературы содержащего 103 наименования работ российских и 

зарубежных авторов. 

Краткое содержание основного текста диссертации. 

Во введении обосновывается актуальность темы, представляется 

исторический обзор по развитию тематики, формулируются основные цели и 

задачи диссертационного исследования, излагаются основные результаты, 

полученные в работе. 

В главе 1 «Предварительные сведения» даны сведения, носящие в 

основном реферативный характер. 

Глава 2 «Транссасакиевы  структуры» состоит из трех параграфов. В 

§1 «Определение и структурные уравнения транссасакиевых многообразий» 

приводится определение транссасакиевой структуры, подсчитаны 

компоненты тензора ∇Ф на пространстве присоединенной G-структуры , 

доказаны следующие теоремы. 

Теорема 2.1.2. Пусть @ = 
�, �,Φ, � = 〈∙,∙〉� – AC-структура (почти 

контактная метрическая структура). Тогда следующие утверждения 

эквивалентны: 

(1) @ = 
�, �,Φ, � = 〈∙,∙〉� интегрируемая TS-структура; 

(2) S = 
ξ, η,Φ, g = 〈∙,∙〉� – TS-структура, имеющая замкнутую 

контактную форму; 

(3) @ = 
�, �,Φ, � = 〈∙,∙〉� – нормальная TS-структура. 
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Теорема 2.1.3. TS-структура является квазисасакиевой тогда и только 

тогда, когда <C = <C = 0, т.е. D� = 0. 

Теорема 2.1.4. TS-структура является: 

сасакиевой ⟺	<C = −<C = √−2;  

косимплектической ⟺	<C = <C = 0;  

Кенмоцу ⟺	<C = <C = −√2. 

Найдено дифференциальное продолжение второй группы структурных 

уравнений, получена полная группа структурных уравнений. В §2 «Свойства 

транссасакиевых многообразий» рассматриваются конформные 

преобразования транссасакиевых многообразий, получены некоторые 

аналитические соотношения для транссасакиевых многообразий, доказаны 

следующие теоремы. 

Теорема 2.2.2. Транссасакиева структура на многообразии М в 

некоторой окрестности неособой точки является f-сасакиевой тогда и только 

тогда, когда вектор Ли линейного расширения принадлежит каноническому 

распределению ∆. При этом 〈<, G〉 = −2H = IJ�KL, где β – вектор Ли 

многообразия & × =, ν – направляющий вектор прямой R. 

Теорема 2.2.3. AC-многообразие является f-сасакиевым многообразием H = IJ�KL тогда и только тогда, когда оно гомотетично сасакиеву 
многообразию. 

Теорема 2.2.5. Класс транссасакиевых многообразий с замкнутой 

контактной формой совпадает с классом нормальных локально конформно 

почти косимплектических многообразий. 

Теорема 2.2.6. На TS-многообразии справедливы следующие формулы: 

1�	∇M
Φ�� = 0	; 
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2�	∇M
Φ�Φ�! = 0; 3�	∇ΦNO
Φ�Φ�" − ∇ΦO
Φ�Φ" = 0; 4�	∇O
Φ�" − �
"�∇O
Φ�� − ∇ΦO
Φ�Φ" = 0; 5�	∇O
Φ�Φ" − ∇ΦO
Φ�Φ�" = 0; 
6�	∇ΦNO
Φ�� = − 1√2<CΦ!; 
7�	∇O
Φ�� = 1√2<CΦ!; 
8�	∇M
η�! = 0; 9�	Φ∇O� = ∇ΦOξ	; 10�	Φ ∘ ∇� = ∇� ∘Φ; 	∀!, " ∈ V
&�. 

 

Теорема 2.2.7. TS-многообразие М с киллинговым характеристическим 

вектором является либо косимплектическим (если <C = <C = 0), либо 

гомотетично многообразию Сасаки. 

Теорема 2.2.8. TS-многообразие М, для которого выполнено условие ��W� = 0 , гомотетично многообразию Сасаки. 

В §3 «Вычисление некоторых классических тензоров транссасакиевой 

структуры» подсчитаны компоненты тензора римановой кривизны и тензора 

Риччи, а также вычислена скалярная кривизна транссасакиевой структуры на 

пространстве присоединенной G-структуры. 

Глава 3 «Свойства изотропности транссасакиевых многообразий» 

содержит 3 параграфа. В §1 «Транссасакиевые многообразия постоянной 

кривизны» рассматриваются транссасакиевы многообразия постоянной 

кривизны и доказана следующая теорема. 

Теорема 3.1.1. TS-многообразие &�67  является многообразием 

постоянной кривизны k , причем X = 0 тогда и только тогда, когда <C = 0, 

т.е. TS-многообразие &�67 плоское косимплектическое многообразие. 
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В §2 «Точечное постоянство Ф-голоморфной секционной кривизны 

транссасакиевых многообразий» исследуются транссасакиевы многообразия 

постоянной голоморфной секционной кривизны и доказана следующая  

Теорема 3.2.1. TS-многообразие М является многообразием точечно 

постоянной Ф-голоморфной секционной кривизны с тогда и только тогда, 

когда на пространстве присоединенной G-структуры тензор YZ[\] имеет вид 

YZ[\] = − 7� D
Z^
\^D̂[�^]�<C<C − [� D_Z[\] = − 7� `7� <C<C + IaD_Z[\]. 

В §3 «Эйнштейновость и квазиэйнштейновость транссасакиевых 

многообразий» рассматриваются транссасакиевы многообразия Эйнштейна и 

η-эйнштейновые транссасакиевы многообразия, доказаны теоремы: 

Теорема 3.3.1. AC-многообразие является η-эйнштейновым тогда и 

только тогда, когда на пространстве присоединенной G-структуры имеют 

место следующие равенства: 

 1�	@CC = b + c; 	2�	@C\ = 0; 		3�	@\Z = 0; 		4�	@\Zd = bD\Z. 

Теорема 3.3.2. Для η-Эйнштейнова TS-многообразия имеем: 

ef
g b = 1� Y\Z\Z + 1√2<CC + 1 − 3�4 
<C�� − 1 + �4 <C<C;
c = −1� Y\Z\Z + 2� − 1√2 <CC − � + 14 
<C�� + 1 + �4 <C<C. ̂

Теорема 3.3.3. AC-многообразие является многообразием Эйнштейна 

тогда и только тогда, когда на пространстве присоединенной G-структуры 

выполнены следующие равенства: 1�	@CC = h; 		2�	@C\ = 0; 
   3�	@\Z = 		0; 		4�	@\Zd = hD\Z. 

Теорема 3.3.4. Для транссасакиева многообразия Эйнштейна имеем: 

i h = �√2 j<CC − 7√� 
<C��k ,
Y\Z\Z = `��√2 − √�a j<CC − 7√� 
<C��k + >
07�9 
<C�� + 
67�9 <C<C. ̂
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Глава 4 «Тождества кривизны и подклассы транссасакиевых 

многообразий» состоит из трех параграфов. В §1 «Тождества кривизны 

транссасакиевых многообразий» рассмотрены аналоги тождеств Грея и 

доказана основная  

Теорема 4.1.3. TS-многообразия являются AC-многообразиями классов l=� и l=>. TS-многообразие размерности больше 3 является AC-

многообразием класса l=7 тогда и только тогда, когда оно является 

косимплектическим многообразием. 

Следствие. TS-многообразие класса l=7, размерности больше 3, 

локально эквивалентно произведению келерова многообразия на 

вещественную прямую. 

В параграфе 2 «Дополнительные тождества кривизны транссасакиевых 

многообразий» получены 4 дополнительные тождества кривизны и доказана 

Теорема 4.2.1.Тензор R римановой кривизны транссасакиевых многообразий 

обладает следующими свойствами: 

1. =+�,Φ�!.� = − 1√2 m<CC − 1√2 
<C��nΦ�! 

2. =+Φ�!,Φ�".� = =
Φ!,Φ"�� = 0 

3. =+�,Φ�!.Φ�" − =
ξ,Φ!�Φ" = 0 

4. =+�,Φ�!.Φ�" = =
�,Φ!�Φ" = 1√2 m<CC − 1√2 
<C��n 〈Φ!,Φ"〉� 

5. =+Φ�!,Φ�".Φ�o − =+Φ�!,Φ".Φo − =+Φ!,Φ�".Φo − =
Φ!,Φ"�Φ�o= 0 6. =+Φ�!,Φ�".Φ�o − =+Φ!,Φ�".Φo= 4Y
o, !, "� + 12<C
<C − <C�pΦ�o〈Φ!,Φ"〉 − ΦoΩ
!, "�q
− 14<C
<C + <C�pΦ�!〈Φo,Φ"〉 − Φ!Ω
o, "�q 
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7. =+Φ�!,Φ�".Φ�o − =
Φ!,Φ"�Φ�o= −12 
<C��pΦ�!〈Φ",Φo〉 + Φ!〈o,Φ"〉 − Φ�"〈Φ!,Φo〉− Φ"〈o,Φ!〉�, ∀!, ", o ∈ V
&� 
 

В §3 «Классы транссасакиевых многообразий» рассмотрены некоторые 

классы транссасакиевых многообразий и дается их локальная 

характеризация. 

Определение 4.3.1. Назовем TS-многообразие многообразием класса (r,если его тензор кривизны удовлетворяет тождеству 

 =+�,Φ�!.� = 0, ∀! ∈ V
&�. 
Теорема 4.3.1. TS-многообразие является многообразием класса (r 

тогда и только тогда, когда <CC = 7√� 
<C��. 

Теорема 4.3.2. TS-многообразие класса (r является либо 

косимплектическим, либо нормальным локально конформным почти 

косимплектическому многообразию. 

Определение 4.3.2. Назовем TS-многообразие многообразием класса (s ,если его тензор кривизны удовлетворяет тождеству 

 =+�,Φ�!.Φ�" = 0, ∀!, " ∈ V
&�. 
Теорема 4.3.3. TS-многообразие является многообразием класса (s 

тогда и только тогда, когда <CC = 7√� 
<C��. 

Определение 4.3.3. Назовем TS-многообразие многообразием класса (t если его тензор кривизны удовлетворяет тождеству =+Φ�!,Φ�".Φ�o −
=+Φ!,Φ�".Φo = 0, ∀!, ", o ∈ V
&�. 
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Теорема 4.3.4. TS-многообразие является многообразием класса (t 

тогда и только тогда, когда YZ[\] = − 7� DuZ^\ D̂[v] 
<C�� + 7� D
Z^\ D̂[�] <C<C. 

В случае когда YZ[\] = 0 многообразие является косимплектическим. 

Определение 4.3.4. Назовем TS-многообразие многообразием класса (w если его тензор кривизны удовлетворяет тождеству  

=+Φ�!,Φ�".Φ�o − =+Φ!,Φ�".Φo = 0, ∀!, ", o ∈ V
&�. 
Теорема 4.3.5. TS-многообразие размерности свыше 3 является 

многообразием класса (w тогда и только тогда, когда оно является 

косимплектическим многообразием. 

Теорема 4.3.6. Многообразия класса (r, (s, (t, (w пересекаются на 

косимплектическом многообразии. 
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