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ÓÄÊ 539.189.1ÊÂÀÍÒÎÂÛÉ ÏÀ�ÀÄÎÊÑ ÇÅÍÎÍÀÈ ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÑÈÑÒÅÌ ÍÀ ÌÀËÛÕ Â�ÅÌÅÍÀÕ�.Õ. �àéíóòäèíîâ, À.À. ÌóòûãóëëèíàÀííîòàöèÿÈññëåäóåòñÿ äèíàìèêà êâàíòîâûõ ñèñòåì íà êîðîòêèõ âðåìåíàõ â êîíòåêñòå êâàíòî-âîãî ý��åêòà Çåíîíà. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåëîêàëüíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåé-ñòâèÿ, êîòîðàÿ ïðè îïèñàíèè âåëè÷èí, ñâÿçàííûõ ñ S -ìàòðèöåé, ñïðÿòàíà çà ïðîöåäóðàìèðåãóëÿðèçàöèè è ïåðåíîðìèðîâêè, ÿâíî ïðîÿâëÿåòñÿ â ïðîöåññàõ, äëèòåëüíîñòü êîòîðûõýêñòðåìàëüíî ìàëà. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êâàíòîâûé ý��åêò Çåíîíà íå èìååò ìåñòàâ ñëó÷àå ðàäèàöèîííîãî ðàñïàäà íåñòàáèëüíîãî àòîìíîãî ñîñòîÿíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ý��åêò Çåíîíà, êâàíòîâàÿ äèíàìèêà, ðàäèàöèîííûé ðàñïàä.ÂâåäåíèåÊàê áûëî ïîêàçàíî òåîðåòè÷åñêè, à ïîçæå ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðæäåíî, ÷à-ñòî ïîâòîðÿþùèåñÿ èçìåðåíèÿ âåäóò ê çàìîðàæèâàíèþ ñèñòåìû â èñõîäíîì ñîñòî-ÿíèè. Ýòî ÿâëåíèå áûëî âûâåäåíî èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè è íàçâàíî Ìèçðîé èÑóäàðøàíîì ¾êâàíòîâûì ïàðàäîêñîì Çåíîíà¿ [1℄. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîñëå ñå-ðèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äåìîíñòðàöèé [2�6℄ êâàíòîâûé ïàðàäîêñ Çåíîíà ñ÷èòàåòñÿðåàëüíûì ÿâëåíèåì, ÷üå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñîñòîèò, íàïðèìåð, â ïîäàâëåíèèäåêîãåðåíòíîñòè â êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ [7, 8℄ è ïîíèæåíèè äîçû îáëó÷åíèÿ âíåéòðîííîé òîìîãðà�èè [9℄. Âìåñòå ñ òåì äëÿ ìíîãèõ ïðîöåññîâ, â ÷àñòíîñòè äëÿðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà ñîñòîÿíèÿ àòîìà, íåîïðåäåëåííîñòü ýíåðãèè ðàñòåò ñ óâå-ëè÷åíèåì ÷àñòîòû èçìåðåíèÿ ν , è äëÿ ðàñïàäà íåñòàáèëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîÿâëÿåòñÿâñå áîëüøåå ÷èñëî âîçìîæíûõ êàíàëîâ. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äëÿ øèðîêîãîäèàïàçîíà ÷àñòîò ν ðàñïàä àòîìíûõ ñîñòîÿíèé óñêîðÿåòñÿ ÷àñòûìè èçìåðåíèÿìè[10℄, è ïðè ÷àñòîòàõ, äëÿ êîòîðûõ îæèäàåòñÿ, ÷òî êâàíòîâûé ïàðàäîêñ Çåíîíà áóäåòèìåòü ìåñòî, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ðîæäåíèå ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé ïàðû. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ñâîáîäíóþ ýâîëþöèþ ñèñòåìû ìåæäó òàêèìè ÷àñòûìè èçìåðåíèÿìèíåîáõîäèìî îïèñûâàòü â ðàìêàõ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè (ÊÝÄ). Îäíàêî ÊÝÄíå äàåò íàì âîçìîæíîñòè îïèñûâàòü ýâîëþöèþ êâàíòîâûõ ñèñòåì íà êîíå÷íûõâðåìåíàõ. Äåéñòâèòåëüíî, êàê õîðîøî èçâåñòíî, óëüòðà�èîëåòîâûå ðàñõîäèìîñòè,êîòîðûå èìåþò ìåñòî â ýòîé òåîðèè, ìîãóò áûòü óñòðàíåíû èç S -ìàòðèöû è �óíê-öèé �ðèíà, íî íå èç âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ âðåìåííóþ ýâîëþöèþ ïðîöåññîâ.Ýòà ïðîáëåìà èçâåñòíà ñ äàâíèõ ïîð, íî ñåãîäíÿ îíà ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî àêòóàëü-íîé. Äåëî â òîì, ÷òî â áëèæàéøåå âðåìÿ äîëæíû âñòóïèòü â ñòðîé ñâåðõìîùíûåëàçåðíûå óñòàíîâêè íîâîãî ïîêîëåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿò óñêîðÿòü ýëåêòðîíû èèîíû äî ýíåðãèé, ñîïîñòàâèìûõ ñ ýíåðãèÿìè, äîñòèãàåìûìè â ñîâðåìåííûõ óñêî-ðèòåëÿõ [11℄. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ýòèõ óñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëèòåëüíîñòüãåíåðèðóåìûõ èìè èìïóëüñîâ ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ìàëîé, ïîðÿäêà 10−18 ñ è äàæåäî 10−21 ñ. Ïðè îïèñàíèè ýâîëþöèè àòîìà, îäåòîãî ëàçåðíûì ïîëåì, â ñèëó ìàëî-ñòè âðåìåííîãî èíòåðâàëà ìåæäó âçàèìîäåéñòâèÿìè àòîìà ñ ëàçåðíûìè �îòîíàìè(ýòîò èíòåðâàë ìíîãî ìåíüøå äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî



ÊÂÀÍÒÎÂÛÉ ÏÀ�ÀÄÎÊÑ ÇÅÍÎÍÀ 59ýâîëþöèÿ àòîìà íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé. Ïðè ýòîì íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî ýëåêòðî-íû àòîìà âçàèìîäåéñòâóþò ñ âàêóóìîì, è ïðè òàêîì ìàñøòàáå âðåìåííûõ èíòåð-âàëîâ âîçìîæíî äàæå ðîæäåíèå ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð. Ïîñêîëüêó ïðè÷èíîéóëüòðà�èîëåòîâûõ ðàñõîäèìîñòåé ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîñòü òåîðèè, âîçìîæíî, íåïåðå-íîðìèðóåìîñòü óëüòðà�èîëåòîâûõ ðàñõîäèìîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñèãíàëîì òîãî, ÷òî ïðèîïèñàíèè ýâîëþöèè íà ìàëûõ âðåìåíàõ àòîìà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ âàêóóìîì, âïðîòèâîïîëîæíîñòü ìèêðîñêîïè÷åñêèì ïðîöåññàì, ñâÿçàííûì ñ S -ìàòðèöåé, íåëî-êàëüíîñòü �óíäàìåíòàëüíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîÿâëÿåò ñåáÿÿâíî. Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, ÷òî íåëîêàëüíîñòü �óíäàìåíòàëüíîãî ýëåê-òðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðàÿ â îïèñàíèè ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ïðîöåññîâ,ñâÿçàííûõ ñ S -ìàòðèöåé, ñïðÿòàíà â ïðîöåäóðå ïåðåíîðìèðîâîê, çíà÷èòåëüíî âëè-ÿåò íà äèíàìèêó êâàíòîâûõ ñèñòåì íà ìàëûõ âðåìåíàõ è, â ÷àñòíîñòè, ïðèâîäèò êíàðóøåíèþ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ êâàíòîâûé ý��åêò Çåíîíà èìååò ìåñòî.1. Äèíàìè÷åñêèå óñëîâèÿ äëÿ êâàíòîâîãî ý��åêòà ÇåíîíàÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êâàíòîâûé ý��åêò Çåíîíà ÿâëÿåòñÿ íåèçáåæ-íûì ñëåäñòâèåì ïåðâûõ ïðèíöèïîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ïðè åãî âûâîäå ïðåäïîëà-ãàëîñü, ÷òî äèíàìèêà ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà, èç êîòîðîãîñëåäóåò, ÷òî àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè A(t) òîãî, ÷òî íåñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå |Ψ0〉 íåðàñïàäåòñÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè t , îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì: A(t) =
= 〈Ψ0| exp(−iHt)|Ψ0〉 , ãäå H � ãàìèëüòîíèàí. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò êòîìó, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòü P (t) = |A(t)|2 ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ áóäåòèìåòü ñëåäóþùåå ïîâåäåíèå:

P (t) = 1 − ∆H2t2 +O(t3), (1)ãäå ∆H ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòüþ ýíåðãèè ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè |Ψ0〉 . Çäåñü ìûèñïîëüçóåì åñòåñòâåííóþ ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîé ~ = c = 1 . Ïðåäïîëîæèì,÷òî ìû èìååì äåëî ñ èäåàëüíûìè ìãíîâåííûìè èçìåðåíèÿìè, âûïîëíÿåìûìè ñèíòåðâàëàìè τ = t/N , òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà îñòàíåòñÿ â ñîñòîÿíèè
|Ψ0〉 , îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

PN (t) = [P (t)]N = [1 − ∆H2t2 +O(t3)]N . (2)Ïðè äîñòàòî÷íî ÷àñòûõ èçìåðåíèÿõ ñ ÷àñòîòîé ν = 1/τ ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíîïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì
PN (t) = exp(−Rνt), (3)ãäå Rν = ∆H2t2 . Êàê ñëåäóåò èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, ñêîðîñòü ðàñïàäà ñîñòîÿíèÿ

|Ψ0〉 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ïðåäåëå ν → ∞ . Ýòè àðãóìåíòû ïðèâîäÿò ê øèðîêî ðàñ-ïðîñòðàíåííîìó ìíåíèþ, ÷òî êâàíòîâûé ïàðàäîêñ Çåíîíà ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûìñëåäñòâèåì êâàíòîâîé òåîðèè.Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî áûëî äåéñòâèòåëüíî òàê, ∆H2 ≡ 〈Ψ0|H
2|Ψ0〉 − 〈Ψ0|H |Ψ0〉

2äîëæíî áûòü êîíå÷íûì. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå îáû÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíè-êè, êîòîðàÿ èìååò äåëî ñ õîðîøî îïðåäåëåííûìè íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåãàìèëüòîíèàíàìè. Íî âî ìíîãèõ èíòåðåñíûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð â ñëó÷àå ðåëÿ-òèâèñòñêîãî ðàñïàäà àòîìíîãî ñîñòîÿíèÿ, êîãäà íåîáõîäèìî âûõîäèòü çà ðàìêèíåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ∆H2 ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íûì. Äîâîëü-íî ñòðàííûì ìîæåò ïîêàçàòüñÿ òî, ÷òî íåîïðåäåëåííîñòü ýíåðãèè íåñòàáèëüíîãîàòîìíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè â ïåðåíîðìèðóåìîé òåîðèè. Íî ýòî ëèøüîçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè äèíàìèêà ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íåãàìèëüòîíî-âîé, è, êàê ñëåäñòâèå, ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ∆H íå îáÿçàòåëüíî



60 �.Õ. �ÀÉÍÓÒÄÈÍÎÂ, À.À. ÌÓÒÛ�ÓËËÈÍÀðàâíà ñðåäíåìó çíà÷åíèþ íåêîòîðîãî ãàìèëüòîíèàíà, îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøåíè-åì ∆H2 ≡ 〈Ψ0|H
2|Ψ0〉 − 〈Ψ0|H |Ψ0〉

2 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå ðàäèàöèîííîãîðàñïàäà àòîìà ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè íåðàñïàäà ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ ìîæåò íåóäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ (1).Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, òåîðèÿ ïåðåíîðìèðîâîê ÊÝÄ íå ïîçâîëÿåò îïèñûâàòüâðåìåííóþ ýâîëþöèþ ïðîöåññîâ è, â ÷àñòíîñòè, ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè íåðàñïà-äà íåñòàáèëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ. Èñòî÷íèêîì ýòîé ïðî-áëåìû, âîçìîæíî, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íåëîêàëüíîñòü �óíäàìåíòàëüíîãî ýëåêòðîìàã-íèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîÿâëÿåò ñåáÿ ÿâíî ïðè ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè ÊÝÄ-ñèñòåìû íà ìàëûõ âðåìåíàõ. Ýòî óêàçûâàåò íà íåîáõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîéíåëîêàëèçàöèè òåîðèè. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó ââå-äåíèåì íåëîêàëüíîãî �îðì-�àêòîðà â ïëîòíîñòü ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ.Îäíàêî â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, åñëè âçàèìîäåéñòâèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëîêàëü-íûìè â ïðîñòðàíñòâå, îíè òàêæå äîëæíû áûòü íåëîêàëüíûìè è âî âðåìåíè, èíà÷åìû ïîòåðÿåì ëèáî ïðè÷èííîñòü, ëèáî óíèòàðíîñòü òåîðèè. Ýòî ïðîèñõîäèò áëà-ãîäàðÿ òîìó, ÷òî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ëîêàëüíî âî âðåìåíè, à ãàìèëüòîíèàíâçàèìîäåéñòâèÿ îïèñûâàåò ìãíîâåííîå âçàèìîäåéñòâèå. Âìåñòå ñ òåì â ðàáîòå [12℄áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà íå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì îáùèì äèíàìè÷å-ñêèì óðàâíåíèåì, ñîâìåñòíûì ñ îáùåïðèçíàííûìè êîíöåïöèÿìè êâàíòîâîé �èçè-êè, è áîëåå îáùåå äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå áûëî ïîëó÷åíî êàê íåïîñðåäñòâåííîåñëåäñòâèå óíèòàðíîñòè îïåðàòîðà ýâîëþöèè è ïðåäñòàâëåíèÿ
〈ψ2|U(t, t0)|ψ1〉 = 〈ψ2|ψ1〉 +

t∫

t0

dt2

t2∫

t0

dt1〈ψ2|S̃(t2, t1)|ψ1〉, (4)ãäå îïåðàòîð S̃(t2, t1) îïèñûâàåò âêëàä â îïåðàòîð ýâîëþöèè îò ïðîöåññà, â êî-òîðîì âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå íà÷èíàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t1 , çàêàí÷èâàåòñÿâ ìîìåíò âðåìåíè t2 . Óðàâíåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì îñíîâíîãî çàêîíàêâàíòîâîé ìåõàíèêè (â òåðìèíàõ îïåðàòîðà ýâîëþöèè), ñîãëàñíî êîòîðîìó âåðîÿò-íîñòü ñîáûòèÿ, êîòîðîå ìîæåò ïðîèçîéòè íåñêîëüêèìè àëüòåðíàòèâíûìè ñïîñîáà-ìè, ðàâíà êâàäðàòó ìîäóëÿ îò ñóììû êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä âåðîÿòíîñòè, êàæ-äàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ðàçëè÷íûì àëüòåðíàòèâàì îñóùåñòâëåíèÿ ñîáûòèÿ.Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ïðîöåññû, â êîòîðûõ îïðåäåëåíû âðåìåíà íà÷àëà è êîíöàâçàèìîäåéñòâèÿ, â ñèñòåìå èñïîëüçóþòñÿ êàê àëüòåðíàòèâíûå ïóòè îñóùåñòâëåíèÿñîáûòèÿ. Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4) îòâå÷àåò àëüòåðíàòèâíîìóïðîöåññó, â êîòîðîì âçàèìîäåéñòâèå âîâñå íå ïðîèñõîäèò â ñèñòåìå. Ïðåèìóùåñòâîèñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ àëüòåðíàòèâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óïîìÿíóòûé âûøå çàêîí,âûðàæàþùèé âîëíîâóþ ïðèðîäó âåùåñòâà, íåïîñðåäñòâåííî ïðèâîäèò ê äèíàìè÷å-ñêîìó óðàâíåíèþ áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé. (Â �îðìóëèðîâ-êå Ôåéíìàíà êâàíòîâîé òåîðèè èñòîðèÿ ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïóòåì÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Çàêëàäûâàåòñÿ òàêæå äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïî-ëîæåíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó âêëàäû îò êàæäîé àëüòåðíàòèâû îäèíàêîâû ïî àáñî-ëþòíîé âåëè÷èíå, à �àçû ðàâíû êëàññè÷åñêîìó äåéñòâèþ â åäèíèöàõ ~ .) Êàê áûëîïîêàçàíî â ðàáîòå [12℄, ÷òîáû îïåðàòîð ýâîëþöèè â �îðìå (4) áûë óíèòàðíûì äëÿâñåõ âðåìåí t1 è t2 , îïåðàòîð S̃(t2, t1) äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ
(t2 − t1)S̃(t2, t1) =

t2∫

t1

dt4

t4∫

t1

dt3(t4 − t3)S̃(t2, t4)S̃(t3, t1). (5)Óðàâíåíèå (5) ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòü îïåðàòîð S̃(t2, t1) äëÿ ëþáûõ âðåìåí t1è t2 , à ñëåäîâàòåëüíî, è îïåðàòîð ýâîëþöèè, åñëè èçâåñòåí âêëàä â ýòîò îïåðàòîð



ÊÂÀÍÒÎÂÛÉ ÏÀ�ÀÄÎÊÑ ÇÅÍÎÍÀ 61îò ïðîöåññîâ, àññîöèèðóåìûõ ñ áåñêîíå÷íî ìàëûì èíòåðâàëîì âðåìåíè τ = t2 − t1äëèòåëüíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ. Åñòåñòâåííî àññîöèèðîâàòü ýòè ïðîöåññû ñ �óíäà-ìåíòàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì â èçó÷àåìîé íàìè ñèñòåìå. Îáîçíà÷àÿ ýòîò âêëàäîïåðàòîðîì Hint(t2, t1) , ìû ïîëó÷èì ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (5):
S̃(t2, t1) →

t2→t1
Hint(t2, t1) +O(τ ǫ), (6)ãäå τ = t2 − t1 . Ïàðàìåòð ǫ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì, ñîãëàñíî êîòîðîìó îïåðà-òîð Hint(t2, t1) äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî áëèçîê ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (5), ÷òîáûýòî óðàâíåíèå èìåëî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, èìåþùåå ïîâåäåíèå (6) â îêðåñòíî-ñòè òî÷êè t2 = t1 . Óðàâíåíèå (5) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (6) ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé ñèñòåìû. Ýòî óðàâíåíèå ñâîäèò-ñÿ ê óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà â ñëó÷àå, êîãäà �óíäàìåíòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå âñèñòåìå ìãíîâåííî, è îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ Hint(t2, t1) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Hint(t2, t1) = −2πiδ(t2 − t1)HI(t1), (7)ãäå HI(t1) � ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ. Âìåñòå ñ òåì óðàâíåíèå (5) ïîçâîëÿ-åò ðàñøèðèòü êâàíòîâóþ äèíàìèêó íà ñëó÷àé íåëîêàëüíûõ âî âðåìåíè âçàèìî-äåéñòâèé (ñì. ðàáîòû [12�14℄), êîãäà äèíàìèêà ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåìîïåðàòîðà Hint(t2, t1) ñ âðåìåíåì äëèòåëüíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ τ = t2− t1 â áåñêî-íå÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè τ = 0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåëîêàëüíîñòü îêàçûâàåòçíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ýâîëþöèþ ñèñòåìû ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ, è âûøå óïîìÿ-íóòûå àðãóìåíòû äëÿ êâàíòîâîãî ïàðàäîêñà Çåíîíà íå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû âýòîì ñëó÷àå. 2. �àäèàöèîííûé ðàñïàä àòîìíûõ ñîñòîÿíèéÎïðåäåëèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå âîäîðîäîïîäîáíîãîàòîìà íå ðàñïàäåòñÿ ïðè ýêñòðåìàëüíî ìàëûõ âðåìåíàõ. Â ÊÝÄ ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì è îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì âçàèìî-äåéñòâèÿ
HI(t) =

∫
d3xAµ(x, t) : Ψ(t,x)Ψ(t,x) :, (8)ãäå Ψ(x) � êâàíòîâàííîå äèðàêîâñêîå ïîëå â ïðåäñòàâëåíèè Ôàððè, Aµ(x) � îïå-ðàòîð ïîòåíöèàëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ¾ : :¿ îáîçíà÷àåò íîðìàëüíîå óïîðÿäî-÷èâàíèå. �åøàÿ îáîáùåííîå äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå ïóòåì ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðà

S̃(t2, t1) ïî ñòåïåíÿì êîíñòàíòû ñâÿçè, ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü [12℄, ÷òî
S̃(t, t0) = −2iδ(t− t0)HI(t0)+

+
∞∑

n=2

(−i)n

t∫

t0

dt1

t1∫

t0

dt2 . . .

tn−1∫

t0

dtn−2HI(t)HI(t1) . . . HI(tn−2)HI(t0). (9)Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèå (4) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæå-íèþ äëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè:
U(t, t0) = 1 +

t∫

t0

dt2

t2∫

t0

dt1 S̃(t2, t1) = T exp



−i
t∫

t0

HI(t1) dt1



 , (10)ãäå T îáîçíà÷àåò óïîðÿäî÷èâàíèå ïî âðåìåíè. Ýòî ñîîòíîøåíèå åñòü íè ÷òî èíîå,êàê ðàçëîæåíèå Ôåéíìàíà �Äàéñîíà, êîòîðîå â êàíîíè÷åñêîé �îðìóëèðîâêå êâàí-òîâîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.
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�èñ. 1. Óïîðÿäî÷åííûå âî âðåìåíè Ôåéíìàíîâñêèå äèàãðàììû, äàþùèå âêëàä â ìàññîâûéîïåðàòîð. Äâîéíàÿ ëèíèÿ îïèñûâàåò àòîì, âîëíèñòàÿ � �îòîí, æèðíàÿ ëèíèÿ � ýëåêòðîí,âçàèìîäåéñòâóþùèé ñ ïîëåì ÿäðàÌàòðè÷íûé ýëåìåíò 〈Ψn|U(t, 0)|Ψn〉 îïåðàòîðà ýâîëþöèè (10) åùå íå îïðåäåëÿ-åò àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè AND(t) òîãî, ÷òî àòîìíîå ñîñòîÿíèå |Ψn〉 íå ðàñïàäåòñÿ,ïîñêîëüêó â àìïëèòóäó 〈Ψn|U(t, 0)|Ψn〉 , îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèåì (10), êðîìå ñâÿ-çàííûõ äèàãðàìì, âêëàä äàþò òàêæå äèàãðàììû, îïèñûâàþùèå âàêóóì-âàêóóìíûåïåðåõîäû. Ýòè äèàãðàììû äàþò âêëàä â âåðîÿòíîñòü 〈0|U(t, 0)|0〉 òîãî, ÷òî âàêóóìíå ðàñïàäåòñÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, 〈Ψn|U(t, 0)|Ψn〉 �àêòîðèçóåòñÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøå-íèþ

〈Ψn|U(t, 0)|Ψn〉 = 〈0|U(t, 0)|0〉AND(t).Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âåðîÿòíîñòè PND(t) òîãî, ÷òî àòîìíîå ñîñòîÿíèå íå ðàñïà-äåòñÿ, ìû èìååì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
PND(t) =

|〈Ψn|U(t, 0)|Ψn〉|
2

|〈0|U(t, 0)|0〉|2
. (11)Èç óðàâíåíèÿ (10) ñëåäóåò, ÷òî íà ìàëûõ âðåìåíàõ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðà-òîðà ýâîëþöèè, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ýëåêòðîíà â êóëîíîâñêîì ïîëå ÿäðà, ìîãóòáûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

〈n2|U(t, 0)|n1〉 = 〈n2|n1〉 − i

t∫

0

dt2

t2∫

0

dt1 〈n2|H
(e)(t2, t1)|n1〉 + . . . , (12)ãäå |n〉 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû äèðàêîâñêîãî ãàìèëüòîíèàíà, n îïèñûâàåò âñå äèñ-êðåòíûå è íåïðåðûâíûå ïåðåìåííûå, ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþùèå ñîñòîÿíèå |n〉 ,

H(e)(t2, t1) = i

∫
d4x1

∫
d4 x2 : Ψ(x2)Σ(x2, x1)Ψ(x2) : ×

×
(
δ(x0

2 − t1)δ(x
0
1 − t2) + δ(x0

2 − t1)δ(x
0
1 − t2)

)
. (13)Çäåñü Σ(x2, x1) � ìàññîâûé îïåðàòîð ýëåêòðîíà â ïîëå ÿäðà. Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð

H(e)(t2, t1) îïèñûâàåò âêëàä â îïåðàòîð ýâîëþöèè îò �åéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì,ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 1.Ïîäñòàâëÿÿ (12) â óðàâíåíèå (11), äëÿ âåðîÿòíîñòè PND(t) òîãî, ÷òî ñîñòîÿíèå
|i〉 íå ðàñïàäåòñÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè t , ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
PND(t) =

∣∣∣∣∣∣
1 − i

t∫

0

dt2

t2∫

0

dt1 〈Ψn|H
(e)(t2, t1)|Ψn〉

∣∣∣∣∣∣

2

+ . . . =

= 1 + 2

t∫

0

dt2

t2∫

0

dt1 〈Ψn|ImH(e)(t2, t1)|Ψn〉 + . . . (14)
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Σ(x2, x1) =

1

2π

∫
dE exp{−iE(t1 − t1)}ΣE(x2,x1),ñîîòíîøåíèå äëÿ 〈Ψn1

|H(e)(t2, t1)|Ψn2
〉 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

〈Ψn2
|H(e)(t2, t1)|Ψn1

〉 =

=
1

2π

∫
d3x1

∫
d3x2

∫
dE exp{−iE(t1 − t1)} exp(−iEn2

t2) exp(−iEn1
t1)×

×
(
Ψn2

(t2,x2)Σ
(e)(E,x2,x1)Ψn1

(t1,x1) + Ψn2
(t1,x1)ΣE(x1,x2)Ψn1

(t2,x2)
)
. (15)Êàê õîðîøî èçâåñòíî, �îðìàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ìàññîâîãî îïåðàòîðà

ΣE(x2,x1) , ê êîòîðîìó ïðèâîäèò ðàçëîæåíèå Ôåéíìàíà �Äàéñîíà, íå èìååò ñìûñ-ëà áåç ðåãóëÿðèçàöèè è ïåðåíîðìèðîâêè èç-çà óëüòðà�èîëåòîâûõ ðàñõîäèìîñòåé.Íåîáõîäèìàÿ ïðè ýòîì ðåãóëÿðèçàöèÿ çäåñü ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ΣE(x2,x1) ïåðå-íîðìèðîâàííûì ìàññîâûì îïåðàòîðîì Σ
(r)
E (x2,x1) . Íî ïîñêîëüêó Σ

(r)
E (x2,x1) ∼

∼ E ln(1 − E2/m2
e) , |E| → ∞ , èíòåãðàë â (15) ðàñõîäèòñÿ ïðè áîëüøèõ |E| .Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü PND(t) ñîõðàíÿåò ðàñõîäèìîñòü äàæå ïîñëå ïå-ðåíîðìèðîâêè, è, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðèÿ ïåðåíîðìèðîâîê ÊÝÄ òåðïèò êðàõ ïðèîïèñàíèè ïîäîáíûõ ïðîöåññîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì, ÷òî äèíàìèêà, êîòîðàÿãåíåðèðóåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûì âçàèìîäåéñòâèåì, äîëæíà îïèñûâàòüñÿ îáîáùåí-íûì äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèåì, ïîñêîëüêó òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå òåîðèÿ ìîæåòóäîâëåòâîðÿòü îñíîâíûì ïðèíöèïàì êâàíòîâîé òåîðèè. Â êàíîíè÷åñêîì ïîäõîäåïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà äèíàìèêà ãåíåðèðóåòñÿ ëîêàëüíûì âî âðåìåíè îïåðàòî-ðîì âçàèìîäåéñòâèÿ, êîãäà ðåøåíèå îáîáùåííîãî äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíî ðÿäîì Ôåéíìàíà �Äàéñîíà. Óêàçàííîå âçàèìîäåéñòâèå áëàãîäà-ðÿ ëîðåíöåâñêîé èíâàðèàíòíîñòè òàêæå ëîêàëüíî è â ïðîñòðàíñòâå, ÷òî è ÿâëÿåòñÿïðè÷èíîé óëüòðà�èîëåòîâûõ ðàñõîäèìîñòåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîåâçàèìîäåéñòâèå äîëæíî áûòü íåëîêàëüíûì êàê â ïðîñòðàíñòâå, òàê è âî âðåìåíè.Òàêàÿ íåëîêàëüíîñòü, êîòîðàÿ ïðè îïèñàíèè S -ìàòðèöû ñïðÿòàíà çà ïðîöåäóðà-ìè ðåãóëÿðèçàöèè è ïåðåíîðìèðîâêè, ïðîÿâëÿåò ñåáÿ ÿâíî ïðè îïèñàíèè äèíàìèêèÊÝÄ ñèñòåì íà ìàëûõ âðåìåíàõ: ìàññîâûé îïåðàòîð, ïîëó÷àåìûé ïîñëå ïåðåíîðìè-ðîâêè îïåðàòîðà ΣE(x2,x1) , ê êîòîðîìó ïðèâîäèò ðàçëîæåíèå Ôåéíìàíà �Äàéñîíàñ ëîêàëüíûì ÊÝÄ ãàìèëüòîíèàíîì, ñëèøêîì áûñòðî ðàñòåò ñ ðîñòîì |E| , ÷òîáûèíòåãðàë â (15) ïî E ñõîäèëñÿ. Ó÷åò íåëîêàëüíîñòè ÊÝÄ âçàèìîäåéñòâèÿ äîë-æåí ïðèâîäèòü ê òîìó, ÷òî ìàññîâûé îïåðàòîð íå áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ òàê áûñòðîïðè |E| → ∞ è èíòåãðàë (15) áóäåò ñõîäèòüñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ñëåäóåòèç ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ, îòëè÷èå èñòèííîãî ìàññîâîãî îïåðàòîðà îò îïåðàòîðà

Σ
(r)
E (x2,x1) , êîòîðûé áûë ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ òåîðèè ïåðåíîðìèðîâîê, ìîæåò ïðî-ÿâëÿòüñÿ òîëüêî ïðè çíà÷åíèÿõ E ≫ me .Òàêèì îáðàçîì, ìàññîâûé îïåðàòîð äîëæåí èìåòü âèä

ΣE(x2,x1) = Σ
(r)
E (x2,x1)f

(
E

Λ

)
, (16)ãäå f(s) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ f(0) = 1 , ïàðàìåòð Λìíîãî áîëüøå ìàññû ýëåêòðîíà me . Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ìàññîâûé îïåðàòîð â óðàâíå-íèå (15) è ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ (3) è (4) è òî, ÷òî ImΣE(x2,x1) ∼ E â øèðîêîìäèàïàçîíå ýíåðãèé me ≪ E ≪ Λ , ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå



64 �.Õ. �ÀÉÍÓÒÄÈÍÎÂ, À.À. ÌÓÒÛ�ÓËËÈÍÀñêîðîñòè ðàñïàäà Rν àòîìíîãî ñîñòîÿíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì äèàïàçîíå ν âåäåòñåáÿ êàê
Rν ∼ c1ν, me ≪ ν ≪ Λ, (17)ãäå ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð c1 çàâèñèò îò âèäà �óíêöèè f(s) è çíà÷åíèÿ ïàðà-ìåòðà Λ . Èç (17) ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïàäà ðàñòåò ëèíåéíî ñ ðîñòîì ÷àñòîòûèçìåðåíèé â øèðîêîì äèàïàçîíå ýòèõ ÷àñòîò. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ÷à-ñòûå èçìåðåíèÿ äîëæíû óñêîðÿòü ïðîöåññ ðàñïàäà. Èíûìè ñëîâàìè, â ïðîöåññàõðàñïàäà àòîìíûõ ñîñòîÿíèé äîëæåí èìåòü ìåñòî îáðàùåííûé ý��åêò Çåíîíà. Ïðè÷àñòîòàõ èçìåðåíèé ν ∼ Λ âåëè÷èíà Rν äîëæíà òàêæå ðàñòè, õîòÿ è áîëåå ìåäëåí-íî, è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàùåííûé ý��åêò Çåíîíà äîëæåí èìåòü ìåñòî ïðè ëþáûõ÷àñòîòàõ èçìåðåíèé áîëüøå me . Çàêëþ÷åíèåÌû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè îïèñàíèè äèíàìèêè ñèñòåì íà ìàëûõ âðåìåíàõ ÊÝÄñòàëêèâàåòñÿ ñ ïðîáëåìîé íåïåðåíîðìèðóåìîñòè ðàñõîäèìîñòåé. Ýòè ïðîáëåìû ÿâ-ëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåëîêàëüíîñòü ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîãîâçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðàÿ ïðè îïèñàíèè S -ìàòðèöû ñïðÿòàíà çà ïðîöåäóðàìè ðå-ãóëÿðèçàöèè è ïåðåíîðìèðîâêè, ïðîÿâëÿåò ñåáÿ ÿâíî. Ïðè ýòîì ìû ïîêàçàëè, ÷òîêâàíòîâûé ý��åêò Çåíîíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòðîãîå ñëåäñòâèå ïåðâûõïðèíöèïîâ êâàíòîâîé òåîðèè, òîëüêî åñëè âçàèìîäåéñòâèå, ãåíåðèðóþùåå äèíàìè-êó ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ ìãíîâåííûì. Ïîýòîìó ïðè ðàäèàöèîííîì ðàñïàäå àòîìíûõñîñòîÿíèé êâàíòîâûé ý��åêò Çåíîíà íå äîëæåí èìåòü ìåñòî. Áîëåå òîãî, ìû ïîêà-çàëè, ÷òî î÷åíü ÷àñòûå èçìåðåíèÿ ν > me äîëæåí óñêîðÿòü ïðîöåññ ðàñïàäà òàêèõñîñòîÿíèé, òî åñòü äîëæåí èìåòü ìåñòî îáðàùåííûé ý��åêò Çåíîíà. Â íàñòîÿùååâðåìÿ òàêèå ÷àñòûå èçìåðåíèÿ êàæóòñÿ íåîñóùåñòâèìûìè. Îäíàêî ïàðàäîêñàëü-íûå îñîáåííîñòè êâàíòîâîé äèíàìèêè, êîòîðûå ïðîÿâëÿþò ñåáÿ â êâàíòîâîì ý�-�åêòå Çåíîíà, äîëæíû ïðîÿâëÿòüñÿ è â äðóãèõ ïðîöåññàõ, â êîòîðûõ ñâîáîäíàÿäèíàìèêà ñèñòåìû ïðåðûâàåòñÿ ÷àñòûìè âíåøíèìè âîçäåéñòâèÿìè. Ê òàêèì ïðî-öåññàì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ïðîöåññû, â êîòîðûõ ñâîáîäíàÿ äèíàìèêà ýëåêòðîíîâèëè èîíîâ ïðåðûâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì ñ ëàçåðíûìè �îòîíàìè. Åñëè ñðåäíåå âðå-ìÿ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîãëîùåíèÿìè èëè èçëó÷åíèÿìè ëàçåðíûõ �îòîíîâáóäåò ìåíüøå m−1

e , òî åñòü ìåíüøå 10−21 ñ, òî áóäóò ïðîÿâëÿòüñÿ ðàññìîòðåííûåíàìè ý��åêòû óñêîðåíèÿ ÊÝÄ-ïðîöåññîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô ÍØ-2965.2008.2.SummaryR.Kh. Gainutdinov, A.A. Mutygullina. Quantum Zeno Paradox and Dynami
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e in the radiative de
ay of an unstableatomi
 state.Key words: Zeno e�e
t, quantum dynami
s, radiative de
ay.Ëèòåðàòóðà1. Misra B., Sundarshan E.C.G. The Zeno's paradox in quantum theory // J. Math. Phys. �1977. � V. 18. � P. 756�763.



ÊÂÀÍÒÎÂÛÉ ÏÀ�ÀÄÎÊÑ ÇÅÍÎÍÀ 652. Cook R.S. What are quantum jumps? // Phys. S
r. � 1988. � V. 21. � P. 49�51.3. Itano W.M. et al. Quantum Zeno e�e
t // Phys. Rev. A. � 1990. � V. 41. � P. 2295.4. Knight R.L. Wat
hing a laser hot-pot // Nature. � 1990. � V. 344. � P. 493�494.5. Freri
hs V. and S
henzle A. Quantum Zeno e�e
t without 
ollapse of wave pa
ket //Phys. Rev. A. � 1991. � V. 44. � P. 1962�1968.6. Streed E.W. et al. Continuous and pulsed quantum Zeno e�e
t // Phys. Rev. Lett. �2006. � V. 97. � P. 260402.7. Hosten O. et al. Counterfa
tual quantum 
omputation through quantum interrogation //Nature. � 2004. � V. 439. � P. 949�952.8. Franson J.D. et al. Quantum 
omputing using single photons and Zeno e�e
t // Phys.Rev. A. � 2004. � V. 71. � P. 062302.9. Fa

hi P. et al. Quantum Zeno tomography // Phys. Rev. A. � 2002. � V. 66. � P. 022302.10. Kofman A.G. and Kurizki G. A

eleration of quantum de
ay pro
esses by frequentobservation // Nature. � 2000. � V. 405. � P. 546�550.11. Gerstner E. Extreme light // Nature. � 2007. � V. 446. � P. 16�18.12. Gainutdinov R.Kh. Nonlo
al intera
tions and quantum dynami
s // J. Phys. A: Math.Gen. � 1999. � V. 32. � P. 5657�5677.13. Gainutdinov R.Kh., Mutygullina A.A., S
heid W. E�e
ts of nonlo
ality in time ofintera
tions of an atom with its surriundings on the broadening of spe
tral lines ofatoms // Phys. Lett. A. � 2002. � V. 306. � P. 1�9.14. Gainutdinov R.Kh., Mutygullina A.A. Quantum me
hani
s and low energy nu
leondynami
s // Phys. Rev. C. � 2002. � V. 66. � P. 014006. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ03.02.09�àéíóòäèíîâ �åíàò Õàìèòîâè÷ � äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî�åññîðêà�åäðû îïòèêè è íàíî�îòîíèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.E-mail: Renat.Gainutdinov�ksu.ruÌóòûãóëëèíà Àéãóëü Àõìàäóëëîâíà � êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,äîöåíò êà�åäðû îáùåé �èçèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.E-mail: Aigul.Mutygullina�ksu.ru


