
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 150, êí. 1 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2008
ÓÄÊ 519.95+517.5Ï�ÎÁËÅÌÀ ÑÓÏÅ�ÏÎÇÈÖÈÈ ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÕÔÓÍÊÖÈÉ. ÊÎÌÌÓÍÈÊÀÖÈÎÍÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄÔ.Ì. Àáëàåâ, Ñ.�. ÀáëàåâàÀííîòàöèÿÏðîáëåìà ñóïåðïîçèöèè �óíêöèé � ýòî çàäà÷à ïðåäñòàâëåíèÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè
f(x1, . . . , xk) â âèäå êîìïîçèöèè áîëåå ïðîñòûõ �óíêöèé. Â òåðìèíàõ òåîðèè ñëîæíîñòèýòî ïðîáëåìà ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè f â âèäå �îðìóëû â íåêîòîðîì áàçèñå Ω . Çàäà÷àÿâíîãî çàäàíèÿ áóëåâîé �óíêöèè, êîòîðàÿ íå ïðåäñòàâèìà â âèäå ¾ïðîñòîé¿ �îðìóëû, �îäíà èç âàæíûõ ïðîáëåì òåîðèè ñëîæíîñòè.Â ñòàòüå ïîñòðîåíà ÿâíàÿ (çàäàâàåìàÿ â âèäå ðÿäà) íåïðåðûâíàÿ íåãåëüäåðîâà �óíê-öèÿ f(x1, . . . , xk) èç êëàññà Äèíè, íå ïðåäñòàâèìàÿ ñóïåðïîçèöèÿìè âèäà
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,ãäå �óíêöèè {hi : 1 ≤ i ≤ s} � �óíêöèè îò t, t < k, ïåðåìåííûõ, èìåþùèå òîò æå ìîäóëüíåïðåðûâíîñòè, ÷òî è �óíêöèÿ f , à F (z1, . . . , zs) � ïðîèçâîëüíàÿ ëèïøèöåâà �óíêöèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîáëåìà ñóïåðïîçèöèè íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, ëèïøåöåâà �óíê-öèÿ, �óíêöèÿ Äèíè, äèñêðåòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, êîììóíèêàöèîí-íàÿ ñëîæíîñòü. 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿÏðîáëåìà ïðåäñòàâëåíèÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè â âèäå ñóïåðïîçèöèè íåïðå-ðûâíûõ �óíêöèé áîëåå ïðîñòîãî âèäà õîðîøî èçâåñòíà â êëàññè÷åñêîé ìàòåìà-òèêå. Ýòà ïðîáëåìà âîñõîäèò ê çàäà÷å ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ

a1x
n + a2x

n−1 + · · · + anx + an+1 = 0 êàê �óíêöèè êîý��èöèåíòîâ. Ñîâðåìåííûåèññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè áûëè èíèöèèðîâàíû 13-é ïðîáëåìîé �èëüáåðòà [1, 2℄.Äëÿ êëàññà Fk
p p ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé îò k ïåðå-ìåííûõ À.�. Âèòóøêèí [3℄ äîêàçàë ñëåäóþùèé �àêò: Â êëàññå Fk

p ñóùåñòâóåò�óíêöèÿ, íå ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè �óíêöèé èç F t
q , åñëè òîëüêî k/p >

> t/q . Ïîçæå À.Í. Êîëìîãîðîâ [4℄ äàë äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âèòóøêèíà, îñíî-âàííîå íà ñðàâíåíèè ñëîæíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê (ýíòðîïèè) ìíîæåñòâ �óíêöèéèç ïðîñòðàíñòâ Fk
p è F t

q . Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà Âèòóøêèíà è Êîëìîãîðî-âà ÿâëÿþòñÿ ¾äîêàçàòåëüñòâàìè ñóùåñòâîâàíèÿ¿ è íå ïðåäúÿâëÿþò ¾ÿâíî¿ òàêèå�óíêöèè.Èäåè À.Í. Êîëìîãîðîâà [4℄ ïîñëóæèëè îñíîâîé äëÿ ðàçâèòèÿ èí�îðìàöèîííî-ñëîæíîñòíîé òî÷êè çðåíèÿ íà çàäà÷è òåîðèè àïïðîêñèìàöèè. Â.Í. Òèõîìèðîâ âîââåäåíèè ñâîåé êíèãè [5℄ îòìåòèë, ÷òî ó òåîðèè ïðèáëèæåíèé åñòü ñâîé êðóã çà-äà÷ è ìåòîäîâ, îíà çàíèìàåò âàæíîå ìåñòî â àíàëèçå, íî ïîìèìî ýòîãî åñòü îäíàâàæíàÿ îñîáåííîñòü: îíà óìååò õîðîøî ¾ñïðàøèâàòü¿ ó ñâîèõ ¾ñîñåäåé¿. Òåîðèÿñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèìñÿ è âíèìàòåëüíûì ¾ñîñåäîì¿ òåî-ðèè ïðèáëèæåíèé.Ñ.Ñ. Ìàð÷åíêîâ [6℄ ïðåäëîæèë ñëîæíîñòíîé ïîäõîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëè-ìîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè èç êëàññà Fk
p , íå ïðåäñòàâèìîé â âèäå ñóïåðïîçèöèè



6 Ô.Ì. ÀÁËÀÅÂ, Ñ.�. ÀÁËÀÅÂÀ�óíêöèé õóäøåãî êà÷åñòâà. Èì áûë ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä ïîñòðîå-íèÿ ¾ñëîæíîé¿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè. Íî ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ¾ñëîæíûõ¿ ÿâ-íûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñòàåòñÿ îòêðûòîé. Îí ïðåäëîæèëìåòîä çàäàíèÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè íà îñíîâå ñëîæíî ðåàëèçóåìûõ (â ñõåìíîìñìûñëå) áóëåâûõ �óíêöèé. Ñ.Ñ. Ìàð÷åíêîâ ïîêàçàë, ÷òî ñëîæíî ðåàëèçóåìûå áó-ëåâûå �óíêöèè îïðåäåëÿþò íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ èç êëàññà Fk
p , êîòîðàÿ íåïðåäñòàâèìà â âèäå ñóïåðïîçèöèè �óíêöèé èç F t

q , åñëè òîëüêî k/p > t/q . Çà-äà÷à ïîñòðîåíèÿ ñëîæíî ðåàëèçóåìîé �óíêöèè ðåøàåòñÿ ïåðåáîðîì. Íî, ïðîáëåìàïîñòðîåíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ ñëîæíî ðåàëèçóåìûõ áóëåâûõ �óíêöèé â íàñòîÿùååâðåìÿ îñòàåòñÿ îòêðûòîé. Å.À. Àñàðèí [7℄ ïðåäëîæèë äðóãîé âàðèàíò âû÷èñëèìîãî(â îñíîâå ñâîåé òîæå ïåðåáîðíîãî) çàäàíèÿ ñëîæíî àïïðîêñèìèðóåìîé íåïðåðûâíîé�óíêöèè. Ñ.Á. �àøêîâ [8℄ ââåë â ðàññìîòðåíèå õàðàêòåðèñòèêó �óíêöèîíàëüíûõïðîñòðàíñòâ, îñíîâàííóþ íà ñëîæíîñòè ïðèáëèæåííîé ðåàëèçàöèè �óíêöèé ïðî-ñòðàíñòâà. Íà îñíîâå àíàëèçà ýòîé õàðàêòåðèñòèêè �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâïîëó÷åíû óòî÷íåíèÿ òåîðåìû Âèòóøêèíà [8℄.Ìû ïðåäëàãàåì êîììóíèêàöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èíäèâèäóàëüíîé íåïðå-ðûâíîé �óíêöèè. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà îïðåäåëåíèè íåïðåðûâíîé �óíêöèè ïðèïîìîùè ìàêñèìàëüíî êîììóíèêàöèîííî ñëîæíîé áóëåâîé �óíêöèè, (ìàêñèìàëüíîêîììóíèêàöèîííî ñëîæíóþ áóëåâó �óíêöèþ ìîæíî îïðåäåëèòü ÿâíûì îáðàçîì) èàïïðîêñèìàöèè íåïðåðûâíîé �óíêöèè äèñêðåòíîé �óíêöèåé, âû÷èñëÿåìîé êîì-ìóíèêàöèîííûì ïðîòîêîëîì.Êîììóíèêàöèîííàÿ ìîäåëü âû÷èñëåíèÿ áóëåâûõ �óíêöèé (êîììóíèêàöèîííûåïðîòîêîëû) è ïîíÿòèå êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè áóëåâûõ �óíêöèé ââåäåíû âðàáîòå [9℄ è ÿâëÿþòñÿ èíòåíñèâíî èçó÷àåìûì íàïðàâëåíèåì â òåîðèè ñëîæíîñòèâû÷èñëåíèé.Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ 1 èç îáùåãî óòâåðæäåíèÿ (òåîðåìû 1) ïîñòðîåíà ÿâíàÿ (çà-äàâàåìàÿ â âèäå ðÿäà) íåïðåðûâíàÿ íåãåëüäåðîâà �óíêöèÿ f(x1, . . . , xk) èç êëàññàÄèíè, íå ïðåäñòàâèìàÿ ñóïåðïîçèöèÿìè âèäà
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,ãäå {hi|1 ≤ i ≤ s } � ìíîæåñòâî �óíêöèé îò t, t < k, ïåðåìåííûõ, èìåþùèõ òîòæå ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, ÷òî è �óíêöèÿ f , à F � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ èç H1 .Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ÿâíîé ñëîæíî ïðèáëèæàåìîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè áûëàïîñòàâëåíà À.Í. Êîëìîãîðîâûì â åãî äîêëàäå [10℄. Ïîäðîáíî ýòà ïðîáëåìà îáñóæ-äàåòñÿ â ðàáîòå [7℄. Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé êîììóíèêàöèîííîé ìîäåëè âû÷èñ-ëåíèé ñ �èêñèðîâàííûì ðàçáèåíèåì âõîäîâ âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ ÿâíîé (çàäàâàåìîéâ âèäå ðÿäà) íåïðåðûâíîé �óíêöèè, äëÿ êîòîðîé ïðè âñåõ ε êîììóíèêàöèîííàÿñëîæíîñòü ε-ïðèáëèæåíèé âûñîêà (òî åñòü èìååò ìàêñèìàëüíóþ êîììóíèêàöèîí-íóþ ñëîæíîñòü), ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî.Êîììóíèêàöèîííûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 îñíîâàí íà äîêàçàòåëüñòâåòîãî, ÷òî �óíêöèÿ fω,g ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî êîììóíèêàöèîííî ñëîæíî àïïðîê-ñèìèðóåìîé â ðàìêàõ âûáðàííîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé.Êîììóíèêàöèîííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò óêàçûâàòü ÿâíûå �óíêöèè êîíå÷íîé ãëàä-êîñòè, êîòîðûå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε ñëîæíî ε-àïïðîêñèìèðóþòñÿ â ðàññìàòðèâà-åìîé íàìè êîììóíèêàöèîííîé ìîäåëè. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñëîæíî àïïðîê-ñèìèðóåìàÿ ÿâíàÿ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíñòðóêöèèÊîëìîãîðîâà �Òèõîìèðîâà [11, ñ. 35℄. �îëü êîììóíèêàöèîííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷à-åòñÿ â ÿâíîì çàäàíèè çíàêîâ γs ∈ {−1,+1} êîíñòðóèðóåìîé �óíêöèè ïðè ïîìîùèêîììóíèêàöèîííî ñëîæíîé áóëåâîé �óíêöèè.



Ï�ÎÁËÅÌÀ ÑÓÏÅ�ÏÎÇÈÖÈÈ ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 72. Ôóíêöèÿ fω,gÍåïðåðûâíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ �óíêöèÿ fω,g k äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõîïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè áóëåâîé �óíêöèè g (òî÷íåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g =
= {gn} åäèíîîáðàçíî îïðåäåëÿåìûõ áóëåâûõ �óíêöèé gn ) è ïðîñòîé ñòàíäàðòíîéíåïðåðûâíîé �óíêöèè. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ [0, 1]k �óíêöèè fω,g ðàçáèâàåòñÿ íàñ÷åòíîå ÷èñëî êóáèêîâ. Â êàæäûé êóáèê ïîìåùàåòñÿ ïðîñòàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíê-öèÿ, ïðèíèìàþùàÿ ìàêñèìàëüíîå (ìèíèìàëüíîå) çíà÷åíèå â öåíòðå êóáèêà è íó-ëåâîå çíà÷åíèå íà ãðàíèöàõ êóáèêà. Çíà÷åíèå áóëåâîé �óíêöèè â êàæäîì êóáèêåîïðåäåëÿåò çíàê (çàäàåò ìóëüòèïëèêàòèâíûé êîý��èöèåíò +1 èëè −1) îïðåäåëÿ-åìîé �óíêöèè.Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ðàçáèåíèÿ êóáà [0, 1]k .Âñþäó â ýòîé ãëàâå áóäåì ïîëàãàòü n = 2j − 1, j ≥ 1 . Îáîçíà÷èì In îòðåçîê
In = [1/n+ 1, 2/n+ 1] . Ïîëîæèì Ikn = In × · · · × In︸ ︷︷ ︸

k

è Ik =
⋃
n≥1 I

k
n .Âñþäó â ýòîé ãëàâå Σ áóäåò îáîçíà÷àòü äâîè÷íûé àë�àâèò Σ = {0, 1}.Ïóñòü a : Σ∗ → [0, 1] � ýòî îòîáðàæåíèå ñëåäóþùåãî âèäà: äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè v = σ1 . . . σn

a(v) =
1

n+ 1

(
1 +

n∑

i=1

σi2
−i +

1

2n+1

)
.Îáîçíà÷èì An = {a(v) : v ∈ Σn} . Äëÿ ÷èñëà a(v) ∈ An îáîçíà÷èì ÷åðåç In(a(v))îòðåçîê äëèíû δ(n) = 1/((n+ 1)2n) ñ öåíòðîì â òî÷êå a(v) :

In(a(v)) =

[
a(v) −

1

(n+ 1)2n+1
, a(v) +

1

(n+ 1)2n+1

]
.Èç îïðåäåëåíèé ìíîæåñòâà òî÷åê An è îòðåçêà In(a(v)) ñëåäóåò, ÷òîA. äëÿ a(v), a(v′) ∈ An òàêèõ, ÷òî a(v) 6= a(v′) îòðåçêè In(a(v)) è In(a(v

′))ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ðàçâå ÷òî ïî ãðàíèöå,B. ⋃

a(v)∈An

In(a(v)) = In .Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ áàçîâóþ �óíêöèþ Ψn,a(v)(x) íà îòðåçêå In(a(v)) ,
a(v) ∈ An óñëîâèåì

Ψn,a(v)(x) =






1 + 2
δ(n) (x − a(v)), åñëè a(v) − δ(n)

2 ≤ x ≤ a(v),

1 − 2
δ(n) (x − a(v)), åñëè a(v) ≤ x ≤ a(v) +

δ(n)

2
,

0, åñëè x 6∈

[
a(v) −

δ(n)

2
, a(v) +

δ(n)

2

]
.

. (1)Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v = (v1, . . . , vk) òàêîé, ÷òî vi ∈ Σn , 1 ≤ i ≤ k , îáîçíà÷èì
Ikn(b(v)) = In(a(v1))× · · · × In(a(vk)) . Ikn(b(v)) � ýòî k -ìåðíûé âåùåñòâåííûé êóá ñäëèíîé ñòîðîíû δ(n) , ñ öåíòðîì â òî÷êå b(v) = (a(v1), . . . , a(vk)) . Âíóòðè êàæäîãîêóáà Ikn(b(v)) , v = (v1, . . . , vk) ∈ Σkn , b(v) = (a(v1), . . . , a(vk)) ìû îïðåäåëèì�óíêöèþ Ψn,b(v)(x) :

Ψn,b(v)(x) =

k∏

i=1

Ψn,a(vi)(xi),



8 Ô.Ì. ÀÁËÀÅÂ, Ñ.�. ÀÁËÀÅÂÀãäå �óíêöèè Ψn,a(v1)(x1), . . . ,Ψn,a(vk)(xk) îïðåäåëåíû íà ñîîòâåòñòâóþùèõ îòðåç-êàõ
In(a(v1)), . . . , In(a(vk)).Ôóíêöèÿ Ψn,b(v)(x) ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå 1 â öåíòðå êóáà Ikn(b(v))è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå íóëü íà ãðàíèöàõ êóáà Ikn(b(v)) . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g =

= {gn(v)} áóëåâûõ �óíêöèé
gn : Σn × · · · × Σn︸ ︷︷ ︸

k

→ {0, 1}îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.Îáîçíà÷èì ÷åðåç pat(n, k) ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v = (v1,
. . . , vk) , ãäå vi ∈ Σn , 1 ≤ i ≤ k . Êàæäîå ñëîâî vi ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v äåëèòñÿíà äâå ÷àñòè � íà÷àëî ui è îêîí÷àíèå wi äëèíû l(n, k) = n − d(n, k) è d(n, k) =
= ⌈(log kn)/k⌉ ñîîòâåòñòâåííî. Ìû áóäåì ïèñàòü v = (u,w) è íàçûâàòü ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü u = (u1, . . . , uk) íà÷àëîì, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü w = (w1, . . . , wk)îêîí÷àíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v .Íàðÿäó ñ îáîçíà÷åíèåì gn(v) áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå gn(u,w) äëÿîïðåäåëÿåìîé íèæå áóëåâîé �óíêöèè gn . Ôóíêöèÿ gn(u,w) = 1 òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ord(w1 . . . wk)-é áèò â ñëîâå u1 . . . uk � åäèíèöà (ord(σ̄) îçíà÷àåò öå-ëîå ÷èñëî, äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîãî åñòü äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ̄ ;íóìåðàöèÿ áóêâ ñëîâà u íà÷èíàåòñÿ ñ 0, à ñëîâà w � ñ åäèíèöû).Ôóíêöèÿ gn(u,w) �îðìàëüíî çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé (ìû èñïîëüçóåìñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ èç òåîðèè áóëåâûõ �óíêöèé [12℄):

gn(u,w) =
∨

σ
0≤ord(σ)≤|u|−1

kd(n,k)∧

i=1

yσi

i ∧ xord(σ),ãäå yj (xj ) � j -é ñèìâîë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè w (u) â îáùåé íóìåðàöèè åå ýëåìåí-òîâ.Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ íà [0, 1] �óíêöèÿ ω(δ) ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè.Îáîçíà÷èì fω,g �óíêöèþ, çàäàâàåìóþ ðÿäîì
fω,g(x) =

∑

n=2j−1,
j≥k

∑

v∈Σn

(2gn(v) − 1)ω(δ(n))Ψn,b(v)(x). (2)Ôóíêöèþ fω,g äîîïðåäåëèì ïî íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå íóëü êóáà [0, 1]k . Ýòîâîçìîæíî, òàê êàê ω(δ) → 0 ïðè δ → 0 . Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ fω,g(x) îò kïåðåìåííûõ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 2 ìîæåò ïðèíèìàòü íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ òîëüêî âçàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå Ik êóáà [0, 1]k .3. Òåîðåìà î ñóïåðïîçèöèè �óíêöèéÁóäåì ðàññìàòðèâàòü �óíêöèè, çàäàííûå â çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Ik . Íåïðå-ðûâíûå �óíêöèè, îïðåäåëåííûå â çàìêíóòîì ìíîæåñòâå, ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíûìè. Ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè òåîðèè �óíêöèé, ââåäåì ïîíÿòèå ìîäóëÿíåïðåðûâíîñòè �óíêöèè.Äëÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé �óíêöèè f(x) îò k ≥ 2 ïåðåìåííûõ ìîäóëüíåïðåðûâíîñòè ω(δ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü |f(x) − f(x′)| ïîâñåì x, x′ ∈ Ik òàêèì, ÷òî |x− x′| = max
1≤i≤k

|xi − x′i| ≤ δ (ñì. êíèãó [13, ïàð. 3.2℄).



Ï�ÎÁËÅÌÀ ÑÓÏÅ�ÏÎÇÈÖÈÈ ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 9Íå êàæäàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè. Ñëåäóþùååïðîñòîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ ω(δ) ÿâëÿëàñüìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè. Ôóíêöèÿ ω(δ) ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè, åñëè
ω(δ)/δ íå âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì δ (ñì. [13, ï. 3.2.3℄).Îáîçíà÷èì Hk

ω êëàññ âñåõ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé îò k ïåðåìåí-íûõ, ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò ïî ïîðÿäêó çàäàííîãî ìîäóëÿíåïðåðûâíîñòè ω(δ) . Ïîëîæèì Hω = ∪k≥1H
k
ω .Äëÿ ÷èñåë γ ∈ (0, 1] êëàññû �óíêöèé

Hγ = {f : ω(δ) � δγ} (γ ∈ (0, 1])èçâåñòíû êàê êëàññû �åëüäåðà. Áîëåå îáùèé êëàññ
D =

{
f : lim

δ→0
ω(δ) log

1

δ
= 0

}ñîäåðæèò â ñåáå êëàññû �åëüäåðà è íàçûâàåòñÿ êëàññîì Äèíè.Ïóñòü A
t, B

s � íåêîòîðûå êëàññû íåïðåðûâíûõ �óíêöèé îò t è s ïåðåìåí-íûõ ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì Spk[At,Bs] � êëàññ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé îò kïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâèìûõ ñóïåðïîçèöèÿìè âèäà
F
(
h1(x

1
1, . . . , x

1
t ), . . . , hs(x

s
1, . . . , x

s
t )
)
,ãäå F (y1, . . . , ys) � ýòî �óíêöèÿ èç B

s , à {hi (x1, . . . , xt) : 1 ≤ i ≤ s } ⊆ A
t .Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè

ω1(δ) , ω2(δ) �óíêöèÿ ω(δ) = ω2(ω1(δ)) ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè è
Spk[Ht

ω1
,Hs

ω2
] ⊆ Hk

ω .Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĥk
ω ìíîæåñòâî �óíêöèé èç êëàññà Hk

ω ñî ñâîéñòâîì: äëÿ âñåõ�óíêöèé f ∈ Ĥk
ω äëÿ âñåõ δ âèäà δ = δ(n) ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ωf (δ(n)) �óíê-öèè f ðàâåí ω(δ(n)) ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû.Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà î ñóïåðïîçèöèè). Ïóñòü ω1(δ) � òàêàÿ ñòðîãî âîç-ðàñòàþùàÿ ñ ðîñòîì δ �óíêöèÿ, ÷òî ω1(δ)/δ , íå âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì δ è

log
1

ω1(δ)
= o

((
log

1

δ

)1−t/k
)
. (3)Òîãäà äëÿ s ≥ 1 , M > 0, γ ∈ (0, 1] , ω2(δ) = Mδγ , ω(δ) = ω2(ω1(δ)) �óíêöèÿ

fω,g(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó Hk
ω\Sp

k[Ĥt
ω1
,Hs

ω2
] .Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å.Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèè, ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ(3) òåîðåìû 1, íå âõîäÿò â êëàññ �åëüäåðà H∗ =

⋃

γ∈(0,1]

Hγ . Íî, íàïðèìåð, êëàññ
Hωp

äëÿ p > 1 , ãäå
ωp(δ) =

{
(ln 1/δ)−p, åñëè 0 < x ≤ a,

(ln 1/a)−p, åñëè x > a,

a = 1/(ep+1) òàêîâ, ÷òî ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ωp(δ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåî-ðåìû 1 äëÿ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ω1(δ) . Êëàññ Hωp
âõîäèò â êëàññ Äèíè D .



10 Ô.Ì. ÀÁËÀÅÂ, Ñ.�. ÀÁËÀÅÂÀÑëåäñòâèå 1. Ôóíêöèÿ fωp,g(x) îò k ≥ 4 ïåðåìåííûõ âõîäèò â êëàññ Ĥk
ωpè íå ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóïåðïîçèöèè �óíêöèé îò t ïåðåìåííûõ èç êëàññà Ĥt
ωpíà ïåðâîì óðîâíå ñóïåðïîçèöèè è �óíêöèé èç êëàññà H1 íà ïîñëåäóþùèõ óðîâíÿõ,åñëè t < k .Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ωp(δ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

log
1

ωp(δ)
= o

((
log

1

δ

)c)òåîðåìû 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû c > 0 , â ÷àñòíîñòè äëÿ c = 1 − t/k , t <
< k . 4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñóïåðïîçèöèèÂ ýòîì ïàðàãðà�å èçëàãàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëü-ñòâà òîãî, ÷òî fω,g ∈ Hk

ω .Ôóíêöèÿ Ψn,a(v)(x) (ñì. îïðåäåëåíèå 1) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ïîëåçíûìè äëÿíàñ ñâîéñòâàìè.Ñâîéñòâî 1. Äëÿ �óíêöèè Ψn,a(v)(x) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:1. Ôóíêöèÿ Ψn,a(v)(x) ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå 1 â öåíòðå îòðåçêà
In(a(v)) è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 íà ãðàíèöàõ îòðåçêà In(a(v)) .2. Ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ωΨ(δ) �óíêöèè Ψn,a(v)(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-íèåì

ωΨ(δ) =






2

δ(n)
δ, åñëè 0 < δ ≤

δ(n)

2
,

1, åñëè δ(n)

2
≤ δ ≤ δ(n).

(4)Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî fω,g ∈ Ĥk
ω ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.Ñâîéñòâî 2. Äëÿ �óíêöèè fω,g ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:1. fω,g íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå Ik êóáà [0, 1]k .2. Â êàæäîì êóáå Ikn(b(v)) ∈ Ik �óíêöèÿ fω,g ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå (ìèíè-ìàëüíîå) çíà÷åíèå ω(δ(n)) (−ω(δ(n))) â öåíòðå è ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèåíà ãðàíèöàõ êóáà Ikn(b(v)) .3. Åñëè ïðè ýòîì íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ω(δ) òàêîâà, ÷òî ω(δ)/δ íå âîçðàñòà-åò ñ ðîñòîì δ , òî ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ωf �óíêöèè fω,g óäîâëåòâîðÿåòñîîòíîøåíèÿì:à) äëÿ δ = δ(n) ω(δ(n)) ≤ ωf (δ(n)) ≤ 2kω(δ(n)) .á) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ δ ωf (δ) ≤ 2kω(δ) .Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû �óíêöèþ fω,g áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâî-ëîì f . Ïåðâîå è âòîðîå óòâåðæäåíèÿ ñâîéñòâà î÷åâèäíû è ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåí-íî èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f .Äëÿ �óíêöèè f(x) = f(x1, x2, . . . , xk) , äëÿ i ∈ {1, 2, . . . , k} , äëÿ zi = (x1, . . . ,

xi−1, xi+1, . . . , xk) ïîëîæèì fzi
(xi) = f(x) . Ïîëíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ωf(δ)�óíêöèè f(x) ñâÿçàí ñ åå ÷àñòíûìè ìîäóëÿìè íåïðåðûâíîñòè

ωi(δ) = sup
zi∈Ik−1

sup
|xi−x′

i
|≤δ

|fzi
(xi) − fzi

(x′i)| (5)
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ì. [13, ï. 3.4.31℄)
max
1≤i≤k

{ωi(δ)} ≤ ωf (δ) ≤

k∑

i=1

ωi(δ). (6)Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f ñîîòíîøåíèå (5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
ωi(δ) = sup

m=2j−1,
j≥1

sup
zi∈I

k−1
m

sup
|xi−x′

i
|≤δ

|fzi
(xi) − fzi

(x′i)| =

= sup
m=2j−1,
j≥1

sup
w(i)

sup
zi∈I

k−1
m (b(w(i)))

sup
|xi−x′

i
|≤δ

|fzi
(xi) − fzi

(x′i)|, (7)ãäå w(i) = (v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vk) ∈ Σm × · · · × Σm .Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå zi ∈ Ik−1
m (b(w(i))) , w(i) = (v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vk) ∈

∈ Σm × · · · × Σm .Èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî åå ïîä�óíêöèÿ fzi
îïðåäåëåíà íà îò-ðåçêå Im è íå îïðåäåëåíà âíå ýòîãî îòðåçêà. Äëÿ òî÷åê xi, x

′
i ∈ Im ïóñòü vi, v

′
i ∈

∈ Σm � òàêèå ñëîâà, ÷òî
xi ∈ Im(a(vi)), x′i ∈ Im(a(v′i)).Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f èìååì:

|fzi
(xi) − fzi

(x′i)| = ω(δ(n))

k∏

j=1,j 6=i

Ψm,a(vj)(xj)|(2gm(v) − 1)Ψm,a(vi)(xi)−

− (2gm(v′) − 1)Ψm,a(v′i)
(x′i)|. (8)Çäåñü v = (v1, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , vk) , à v′ = (v1, . . . , vi−1, v

′
i, vi+1, . . . , vk) .Äëÿ i ∈ {1, 2, . . . , k} èìåþòñÿ äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v = (v1, . . . , vi−1, vi,

vi+1, . . . , vk) è v′ = (v1, . . . , vi−1, v
′
i, vi+1, . . . , vk) ñî ñâîéñòâîì gm(v) 6= gm(v′) .Â ñèëó (7), (8) è ñâîéñòâà 1 ñëåäóåò, ÷òî íà îòðåçêå Im äëÿ �óíêöèè f åå ÷àñòíûéìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ωi(δ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ωi(δ) =





ω(δ(m))

2

δ(m)
δ, åñëè δ ≤ δ(m),

2ω(δ(m)), åñëè δ ≥ δ(m).

(9)Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå n = 2j − 1, j > 1 . Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ωi(δ(n)) íà ðàçëè÷-íûõ îòðåçêàõ Im . �àññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.1. n = m . Èç (9) ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ωi(δ(n)) �óíêöèè
f íà îòðåçêå Im îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

ωi(δ(n)) = 2ω(δ(n)).2. n > m . Â ýòîì ñëó÷àå δ(n) < δ(m) . Â ñèëó (9) èìååì:
ωi(δ(n)) = ω(δ(m))

2

δ(m)
δ(n).



12 Ô.Ì. ÀÁËÀÅÂ, Ñ.�. ÀÁËÀÅÂÀ3. n < m . Â ýòîì ñëó÷àå δ(n) > δ(m) . Â ñèëó (9) èìååì:
ωi(δ(n)) = 2ω(δ(m)).Ôóíêöèÿ ω(δ) íå âîçðàñòàåò ïðè óáûâàíèè δ , a ω(δ)/δ íå âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì δ .Ïîýòîìó èç ðàññìîòðåííûõ òðåõ ñëó÷àåâ ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòíûé ìîäóëü íåïðåðûâ-íîñòè ωi(δ(n)) �óíêöèè f â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-ñòâîì:

ωi(δ(n)) = 2ω(δ(n)). (10)óñòàíîâëåííîå ðàâåíñòâî âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì (6) äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 3à.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé δ 6= δ(n) .Òàê êàê ω(δ)/δ íå âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì δ , à �óíêöèÿ ω(δ) íå âîçðàñòàåò ïðè óáû-âàíèè δ , â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (9) äëÿ �óíêöèè f åå ÷àñòíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè
ωi(δ) íà êàæäîì îòðåçêå Im îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó

ωi(δ) ≤ 2ω(δ) (11)Èç íåðàâåíñòâ (10), (11), ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (6), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå 3á ñâîé-ñòâà.Äîêàçàòåëüñòâî íåïðåäñòàâèìîñòè �óíêöèè fω,g â âèäå ñóïåðïîçèöèè
F
(
h1(x

1
1, . . . , x

1
t ), . . . , hs(x

s
1, . . . , x

s
t )
)
,(âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1) îñíîâûâàåòñÿ íà îöåíêàõ êîììóíèêàöè-îííîé ñëîæíîñòè äèñêðåòíûõ �óíêöèé, àïïðîêñèìèðóþùèõ èíòåðåñóþùóþ íàñíåïðåðûâíóþ �óíêöèþ. Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.Ïóñòü Z îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïóñòü

df : Σn × · · · × Σn︸ ︷︷ ︸
k

→ Zåñòü äèñêðåòíàÿ �óíêöèÿ. Ïðîèçâîëüíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå êîíå÷-íîãî ìíîæåñòâà G âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà ìíîæåñòâî Σe(n) äâîè÷íûõ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòåé äëèíû e(n) áóäåì íàçûâàòü êîäèðîâàíèåì ìíîæåñòâà G .Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì íàçûâàòü äèñêðåòíóþ �óíêöèþ df (n, e(n))-�óíê-öèåé, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v ∈ Σn × · · · × Σn︸ ︷︷ ︸
k

çíà÷åíèå
df(v) ìîæåò áûòü çàêîäèðîâàíî äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèíû íå áîëåå,÷åì e(n).Ïóñòü f � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â êóáå [0, 1]k .Ïîëîæèì α(n) = min

{
f(x) |x ∈

[
1

n
,
2

n

]k} ; β(n) = max

{
f(x) |x ∈

[
1

n
,
2

n

]k}
.Íà îòðåçêå [α(n), β(n)] � îáëàñòè çíà÷åíèé f(x) � ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê(ðåøåòêó) Dε(n) ñ øàãîì ε(n) :

Dε(n) =

{
αi | αi = α(n) + ε(n)i, i ∈

{
0, 1, . . . , ⌊

β(n) − α(n)

ε(n)
⌋

}}
∪ {β(n)}.



Ï�ÎÁËÅÌÀ ÑÓÏÅ�ÏÎÇÈÖÈÈ ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 13Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü f(x1, . . . , xk) � íåïðåðûâíàÿ â êóáå [0, 1]k �óíê-öèÿ. Áóäåì íàçûâàòü äèñêðåòíóþ �óíêöèþ df (v1, . . . , vk) ε(n)-àïïðîêñèìàòî-ðîì äëÿ �óíêöèè f (x1, . . . , xk) , åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v =
= (v1, . . . , vk) ∈ Σn × · · · × Σn âûïîëíÿåòñÿ

|f(b(v)) − df(v)| ≤ ε(n).Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ε(n)-àïïðîêñèìàòîðà ñëåäóåò ñâîéñòâî.Ñâîéñòâî 3. Ïóñòü df � ýòî ε(n)-àïïðîêñèìàòîð �óíêöèè f . Òîãäà df ÿâëÿåòñÿ
(n, e(n))-�óíêöèåé, ãäå e(n) = O (log 1/ε(n)) .Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ êîììóíèêàöèîííîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè, èñïîëüçóå-ìîé â äàííîì äîêàçàòåëüñòâå. Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ êîììóíèêàöèîííîé ìîäåëè äëÿâû÷èñëåíèÿ áóëåâîé �óíêöèè gn , îïðåäåëÿþùåé êîý��èöèåíòû íàøåé �óíêöèè
fω,g .Äâà âû÷èñëèòåëÿ Pu è Pw ïîëó÷àþò ñâîè âõîäíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîãëàñ-íî âûáðàííîìó ðàçáèåíèþ pat(n, k) (ñì. îïðåäåëåíèå ðàçáèåíèÿ pat(n, k) â ïàð. 2)âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v áóëåâîé �óíêöèè gn . Íà÷àëî u âõîäíîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè v ïîäàåòñÿ íà âõîä Pu , à îêîí÷àíèå w âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v �íà âõîä Pw.Âû÷èñëåíèå áóëåâîé �óíêöèè gn ïðîèçâîäèòñÿ ñîãëàñíî ïðîòîêîëó ψ(pat(n, k))ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âû÷èñëèòåëü Pu ïîñûëàåò ñîîáùåíèå m (äâîè÷íîå ñëîâî)âû÷èñëèòåëþ Pw . Âû÷èñëèòåëü Pw âû÷èñëÿåò è âûäàåò çíà÷åíèå gn(u,w) . Êîì-ìóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü Cψ êîììóíèêàöèîííîãî ïðîòîêîëà ψ(pat(n, k)) � ýòîäëèíà |m| ñîîáùåíèÿ m .Êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü Cgn

(pat(n, k)) áóëåâîé �óíêöèè gn � ýòî
min{Cψ| ψ(pat(n, k)) âû÷èñëÿåò gn}.Ëåììà 1. Äëÿ áóëåâîé �óíêöèè gn ∈ g âûïîëíÿåòñÿ

Cgn
(pat(n, k)) ≥ k(n− 1) − log kn.Äîêàçàòåëüñòâî. Áóëåâîé �óíêöèè gn(u,w) ñîîòâåòñòâóåò êîììóíèêàöèîí-íàÿ ìàòðèöà CMgn

ðàçìåðíîñòè 2kl(n,k) × 2kd(n,k) , (u,w)-é ýëåìåíò êîòîðîé ðàâåí
gn(u,w).Èñïîëüçóÿ òîò �àêò, ÷òî Cgn

(pat(n, k)) = ⌈log nrow(CMgn
)⌉ , ãäå nrow(CMgn

) �ýòî ÷èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñòðîê ìàòðèöû CMgn
(ñì. [9℄), è òîò �àêò, ÷òî äëÿ áó-ëåâîé �óíêöèè gn âåðíî, ÷òî nrow(CMgn

) = 2kl(n,k) ≥ 2k(n−1)/(kn), ìû ïîëó÷àåìóòâåðæäåíèå ëåììû.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîé �óíêöèè df(v) áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþêîììóíèêàöèîííóþ ìîäåëü. Ïóñòü, êàê è ðàíåå, pat(n, k) � ýòî ðàçáèåíèå âõîäíîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè v , îïðåäåëåííîé â ïàð. 2 (v = (u,w)). Ïóñòü âû÷èñëèòåëè Puè Pw ïîëó÷àþò ñâîè âõîäû u è w ñîãëàñíî ðàçáèåíèþ pat(n, k) .Âû÷èñëåíèå äèñêðåòíîé �óíêöèè df(v) ïðîèçâîäèòñÿ ñîãëàñíî ïðîòîêîëó
φ(pat(n, k)) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âû÷èñëèòåëü Pu ïîñûëàåò ñîîáùåíèå m (äâîè÷-íîå ñëîâî) âû÷èñëèòåëþ Pw . Âû÷èñëèòåëü Pw âû÷èñëÿåò è âûäàåò çíà÷åíèå df(v) .Êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü Cφ êîììóíèêàöèîííîãî ïðîòîêîëà φ(pat(n, k)) �ýòî äëèíà |m| ñîîáùåíèÿ m .Êîììóíèêàöèîííóþ ñëîæíîñòü Cdf (pat(n, k)) äèñêðåòíîé �óíêöèè df(v) îïðå-äåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Cdf (pat(n, k)) = min{Cφ : φ(pat(n, k)) âû÷èñëÿåò df(v)}.



14 Ô.Ì. ÀÁËÀÅÂ, Ñ.�. ÀÁËÀÅÂÀÎïðåäåëåíèå 3. Êîììóíèêàöèîííóþ ñëîæíîñòü Cf (pat(n, k) , ε(n)) ε(n)-àï-ïðîêñèìàöèè �óíêöèè f îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Cf (pat(n, k) , ε(n)) = min{Cdf(pat(n, k)) : df(v) � ε(n)-àïïðîêñèìàòîð �óíê-öèè f}.Ëåììà 2. Äëÿ ε(n) < ω(δ(n)) , äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε(n)-àïïðîêñèìàòîðà df�óíêöèè fω,g âûïîëíÿåòñÿ

Cgn
(pat(n, k)) ≤ Cf (pat(n, k) , ε(n)).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû íåâåðíî, òî åñòüâûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Cgn
(pat(n, k)) > Cf (pat(n, k) , ε(n)). (12)Ïóñòü äèñêðåòíàÿ �óíêöèÿ df òàêîâà, ÷òî Cdf (pat(n, k)) = Cf (pat(n, k) , ε(n)) .Èç íåðàâåíñòâà (12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîììóíèêàöèîííûõ ìàòðèö CMgn

è CMdfðàçìåðíîñòè 2kl(n,k) × 2kd(n,k) , (u,w)-é ýëåìåíò êîòîðûõ ðàâåí gn(u,w) è df(u,w)ñîîòâåòñòâåííî, âûïîëíÿåòñÿ
nrow(CMgn

) > nrow(CMdf ).Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u è u′òàêèå, ÷òî äâå ñòðîêè rowgn
(u) è rowgn

(u′) ìàòðèöû CMgn
ðàçëè÷íû, íî äâå ñòðî-êè rowdf (u) è rowdf (u

′) ìàòðèöû CMdf îäèíàêîâû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåòïîñëåäîâàòåëüíîñòü w , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ
gn(u,w) 6= gn(u

′, w), (13)
df(u,w) = df(u′, w). (14)Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè gn(u,w) = 1 , à gn(u′, w) = 0 . Îáîçíà÷èì v = (u,w), v′ =

= (u′, w) . Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè fω,g èìååì:
fω,g(b(v)) = ω(δ(n)), (15)
fω,g(b(v

′)) = −ω(δ(n)). (16)Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ε(n)-àïïðîêñèìàòîðà äëÿ �óíêöèè fω,g è ñâîéñòâà (2) âûïîë-íÿåòñÿ
|fω,g(b(v)) − df(v)| ≤ ε(n) < ω(δ(n)), (17)

|fω,g(b(v
′)) − df(v′)| ≤ ε(n) < ω(δ(n)). (18)Èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî df(v) = df(v′) è ñîîòíîøåíèé (15), (16), (17) è (18) ïîëó-÷àåì

2ω(δ(n)) = |fω,g(b(v)) − fω,g(b(v
′))| ≤

≤ |fω,g(b(v)) − df(v)| + |fω,g(b(v
′)) − df(v′)| < 2ω(δ(n)).Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî df(v) 6= df(v′) .Ïóñòü dhi : Σn × · · · × Σn︸ ︷︷ ︸

t

→ Z , ∫∫ è DF : Σn × · · · × Σn︸ ︷︷ ︸
k

→ Z � ýòî òàêèåäèñêðåòíûå �óíêöèè, ÷òî:
DF (v1, . . . , vk) = F (dh1(v

1
1 , . . . , v

1
t ), . . . , dhs(v

s
1, . . . , v

s
t )),ãäå �óíêöèÿ F (y1, . . . , ys) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ.



Ï�ÎÁËÅÌÀ ÑÓÏÅ�ÏÎÇÈÖÈÈ ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 15Ëåììà 3. Äëÿ äèñêðåòíîé �óíêöèè DF (v1, . . . , vk) âûïîëíÿåòñÿ
CDF (pat(n, k)) ≤

s∑

i=1

Cdhi
(pat(n, k)).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P iu , P iw è φi(pat(n, k)) (i ∈ 1 ≤ i ≤ s ) � ñîîòâåò-ñòâåííî âû÷èñëèòåëè è êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë, âû÷èñëÿþùèå äèñêðåòíóþ�óíêöèþ dhi .Êîììóíèêàöèîííûé ïðîòîêîë φ∗(pat(n, k)) , âû÷èñëÿþùèé �óíêöèþ DF ,ñîñòîèò èç âû÷èñëèòåëåé P ∗

u è P ∗
w . Âû÷èñëèòåëü P ∗

u (P ∗
w ) ñîñòîèò èç âû-÷èñëèòåëåé P iu (P iw ), i ∈ 1 ≤ i ≤ s . Äëÿ êàæäîé ïàðû u,w âõîäîâ ïðîòî-êîë φ∗(pat(n, k)) ìîäåëèðóåò (íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà) ðàáîòó ïðîòîêîëîâ

φ1(pat(n, k)), φ2(pat(n, k)), . . . , φs(pat(n, k)) , âû÷èñëÿþùèõ äèñêðåòíûå �óíêöèè
dh1, dh2, . . . , dhs ñîîòâåòñòâåííî. Ñîîáùåíèå m âû÷èñëèòåëÿ P ∗

u ê âû÷èñëèòå-ëþ P ∗
w ñîñòîèò èç ñîîáùåíèé m1,m2, . . . ,ms âû÷èñëèòåëåé P 1

u , P
2
u , . . . , P

i
s ñîîòâåò-ñòâåííî. Ïðè ýòîì îáùåå ñîîáùåíèå ñîñòàâëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âû÷èñëè-òåëü P ∗

w ìîã îäíîçíà÷íî äåêîäèðîâàòü ñîñòàâëÿþùèå m1,m2, . . . ,ms . Íàïðèìåð,äëÿ êàæäîãî n âñå ñîîáùåíèÿ mi (1 ≤ i ≤ s ) ìîæíî äîïîëíÿòü äî îáùåé äëèíûíóëÿìè ñïðàâà.Âû÷èñëèòåëü P ∗
w , ïîëó÷èâ ñîîáùåíèå îò âû÷èñëèòåëÿ P ∗

u è ñâîþ ÷àñòü âõîä-íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè w , âû÷èñëÿåò âûõîäíûå çíà÷åíèÿ y1, . . . ,ys ïðîòîêîëîâ
φ1(pat(n, k)), φ2(pat(n, k)), . . . φs(pat(n, k)) . Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëèòåëü P ∗

w âû÷èñ-ëÿåò è âûäàåò çíà÷åíèå F (y) , y = (y1, . . . , ys) .Ëåììà 4. Ïóñòü äëÿ �óíêöèé ω1, ω2 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû1, äëÿ ω(δ) = ω2(ω1(δ)) íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ fω,g (x1, . . . , xk) ïðåäñòàâèìà â âèäåñóïåðïîçèöèè
F
(
h1(x

1
1, . . . , x

1
t ), . . . , hs(x

s
1, . . . , x

s
t )
)
,ãäå �óíêöèÿ F ∈ Hs

ω2
, a {hi(x1, . . . , xt) : 1 ≤ i ≤ s } ⊂ Ĥt

ω1
. Ïóñòü äëÿ ε(n) =

= ω1 (δ(n)) / log
1

ω1(δ(n))
äèñêðåòíûå �óíêöèè dh1, . . . , dhs ÿâëÿþòñÿ ε(n)-àï-ïðîêñèìàòîðàìè íåïðåðûâíûõ �óíêöèé h1, . . . , hs ñîîòâåòñòâåííî.Òîãäà ñóùåñòâóåò ε′(n) < ω(δ(n)) òàêîå, ÷òî
Cf (pat(n, k) , ε′(n)) = o(n).Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå �óíêöèþ fω,g áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâî-ëîì f . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ε′(n) < ω(δ(n)) , ÷òî äèñêðåòíàÿ �óíêöèÿ

DF (v1, . . . , vk) = F (dh1(v
1
1 , . . . , v

1
t ), . . . , dhs(v

s
1, . . . , v

s
t ))ÿâëÿåòñÿ ε′(n)-àïïðîêñèìàòîðîì �óíêöèè f è

CDF (pat(n, k)) = o(n). (19)Ïóñòü v = (v1, . . . , vk) ∈ Σn × · · · × Σn � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ε′(n) < ω(δ) ñî ñâîéñòâîì:
|f(b(v)) − DF (v1, . . . , vk) | ≤ ε′(n). (20)Îáîçíà÷èì x = (x1, . . . , xk) = b(v) = (a(v1), . . . , a(vk)) . Òàê êàê äëÿ i ∈ {1, 2, . . . , s}�óíêöèÿ dhi ÿâëÿåòñÿ ε(n)-àïïðîêñèìàòîðîì íåïðåðûâíîé �óíêöèè hi , òî

|hi(x
i
1, . . . , x

i
t) − dhi(v

i
1, . . . , v

i
t)| ≤ ε(n).



16 Ô.Ì. ÀÁËÀÅÂ, Ñ.�. ÀÁËÀÅÂÀÒàê êàê �óíêöèÿ ω(δ) óáûâàåò ïðè óáûâàíèè δ , ïîëó÷àåì
|F
(
h1(x

1
1, . . . , x

1
t ), . . . , hs(x

s
1, . . . , x

s
t )
)
−

− F (dh1(v
1
1 , . . . , v

1
t ), . . . , dhs(v

s
1, . . . , v

s
t ))| ≤

≤ ωF (ε(n)) ≤
M1(

log 1
ω1(δ(n))

)γ (ω1 (δ(n)))
γ

= ε′(n).Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n0 äëÿ n > n0, âûïîëíÿåòñÿ
ε′(n) < ω(δ(n)).Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåò ñîîòíîøåíèå (20).�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äèñêðåòíóþ �óíêöèþ dh èç {dh1, . . . , dhs} . Äëÿäîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (19) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Cdh(pat(n, k)) = o(n). (21)Òîãäà íåðàâåíñòâî (21) âìåñòå ñ ëåììîé 3 äàþò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿëåììû.�àññìîòðèì êîììóíèêàöèîííóþ ìàòðèöó CMdh(n) �óíêöèè dh . Ìàòðèöà
CMdh(n) � ýòî 2tl(n,k) × 2td(n,k) ìàòðèöà, (u,w) ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿçíà÷åíèÿ dh(u,w) . Ïàðà (u,w) îïðåäåëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì pat(n, k) âõîäíîé ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè (v1, . . . , vk) .

Cdh(pat(n, k) , ε(n)) = ⌈log nrow(CMdh(n))⌉ , (22)Äëÿ (n, e(n))-�óíêöèè dh ÷èñëî nrow(CMdh(n)) ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñòðîê ìàò-ðèöû CMdh(n) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ñëåäóþùèì îáðàçîì:
nrow(CMdh(n)) ≤ min

{
2tl(n,k), 2e(n)2td(n,k)

}
. (23)Òàê êàê �óíêöèÿ dh ÿâëÿåòñÿ ε(n)-àïïðîêñèìàòîðîì ñîîòâåòñòâóþùåé åé�óíêöèè h , òî â ñèëó âûáîðà ε(n) , óñëîâèÿ (3) òåîðåìû (1), ñâîéñòâà 3 è òîãî,÷òî δ(n) = 1/((n+ 1)2n) , èìååì:

e(n) = O

(
log

1

ε(n)

)
= O

(
log

1

ω1(δ(n))

)
=

= o

((
log

1

δ(n)

)1−t/k
)

= o
(
n1−t/k

)
. (24)Èç îïðåäåëåíèÿ ðàçáèåíèÿ pat(n, k) èìååì: l(n, k) = n − ⌈

lognk

k
⌉ , d(n, k) =

= ⌈
lognk

k
⌉ . Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (23), (24) äëÿ ðàâåíñòâà (22), ïîëó÷àåì äî-êàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (21).Èç óòâåðæäåíèé ëåìì 4, 2 è 1 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.



Ï�ÎÁËÅÌÀ ÑÓÏÅ�ÏÎÇÈÖÈÈ ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 175. Êîììåíòàðèé ê êîììóíèêàöèîííîìó ìåòîäó äîêàçàòåëüñòâàÂ.È. Àðíîëüä [14℄ è À.Í. Êîëìîãîðîâ [15℄ äîêàçàëè ñëåäóþùèé �àêò (ìû ïðè-âîäèì ðåçóëüòàò èç [15℄). Ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ f (x1, . . . , xk) ∈ Cìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóïåðïîçèöèè íåïðåðûâíûõ �óíêöèé îò îäíîéïåðåìåííîé è àðè�ìåòè÷åñêîé îïåðàöèè ñóììà:
f (x1, . . . , xk) =

2k+1∑

i=1

fi




k∑

j=1

hij(xj)



 . (25)Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [16℄, �óíêöèè hij èç �îðìóëû (25) ÿâëÿþòñÿ ãåëüäåðûâûìè.Êîììóíèêàöèîííûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 äàåò èí�îðìàöèîííîå îáú-ÿñíåíèå òîìó �àêòó, ÷òî íà ïåðâîì óðîâíå ñóïåðïîçèöèè ìîæíî áðàòü �óíêöèè èçêëàññà �åëüäåðà è íåëüçÿ áðàòü �óíêöèè èç êëàññà Äèíè è ìåíåå ãëàäêèå �óíêöèè.Ôóíêöèè èç êëàññà �åëüäåðà àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè (n, n)-�óíêöè-ÿìè. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè âõîäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàêèå �óíêöèè íå òåðÿþòèí�îðìàöèè. Ôóíêöèè hi , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (3) òåîðåìû 1, àïïðîêñè-ìèðóþòñÿ (n, e(n))-�óíêöèÿìè, ãäå e(n) ≺ n . Òàêèå äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàòåëèìîãóò òåðÿòü ñëîæíóþ âõîäíóþ èí�îðìàöèþ è íèêàêèå ïðåîáðàçîâàòåëè íà ïîñëå-äóþùèõ óðîâíÿõ íå ìîãóò âîññòàíîâèòü åå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 08-07-00449).SummaryF.M. Ablayev, S.G. Ablayeva. Superposition Problem of Continuous Fun
tions. A Commu-ni
ation Approa
h.In fun
tion theory the superposition problem is the problem of representing a 
ontinuousfun
tion f(x1, . . . , xk) in k variables as a 
omposition of �simpler� fun
tions. This problemstems from Hilbert's thirteenth problem. In 
omputer s
ien
e, good formalization for the notionof fun
tion 
omposition is a formula.The arti
le 
onsiders real-valued 
ontinuous fun
tions in k variables in the 
ube [0, 1]kfrom the 
lass Hk
ωp

with a spe
ial modulus of 
ontinuity ωp de�ned in the arti
le. Hk
ωp

isa superset of Lips
hitz' 
lass of fun
tions. An expli
it fun
tion f ∈ Hk
ωp

is presented, whi
h ishard in the sense that it 
annot be represented in the following way as a formula: zero level(input) gates asso
iated with variables {x1, . . . , xk} (di�erent input gates 
an be asso
iatedwith the same variable xi ∈ {x1, . . . , xk}), on the �rst level of the formula, arbitrary t variablefun
tions from Ht
ωp

for t < k are allowed, while the se
ond (output) level may 
ompute anyLips
hitz' fun
tion.We apply 
ommuni
ation 
omplexity for 
onstru
ting su
h a hard expli
it fun
tion.Remarkably, one 
an show the existen
e of su
h a fun
tion using the �non 
onstru
tive� proofmethod known in the fun
tion theory as Kolmogorov's entropy method.Key words: superposition problem of 
ontinuous fun
tions, Lips
hitz fun
tion, Dinifun
tion, dis
rete approximation of 
ontinuous fun
tions, 
ommuni
ation 
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