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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Êóðñ ¾Ïðè÷èííàÿ òåðìîäèíàìèêà è ñòàòèñòèêà¿ âêëþ÷åí â ïðî-
ãðàììó îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ âòîðîãî ãîäà ìàãèñòðàòóðû Èíñòèòóòà
ôèçèêè ÊÏÔÓ è ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû ê îáùåîáðàçîâà-
òåëüíîìó êóðñó ¾Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà è òåðìîäèíàìèêà¿. Ñïåöè-
ôèêà äàííîãî êóðñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí îðèåíòèðîâàí íà ïðèëîæå-
íèÿ ê Ðåëÿòèâèñòñêîé àñòðîôèçèêå, Êîñìîëîãèè, Ôèçèêå âûñîêèõ
ýíåðãèé è Ôèçèêå îáúåêòîâ ñ ýêñòðåìàëüíûìè ïëîòíîñòüþ, äàâëå-
íèåì è ýíåðãîâûäåëåíèåì, à ïîòîìó èçëîæåíèå âåäåòñÿ íà ÿçûêå ðå-
ëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåì. Ñëîæíîñòü âîñïðèÿ-
òèÿ äàííîãî êóðñà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ó áîëüøèíñòâà ñòóäåíòîâ ìàãè-
ñòðàòóðû íåò çíàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îñíîâ ðåëÿòèâèñòñêîé òåî-
ðèè ÷àñòèö è ïîëåé, à ó ÷àñòè ñòóäåíòîâ (â ÷àñòíîñòè, ïîñòóïèâøèõ
â ìàãèñòðàòóðó èç äðóãèõ âóçîâ) îáíàðóæèâàåòñÿ äåôèöèò çíàíèé
â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé.
Óêàçàííûå ïðîáåëû ïðèõîäèòñÿ ëèêâèäèðîâàòü è â ïðîöåññå ÷òåíèÿ
ëåêöèé, è ïðè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå ñòóäåíòîâ, è íà ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàíÿòèÿõ ïî ðåøåíèþ çàäà÷. Äàííûå ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ
ïðèçâàíû ïîìî÷ü ñòóäåíòàì â èçó÷åíèè êóðñà.

Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê êóðñó ¾Ïðè÷èííàÿ òåðìîäèíàìèêà è
ñòàòèñòèêà¿ ðàçäåëåíû íà òðè ÷àñòè. Â ïåðâîé ÷àñòè, êîòîðàÿ ïðåä-
ëàãàåòñÿ âíèìàíèþ ïîëüçîâàòåëåé, ðå÷ü èäåò î òåìïåðàòóðíûõ âîë-
íàõ, âåñüìà äèñêóññèîííîì îáúåêòå ôèçè÷åñêîãî è ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå òåïëîïðî-
âîäíîñòè ïðèíàäëåæèò ê ïàðàáîëè÷åñêîìó òèïó è íå îïèñûâàåò âîëí
â ñòàíäàðòíîì ñìûñëå. Íèæå íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ íåñêîëüêèõ çàäà÷
î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà ìû èëëþñòðèðóåì òî÷êó çðåíèÿ ñòîðîííè-
êîâ ¾Ïðè÷èííîé òåðìîäèíàìèêè¿ íà ýòîò ñïîðíûé ñþæåò [1,2].
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ. Òåìïåðàòóðíûå âîëíû:
êîíôëèêò ôèçè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè îñíîâàíà íà ýâîëþöèîí-
íîì óðàâíåíèè äëÿ òåìïåðàòóðû, êîòîðîå îòíîñèòñÿ ê óðàâíåíèÿì
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Âîëíû â êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè îïèñûâà-
þòñÿ óðàâíåíèÿìè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, ñëåäîâàòåëüíî, ñ òî÷êè
çðåíèÿ ìàòåìàòèêà òåìïåðàòóðíûõ âîëí áûòü íå ìîæåò. Â òî æå âðå-
ìÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ôèçèêè âîçíèêàþò ïðîöåññû, ñîïðîâîæäàþ-
ùèåñÿ âîëíîîáðàçíûìè èçìåíåíèÿìè òåìïåðàòóðû. Îñîáåííî ÷àñòî
ýòè ÿâëåíèÿ íàáëþäàþòñÿ ïðè èçó÷åíèè òåïëîáìåíà â ðàçëè÷íûõ
ñëîÿõ çåìíîé êîðû è çåìíîé àòìîñôåðû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòðàíèòü
äàííîå ïðîòèâîðå÷èå ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ. Îäèí èç íèõ
ðåàëèçóåòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè, íàçâàííîé â ñèëó ðÿäà èñòîðè÷åñêèõ
ìîòèâîâ ¾Ïðè÷èííîé òåðìîäèíàìèêîé¿. Â ïåðâîé ÷àñòè ìåòîäè÷å-
ñêèõ óêàçàíèé ìû ïîäðîáíî ðàçáåðåì ðåøåíèÿ ïÿòè çàäà÷. Ïåðâàÿ èç
íèõ - ýòî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè òåïëî-
ïðîâîäíîñòè, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ôîðìàëüíî áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåìïåðàòóðíûõ ñèãíàëîâ. Âòîðàÿ è òðåòüÿ çàäà÷è
ñâÿçàíû ñ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ìîäèôèêàöèåé óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè, êîòîðàÿ ïðåäëîæåíà Êàòòàíåî â 40õ ãîäàõ äâàäöàòîãî âåêà
[3]; îáñóæäàþòñÿ çàäà÷à â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè è çàäà÷à âíóòðè
øàðà. ×åòâåðòàÿ çàäà÷à àññîöèèðîâàíà ñ ìîäåëüþ, óñëîâíî íàçâàí-
íîé ìîäåëüþ Âîëüòåððà, ïîñêîëüêó êëþ÷åâîå óðàâíåíèå äëÿ òåìïå-
ðàòóðû ñâåäåíî ê èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ïÿòàÿ
çàäà÷à ñâÿçàíà ñ ïðè÷èííîé ìîäèôèêàöèåé ðåëÿòèâèñòñêîé òåðìî-
äèíàìèêè, ïðåäëîæåííîé â 70õ ãîäàõ äâàäöàòîãî âåêà Èçðàýëåì è
Ñòüþàðòîì [4]. Ðåøåíèå çàäà÷ ñîïðîâîæäàåòñÿ êðàòêèì íàïîìèíà-
íèåì îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé.
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1 Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü òåïëîïðîâîäíîñòè

1.1 Óðàâíåíèå áàëàíñà òåïëà

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè èçîòðîïíûõ òåïëîïðîâîäÿùèõ ñðåä óðàâíå-
íèå áàëàíñà òåïëà çàïèñûâàåòñÿ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå ïî ñëåäó-
þùåìó ðåöåïòó: ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà òåïëà â çàäàííîì
îáúåìå (V ) ðàâíà ñóììå êîëè÷åñòâà òåïëà, âûðàáîòàííîãî îáúåì-
íûìè âíóòðåííèìè èñòî÷íèêàìè (ñòîêàìè), è òåïëà, ïðèîáðåòåííî-
ãî (óäàëåííîãî) ÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü (Σ). Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå áàëàíñà èìååò âèä:

d

dt

∫∫∫

(V )

d3~x Cv T (t, ~x) =

∫∫∫

(V )

d3~x I(èñò) −
∫∫

(Σ)

dS (~n, ~I) . (1)

Çäåñü ïîä Cv ïîíèìàåòñÿ òåïëîåìêîñòü ñðåäû, T (t, ~x) - ýòî èñêîìàÿ
òåìïåðàòóðà, I(èñò) - ýòî îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ - ñòîêîâ
òåïëà, dS - ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè íà ãðàíèöå òåëà, ~n - åäè-
íè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ãðàíèöû, ~I - âåê-
òîð òåïëîâîãî ïîòîêà; ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âûäåëÿåò íîðìàëü-
íóþ ê ïîâåðõíîñòè ñîñòàâëÿþùóþ äàííîãî òåïëîâîãî ïîòîêà. Èñ-
ïîëüçóÿ òåîðåìó Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà, äàííîå óðàâíåíèå áàëàíñà
òåïëà ïðèâîäÿò ê äèôôåðåíöèàëüíîìó âèäó:

∂

∂t
(CvT ) = I(èñò) − (~∇, ~I) , (2)

ãäå äèâåðãåíöèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà çàïèñàíà ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîãî
îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ~∇.

1.2 Àíçàö Ôóðüå è óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

Êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì ëþáîé ìîäåëè òåïëîîáìåíà ÿâëÿåòñÿ òàê íà-
çûâàåìîå êîíñòèòóöèîííîå (îïðåäåëÿþùåå) óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþ-
ùåå òåïëîâîé ïîòîê ~I è òåìïåðàòóðó T . Ýòî ñîîòíîøåíèå èìååò ôå-
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íîìåíîëîãè÷åñêèé ñòàòóñ, òî åñòü, ââîäèòñÿ èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðà-
æåíèé è çàòåì ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäñêàçàííûõ ïîñëåäñòâèé.
Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè òåïëîîáìåíà èñïîëüçóåòñÿ àíçàö Ôóðüå, ñî-
ãëàñíî êîòîðîìó ïîòîê òåïëà ïðîïîðöèîíàëåí ãðàäèåíòó òåìïåðàòó-
ðû:

~I = −κ~∇T . (3)

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò κ ìîæåò îêàçàòüñÿ ôóíêöèåé òåìïåðàòóðû.
Ïîäñòàâëÿÿ òåïëîâîé ïîòîê â óðàâíåíèå áàëàíñà ïîëó÷àåì êëàññè-
÷åñêîå óðàâíåíèå ýâîëþöèè òåìïåðàòóðû:

∂

∂t
T = a2∆T + b(~∇T )2 + J , (4)

ãäå ∆ = (~∇, ~∇) - îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ëàïëàñà, à âåëè÷è-
íû a2, b è J ââåäåíû ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

a2 = κ

(
Cv + T

∂Cv

∂T

)−1

, b =
∂κ

∂T

(
Cv + T

∂Cv

∂T

)−1

,

J = I(èñò)

(
Cv + T

∂Cv

∂T

)−1

. (5)

Åñëè κ è Ñv ïîñòîÿííû, òî b = 0 è a2 ïðåâðàùàåòñÿ â êîíñòàíòó.

1.3 Çàäà÷à Êîøè äëÿ êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé ìîäåëè òåï-
ëîïðîâîäíîñòè è ïðîáëåìà íàðóøåíèÿ ïðèíöèïà ïðè-
÷èííîñòè

ÇÀÄÀ×À:
Íàéòè ðåøåíèå T (t, x) ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

∂

∂t
T = a2 ∂2

∂x2T (6)

íà èíòåðâàëå −∞ < x < ∞, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
T (0, x) = Φ(x), åñëè ïàðàìåòð a ïîñòîÿíåí.

6



Ðåøåíèå íàõîäèòñÿ õîðîøî èçâåñòíûì ìåòîäîì: ñ ïîìîùüþ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå

T (t, x) =

∞∫

−∞
dλ [A(t, λ) cos λx + B(t, λ) sin λx] . (7)

Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå ðàçëîæåíèå â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì, ÷òî
ôóíêöèè A(t, λ) è B(t, λ) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

∂

∂t
A = −λ2a2A ,

∂

∂t
B = −λ2a2B , (8)

÷òî ïîçâîëÿåò ïðèéòè ê âûðàæåíèþ

T (t, x) =

∞∫

−∞
dλe−λ2a2t [C1(λ) cos λx + C2(λ) sin λx] . (9)

Ïîñêîëüêó T (0, x) = Φ(x), êîýôôèöèåíòû C1(λ) è C2(λ) âûðàæàþò-
ñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ôóðüå äëÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèè

C1(λ) =
1

2π

∞∫

−∞
dξ Φ(ξ) cos λξ , C2(λ) =

1

2π

∞∫

−∞
dξ Φ(ξ) sin λξ . (10)

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü èñêîìóþ ôóíêöèþ â âèäå èíòåãðàëà

T (t, x) =

∞∫

−∞
dξ Φ(ξ) G(t, x− ξ) , (11)

â êîòîðîì ïîÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ äàííîé
çàäà÷åé Êîøè

G(t, x− ξ) =
1

2π

∞∫

−∞
dλe−λ2a2t cos λ(x− ξ) . (12)

Èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ñ ó÷åòîì ôîðìóëû Ýéëåðà-Ïóàññîíà
è äàåò ôóíêöèþ Ãàóññîâîãî òèïà

G(t, x− ξ) =
1√

4πa2t
exp

{
−(x− ξ)2

4a2t

}
. (13)
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1.4 Êàê áûñòðî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òåïëîâîé ñèãíàë?

Ïóñòü íà÷àëüíûé âñïëåñê òåìïåðàòóðû, âîçíèêøèé â íà÷àëå êîîð-
äèíàò, àïïðîêñèìèðîâàí äåëüòà-ôóíêöèåé âèäà

Φ(x) = Φ0 δ(x) . (14)

Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

T (t, x) = Φ0 G(t, x) =
Φ0√
4πa2t

exp

{
− x2

4a2t

}
. (15)

Ïðåäñòàâèì ñåáå íàáëþäàòåëÿ, êîòîðûé íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè L

îò íà÷àëà êîîðäèíàò, è L = 2ct∗, ãäå c - ýòî ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóó-
ìå (ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôèçè÷åñêîé èíôîðìàöèè
ñîãëàñíî ïîñòóëàòó Ýéíøòåéíà), à t∗ - ýòî ìèíèìàëüíûé èíòåðâàë
âðåìåíè, êîòîðûé îäíîçíà÷íî è íàäåæíî ìîæåò áûòü çàôèêñèðîâàí
ïî ÷àñàì íàáëþäàòåëÿ. Ïóñòü âìåñòå ñ òåïëîâîé âñïûøêîé â íà÷àëå
êîîðäèíàò ïðîèñõîäèò èçëó÷åíèå ñâåòîâîãî ñèãíàëà. Òîãäà â ìîìåíò
t∗ ñâåò íàõîäèòñÿ åùå òîëüêî íà ïîëïóòè ê íàáëþäàòåëþ, íî íàáëþ-
äàòåëü óæå ôèêñèðóåò ïîëó÷åíèå òåïëîâîãî ñèãíàëà

T (t∗, L) =
Φ0
√

c√
2πa2L

exp

{
− cL

2a2

}
. (16)

Íàëèöî íàðóøåíèå Ýéíøòåéíîâñêîãî ïðèíöèïà ïðè÷èííîñòè: òåï-
ëîâîé ñèãíàë ïðèáûë áûñòðåå ñâåòîâîãî. Áîëåå òîãî, èç êîíòåêñòà
ðåøåííîé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëîâîãî
ñèãíàëà ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè, èáî ãëÿäÿ íà Ãàóññîâó ôóíêöèþ (15),
ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â ëþáîé òî÷êå â ëþáîé îòëè÷íûé îò íóëÿ ìîìåíò
âðåìåíè ñèãíàë îòëè÷åí îò íóëÿ, òî åñòü èíôîðìàöèÿ î òåïëîâîì
âñïëåñêå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ìãíîâåííî, èëè èíà÷å, ñ áåñêîíå÷íîé ñêî-
ðîñòüþ.
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2 Òåìïåðàòóðíûå âîëíû â ìîäåëè Êàòòàíåî

2.1 Àíçàö Êàòòàíåî è óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî òèïà

Â 40õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà Êàòòàíåî ïðåäëîæèë ïðîñòåøèé âûõîä
èç îïèñàííîé âûøå ïðîòèâîðå÷èâîé ñèòàöèè î çàêîíå ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ òåïëà: ïðåâðàòèòü óðàâíåíèå ýâîëþöèè òåìïåðàòóðû èç ïà-
ðàáîëè÷åñêîãî â ãèïåðáîëè÷åñêîå. Â åãî ìîäåëè óðàâíåíèå áàëàíñà
òåïëà îñòàëîñü íåèçìåííûì, íî ôåíîìåíîëîãè÷åñêîå êîíñòèòóöèîí-
íîå óðàâíåíèå ïðåòåðïåëî ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ [3]:

~I = −κ ~∇T − τ
∂

∂t
~I . (17)

Ýòî äåéñòâèòåëüíî ïðîñòåéøèé âàðèàíò íåñòàöèîíàðíîãî îáîáùåíèÿ
êîíñòèòóöèîííîãî óðàâíåíèÿ, ïîñêîëüêó íàðÿäó ñ ïåðâîé ïðîèçâîä-
íîé ìîæíî áûëî áû ââåñòè âòîðûå, òðåòüè è äðóãèå ñòàðøèå ïðîèç-
âîäíûå ïî âðåìåíè íå òîëüêî îò ïîòîêà òåïëà ~I, íî è îò ãðàäèåíòà
òåìïåðàòóðû. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë òàêîãî íîâîââåäåíèÿ î÷åíü ïðîñò.
Ñîãëàñíî çàêîíó Ôóðüå èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì ãðàäèåíòà òåìïå-
ðàòóðû ìãíîâåííî, áåç êàêîé-ëèáî çàäåðæêè, ïîðîæäàåò òåïëîâîé
ïîòîê. Àíàëîãîì ýòîãî ýôôåêòà ÿâëÿåòñÿ çàêîí ïàäåíèÿ ýëåêòðè÷å-
ñêîãî íàïðÿæåíèÿ íà ñîïðîòèâëåíèè U = RI, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò,
÷òî èçìåíåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà U ìãíîâåííî îòðàæàåòñÿ
íà âåëè÷èíå ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà I. Íî õîðîøî èçâåñòåí è ýôôåêò
èíäóêòèâíîñòè, êîãäà ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ïðîèç-
âîäíîé îò òîêà U = L d

dtI, è ýòî ìîæåò ñëóæèòü ìîòèâîì äëÿ ââåäå-
íèÿ òàê íàçûâàåìîãî ðåëàêñàöèîííîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèå Êàòòàíåî.
Åñëè ñëåäîâàòü äàëåå ýòîé ëîãèêå, òî ìîæíî ââåñòè òàêæå è àíàëîã
ôîðìóëû U = 1

C

t∫
0

dξ I(ξ), îïèñûâàþùèé ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ íà
êîíäåíñàòîðå. Â òåðìîäèíàìè÷åñêîé âåðñèè, â êîòîðîé ðîëü ýëåê-
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òðè÷åñêîãî òîêà èãðàåò òåïëîâîé ïîòîê, ðîëü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåí-
öèàëà èãðàåò òåìïåðàòóðà, à ðîëü ïàäåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðÿæå-
íèÿ èãðàåò ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû, - ýòî âûãëÿäåëî áû ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

~I = −κ~∇T − τ∗~∇ ∂T

∂t
, (18)

êàê àíàëîã îáðàòíîãî ñîîòíîøåíèÿ I = C d
dtU . Îäíàêî, ïîñëåäíÿÿ

âåðñèÿ ðàñøèðåíèÿ êîíñòèòóöèîííûõ óðàâíåíèé íå ïðèâîäèò ê ïî-
ÿâëåíèþ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ýâîëþöèè òåìïåðàòóðû,
è ýòà âåðñèÿ áûëà îòâåðãíóòà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü òåïëîâîé ïîòîê èç óðàâíåíèÿ äëÿ
òåìïåðàòóðû, ìû èñïîëüçóåì ñõåìó Êàòòàíåî, ïîëàãàÿ, ÷òî âñå ôåíî-
ìåíîëîãè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîäåëüíûå êîí-
ñòàíòû, à èñòî÷íèêè è ñòîêè òåïëà îòñóòñòâóþò. Òîãäà, äèôôåðåí-
öèðóÿ óðàâíåíèå áàëàíñà (2) ïî âðåìåíè è çàìåíÿÿ ∂

∂t
~I ñ ïîìîùüþ

ðàñøèðåííîãî êîíñòèòóöèîííîãî óðàâíåíèÿ (17), ïîëó÷èì

τ T̈ + Ṫ = a2∆T , (19)

ãäå òî÷êà îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè. Òåïåðü ìû èìååì äå-
ëî ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè òåìïåðà-
òóðû. Ïîëüçîâàòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ ïîâòîðèòü ýòè ìàòåìàòè÷åñêèå
âûêëàäêè â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

2.2 Òåïëîâûå âîëíû â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå

Ïåðâûé êëàññ çàäà÷, íå ñâÿçàííûõ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ
óðàâíåíèÿ (19), äàåò ïðåäñòàâëåíèå î áåãóùèõ âîëíàõ â ðàìêàõ ìî-
äåëè Êàòòàíåî. Êàê îáû÷íî, â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà ïðåäñòàâèì
ðåøåíèå â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå ïî êîîðäèíàòàì

T (t, ~x) =

∞∫∫∫

−∞

d3~k

(2π)3 e−i~k~x T (t,~k) , (20)
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è íàéäåì, ÷òî àìïëèòóäû T (t,~k) íàõîäÿòñÿ èç äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ â îáûêíîâåííûõ ïðîèçâîäíûõ

τ T̈ + Ṫ + a2k2T = 0 , k2 ≡ ~k2 . (21)

Äàëåå èñïîëüçóåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìåíè

T (t,~k) =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

dp ept T (p,~k) (22)

è îáíàðóæèì, ÷òî â ñèëó (21)

T (p,~k) =
(τp + 1) T (0, ~k) + τ Ṫ (0, ~k)

τp2 + p + a2k2 . (23)

Íà÷àëüíûå äàííûå îá èñêîìîì ðåøåíèè çàøèôðîâàíû â ôóíêöè-
ÿõ T (0, ~k) è Ṫ (0, ~k). Õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ òåïëî-
âûõ ñèãíàëîâ îïèñûâàþòñÿ â ýòîé ñõåìå äâóìÿ ïîëþñàìè ôóíêöèè
T (p,~k), êîòîðûå çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

p = − 1

2τ
±

√
1

4τ 2 −
a2k2

τ
. (24)

Åñëè ìîäóëü âîëíîâîãî âåêòîðà k ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî k < k∗ =
1

2a
√

τ
, èìåþòñÿ äâà äåéñòâèòåëüíûõ ïðîñòûõ ïîëþñà, è ñîîòâåòñòâó-

þùèå ðåøåíèÿ îïèñûâàþò àíãàðìîíè÷åñêè çàòóõàþùèé òåïëîâîé
ñèãíàë. Åñëè k = k∗ = 1

2a
√

τ
, ôóíêöèÿ T (p,~k) èìååò äåéñòâèòåëü-

íûé ïîëþñ êðàòíîñòè äâà. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ
äâóìÿ ìîäàìè: ïåðâàÿ èç íèõ - ÷èñòî çàòóõàþùàÿ ∝ e−

t
2τ ; âòîðàÿ

ìîäà ïðîïîðöèîíàëüíà ôóíêöèè te−
t

2τ , êîòîðàÿ ðàñòåò ñî âðåìåíåì,
äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, à çàòåì ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò. Äëÿ ìîä ñ
k > k∗ = 1

2a
√

τ
ïîëþñà êîìïëåêñíîçíà÷íû:

p = − 1

2τ
± iΩ(k) , Ω(k) =

√
a2k2

τ
− 1

4τ 2 , (25)
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òàê ÷òî âðåìåíí�àÿ çàâèñèìîñòü àìïëèòóä äàííûõ ìîä èìååò âèä
∝ e−

t
2τ e±iΩt. Î÷åâèäíî, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ çàòóõàþùèìè âîëíàìè,

äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ êîòîðûõ ïîñòîÿíåí è ðàâåí 1
2τ , à ÷àñòîòà çàâè-

ñèò îò ìîäóëÿ âîëíîâîãî âåêòîðà è ðàâíà Ω(k) (25). Åñëè çàòóõàíèå
ñëàáî, òî ìîæíî ãîâîðèòü î âîëíîâîì ïàêåòå, õàðàêòåðèçóþùåìñÿ
äèñïåðñèåé ôàçîâûõ ñêîðîñòåé

Vph(k) =
Ω(k)

k
=

√
a2

τ
− 1

4τ 2k2 . (26)

Äëÿ âîëí êðèòè÷åñêîé äëèíû ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ. Ñ óâå-
ëè÷åíèåì k çíà÷åíèå ôàçîâîé ñêîðîñòè àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ
ê Vph(∞)= a√

τ
. Ýòó âåëè÷èíó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àñèìïòîòè-

÷åñêóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñëàáîçàòóõàþùèõ òåìïåðàòóðíûõ
âîëí. Èäåÿ Êàòòàíåî ðåàëèçîâàíà.

2.3 Òåìïåðàòóðíûå âîëíû â îäíîðîäíîì øàðå

Â ðàìêàõ ìîäåëè Êàòòàíåî èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü ýâîëþöèþ òåìïå-
ðàòóðû âíóòðè ñôåðû ðàäèóñà R0 ïðè óñëîâèè, ÷òî òåïëîâîé ïîòîê
íà ãðàíèöå ðàâåí íóëþ. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñôåðè÷å-
ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, à èñêîìàÿ ôóíêöèÿ T (t, r, θ, ϕ) ñòàíäàðòíî
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì

Y (m)
n (θ, ϕ) = P (m)

n (cos θ)[C̃1m cos mϕ + C̃2m sin mϕ] , (27)

ãäå P
(m)
n (cos θ) - ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Ïîñêîëüêó

ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

∆θ,ϕY (m)
n (θ, ϕ) = −n(n + 1)Y (m)

n (θ, ϕ) , (28)

ãäå
∆θ,ϕ =

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2 (29)
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- ýòî óãëîâàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ìû âèäèì, ÷òî ðàçëîæåíèå

T (t, r, θ, ϕ) =
∑

n,m,k

Tnmk(t) Rnk(r) Y (m
n (θ, ϕ) (30)

ðåäóöèðóåò çàäà÷ó ê ïðîöåäóðå ïîèñêà ðàäèàëüíûõ ôóíêöèé Rnk(r),
çàâèñÿùèõ òîëüêî îò ðàäèóñà, à òàêæå àìïëèòóäíûõ êîýôôèöèåíòîâ
Tnmk(t), çàâèñÿùèõ òîëüêî îò âðåìåíè. Äåéñòâóÿ ìåòîäîì ðàçäåëå-
íèÿ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èì êëþ÷åâûå ñîîòíîøåíèÿ

τ
T̈nmk

a2Tnmk
+

Ṫnmk

a2Tnmk
=

1

r2Rnk

d

dr

(
r2dRnk

dr

)
− n(n + 1)

r2 =K=const .

(31)
Êàê îáû÷íî, ñëåäóåò ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ.
1) K = 0.
Åñëè K=0, óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Rnk ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå
Ýéëåðà. Åãî ðåøåíèå

Rnk = Ank rn + Bnk r−(n+1) (32)

ðåãóëÿðíî â öåíòðå øàðà, òîëüêî åñëè Bnk = 0. Îñòàâøàÿñÿ ñòåïåí-
íàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

[
d

dr
Rnk(νr)

]

|r=R0

= 0 , (33)

êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ïîòîêà
òåïëà íà ãðàíèöå, òîëüêî åñëè Ank=0. Äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
ãðàíè÷íîé çàäà÷è òðèâèàëüíîå ðåøåíèå íåäîïóñòèìî, ïîýòîìó ñëó-
÷àé K=0 ñëåäóåò èñêëþ÷èòü.
2) K > 0.
Äëÿ íåíóëåâîé êîíñòàíòû K çàìåíà Rnk → r−

1
2Vnk ïðåâðàùàåò óðàâ-

íåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèè â óðàâíåíèå Áåññåëÿ

r2 d2

dr2Vnk + r
d

dr
Vnk +

[
−Kr2 −

(
n +

1

2

)2
]

Vnk = 0 . (34)
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Åñëè êîíñòàíòà K ïîëîæèòåëüíà, K = ν2, ðåøåíèå äàííîãî óðàâíå-
íèÿ åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ìíèìîãî àðãóìåíòà
In+ 1

2
(νr) è Kn+ 1

2
(νr). Ïîâåäåíèå ýòèõ ôóíêöèé ìîíîòîííî, òàê ÷òî

ïðîèçâîäíàÿ ïî ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé (ñì. (33)) íå ñìîæåò îáðà-
òèòüñÿ â íóëü íà âíåøíåé ãðàíèöå îáëàñòè. Èíûìè ñëîâàìè, ãðàíè÷-
íîå óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå îòñóòñòâèå ïîòîêà òåïëà íà ãðàíèöå,
òàêæå íåâûïîëíèìî, åñëè K = ν2 > 0.
3) K < 0.
Ïðè K = −λ2 < 0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ Vnk åñòü ëèíåéíàÿ êîì-
áèíàöèÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà

Vnk(r) = C1nkJn+ 1
2
(λr) + C2nkYn+ 1

2
(λr) . (35)

Ðåãóëÿðíîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ â öåíòðå øàðà ãàðàíòèðîâàíà, åñ-
ëè òîëüêî C2nk = 0, ïîñêîëüêó Yn+ 1

2
(0) = ∞. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå áó-

äåò óäîâëåòâîðåíî, åñëè â êà÷åñòâå λ âûáðàíû çíà÷åíèÿ λ =
µ
(n+1

2 )
k

R0
,

ïðè÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
{

µ
(n+ 1

2)
k

}
ïîñòðîåíî íà êîðíÿõ óðàâíå-

íèÿ
2µ

(n+ 1
2)

k J ′n+ 1
2

(
µ
(n+ 1

2)
k

)
= Jn+ 1

2

(
µ
(n+ 1

2)
k

)
. (36)

Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû K = −
(

µ
(n+1

2 )
k

R0

)2

ïîçâîëÿþò íàì
ïðèñòóïèòü ê íàõîæäåíèþ àìïëèòóäíûõ êîýôôèöèåíòîâ Tnmk(t),
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

T̈nmk +
1

τ
Ṫnmk + ω2

nmk Tnmk = 0 , (37)

ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

ω2
nmk ≡

a2

τ


µ

(n+ 1
2)

k

R0




2

. (38)

Â çàâèñèìîñòè îò îáîáùåííîãî íîìåðà ìîäû (òî åñòü, êîìïëåêòà ÷è-
ñåë (n,m, k)) è çíà÷åíèÿ ðåëàêñàöèîííîãî ïàðàìåòðà τ ñóùåñòâóþò
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òðè òèïà ðåøåíèé. Åñëè 2τωnmk < 1, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäû ÿâ-
ëÿþòñÿ àíãàðìîíè÷åñêèìè (çàòóõàþùèìè):

Tnmk(t) = e−
t

2τ

[
Anmk eΓnmkt + Bnmk e−Γnmkt

]
, (39)

Γnmk =

√
1

4τ 2 − ω2
nmk . (40)

Äëÿ ðåçîíàíñíîé ìîäû ñ 2τωnmk = 1 ðåøåíèå

Tnmk(t) = e−
t

2τ

[
Ãnmk + tB̃nmk

]
(41)

âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì, äîñòèãàåò ìàêñèìóìà è çàòóõàåò àñèìïòî-
òè÷åñêè ñ äåêðåìåíòîì γ = 1

2τ . Íàêîíåö, åñëè 2τωnmk > 1, ìû èìååì
äåëî ñ çàòóõàþùèìè îñöèëëÿöèîííûìè ìîäàìè

Tnmk(t) = e−
t

2τ [Ñ1nmk cos Ωnmkt + C2nmk sin Ωnmkt] , (42)

Ωnmk =

√
ω2

nmk −
1

4τ 2 . (43)

Òåïëîâîå ñîñòîÿíèå ñðåäû â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìîæíî îõàðàêòåðèçî-
âàòü òåðìèíîì çàòóõàþùèå ñòîÿ÷èå òåìïåðàòóðíûå âîëíû. Ðåøåíèå
êðàåâîé çàäà÷è â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èìååò âèä

T (t, r, θ, ϕ) =
∑

n,m,k

e−
t

2τ [Ñ1nmk cos Ωnmkt + C2nmk sin Ωnmkt]×

× 1√
r
Jn+ 1

2


µ

(n+ 1
2)

k r

R0


 P (m)

n (cos θ)[C̃1m cos mϕ + C̃2m sin mϕ] . (44)

Êîíñòàíòû, âõîäÿùèå â äàííóþ êîíñòðóêöèþ, ñòàíäàðòíî âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû îò ôóíêöèé, çàäàþùèõ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

Ψ1(r, θ, ϕ) = T (0, r, θ, ϕ) =

∑

n,m,k

Ñ1nmk√
r

Jn+ 1
2


µ

(n+ 1
2)

k r

R0


 P (m)

n (cos θ)[C̃1m cos mϕ + C̃2m sin mϕ] ,

15



Ψ2(r, θ, ϕ) = Ṫ (0, r, θ, ϕ) =
∑

n,m,k

[
Ñ2nmkΩnmk − 1

2τ
Ñ1nmk

]
×

× 1√
r
Jn+ 1

2


µ

(n+ 1
2)

k r

R0


 P (m)

n (cos θ)[C̃1m cos mϕ + C̃2m sin mϕ] . (45)

Ýòè êîíñòàíòû ïðåäëàãàåòñÿ çàïèñàòü ñàìîñòîÿòåëüíî â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè-
íîðìèðîâêè äëÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, èñïîëüçîâàííûõ âûøå:

1∫

−1

dxP (m)
n (x)P

(m)
k (x) = δnk

(
2

2n + 1

)
(n + m)!

(n−m)!
, (46)

l∫

0

xdxJν

(
µ

(ν)
i

l
x

)
Jν

(
µ

(ν)
j

l
x

)
= δij

2

l2
[
J ′ν(µ

(ν)
j )

]2 . (47)

Â êà÷åñòâå çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ïîëüçîâàòåëþ ðåêî-
ìåíäóåòñÿ ïîäðîáíî ðàññìîòðåòü ÷àñòíûé ñëó÷àé - ðàäèàëüíûå òåï-
ëîâûå êîëåáàíèÿ.

3 Ìîäåëü Âîëüòåððà â ðàñøèðåííîé òåîðèè òåï-
ëîïðîâîäíîñòè

3.1 Èíòåãðàëüíûé ýâîëþöèîííûé îïåðàòîð

Àëüòåðíàòèâîé ââåäåíèþ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò òåïëî-
âîãî ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà
Âîëüòåððà â êîíñòèòóöèîííûå óðàâíåíèÿ

~I = −κ ~∇T +

∫ t

0
dξ K(t− ξ) ~I(ξ, ~x) . (48)

Çäåñü K(t− ξ) - ðàçíîñòíîå ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Âîëüòåð-
ðà. Ïðèâëå÷åíèå ñîîòíîøåíèé òàêîãî òèïà ÷àñòî ñâÿçûâàþò ñ íà-
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ëè÷èåì ïàìÿòè â ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ãðàäè-
åíòà òåìïåðàòóðû â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè çàâèñèò íå òîëüêî îò
ìãíîâåííîãî çíà÷åíèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà, íî è îò âñåé ïðåäûñòîðèè
ïðîöåññà ýâîëþöèè òåïëîâîãî ïîòîêà. ßäðî ïàìÿòè K(t−ξ) ìîäåëè-
ðóåòñÿ èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé; íàèáîëåå èçâåñòíà êîíñòðóêöèÿ
ÿäðà äëÿ ñðåä ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïàìÿòüþ

K(t− ξ) =
1

τ
e−

t−ξ
τ . (49)

Òàêàÿ ñèñòåìà ïîëíîñòüþ ¾çàáûâàåò¿ î âîçäåéñòâèè òîëüêî çà áåñ-
êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íî ãîâîðèòü î ôàêòè÷åñêîé ¾ïîòåðå
ïàìÿòè¿ ìîæíî ÷åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ . Ìíîæèòåëü ïåðåä ýêñ-
ïîíåíòîé âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ïëîùàäü ïîä êðèâîé y = K(x)

ðàâíà åäèíèöå. Â äàííîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè òåìïåðà-
òóðû ìû ïîëó÷àåì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Îíî ïî-
ëó÷àåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Âû÷èñëÿåì äèâåðãåíöèþ ïðàâîé è
ëåâîé ÷àñòåé êîíñòèòóöèîííîãî óðàâíåíèÿ (48)

(~∇, ~I) = −κ∆T +

∫ t

0
dξK(t− ξ)(~∇, ~I(ξ, ~x)) , (50)

à çàòåì ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ áàëàíñà çàìåíÿåì (~∇, ~I) = −CvṪ . Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå, íå ñîäåðæàùåå òåïëîâîãî ïîòîêà:

Ṫ (t, ~x) =
κ

Cv
∆T (t, ~x) +

t∫

0

dξ K(t− ξ)
d

dξ
T (ξ, ~x) . (51)

Ïîíÿòíî, ÷òî ýòà ñõåìà íå äàñò ñòîëü èçÿùíîãî ðåçóëüòàòà, åñëè ÿä-
ðî îïåðàòîðà Âîëüòåððà çàâèñèò íå òîëüêî îò âðåìåíè, íî è îò ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ìîäåëü Âîëüòåððà
ìàòåìàòè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíà ìîäåëè Êàòòàíåî.
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3.2 Òåïëîâûå êîëåáàíèÿ è âîëíû â ìîäåëè Âîëüòåððà

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è âíîâü ïåðåéäåì ê îáðàçó Ôóðüå ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì T (t,~k) ïî ôîðìóëå (20). Âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ïðàâèëàìè îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó îá îáðàçå ñâåðòêè, ïîëó÷èì, ÷òî îáðàç Ëàïëàñà T̃ (p,~k) èñ-
êîìîé ôóíêöèè T (t,~k) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

T̃ (p,~k) = T (0, ~k)
[1−K(p)]

p[1−K(p)] + a2k2 , (52)

ãäå a2 = κ
Cv
, à K(p) - ýòî îáðàç Ëàïëàñà ÿäðà îïåðàòîðà Âîëüòåððà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà ðàçíîñòíîå ÿäðî îïåðàòîðà Âîëüòåððà
èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé âèä (49); â ýòîì ñëó÷àå K(p) = 1

pτ+1 , è
îáðàç Ëàïëàñà òåìïåðàòóðû ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

T̃ (p,~k) = T (0, ~k) p

[(
p +

1

2
a2k2

)2

+
a4k2

4

(
4

τa2 − k2
)]−1

. (53)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà â
T (t,~k) ïîÿâÿòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñèíóñû è êîñèíóñû, åñëè âòî-
ðàÿ ñêîáêà â çíàìåíàòåëå ïîëîæèòåëüíà, òî åñòü, k < k∗ ≡ 2

a
√

τ
, èëè,

èíà÷å ãîâîðÿ, äëèíà âîëíû áîëüøå êðèòè÷åñêîé λ > λ∗ ≡ a
√

τ
2 . Â

ýòîì ñëó÷àå (ïðè îòñóòñòâèè ïîëþñîâ ó ôóíêöèè T (0, ~k)) ïîëó÷èì

T (t,~k) = T (0, ~k) e−
1
2a2k2t

[
cos Ω(k)t− a2k2

2Ω(k)
sin Ω(k)t

]
, (54)

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå

Ω(k) =
a2k

2

√
4

τa2 − k2 . (55)

Ïðè k → 0 ôàçîâàÿ ñêîðîñòü, ôîðìàëüíî îïðåäåëåííàÿ êàê Vph(k) =
Ω(k)

k , äàåò àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå Vph(0) = a√
τ
, êîòîðîå óæå âñòðå-

÷àëîñü íàì ïðè îáñóæäåíèè ìîäåëè Êàòòàíåî êàê Vph(∞) = a√
τ
.
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Èíûìè ñëîâàìè, àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå a√
τ
ïîëó÷àåòñÿ â ìî-

äåëè Êàòòàíåî â ïðåäåëå êîðîòêèõ âîëí, à â ìîäåëè Âîëüòåððà - â
ïðåäåëå äëèííûõ âîëí.

4 Îá îïèñàíèè òåïëîâûõ ÿâëåíèé â ïðè÷èííîé
òåîðèè Èçðàýëÿ-Ñòüþàðòà

4.1 Ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè ðàáîòå ñ äàííûìè ìåòîäè÷åñêèìè óêà-
çàíèÿìè ïîëüçîâàòåëü óæå îçíàêîìèëñÿ ñ ëåêöèÿìè ïî ¾Ïðè÷èííîé
òåðìîäèíàìèêå è ñòàòèñòèêå¿, è íàì îñòàåòñÿ òîëüêî ðåäóöèðîâàòü
ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ñðåäà ÿâ-
ëÿåòñÿ òåïëîïðîâîäÿùåé, íî â íåé îòñóòñòâóþò îáúåìíàÿ è ñäâèãî-
âàÿ âÿçêîñòü. Íàïîìíèì, ÷òî â ðåëÿòèâèñòñêîé êîâàðèàíòíîé òåð-
ìîäèíàìèêå óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè â èíòåãðàëüíîé ôîðìå íå
ïðèìåíÿåòñÿ ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå íàðóøàåò òåíçîð-
íóþ ñòðóêòóðó òåîðèè (èíòåãðàë îò òåíçîðà íå åñòü òåíçîð). Îäíàêî,
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà óðàâíåíèé áàëàíñà õîðîøî èçâåñòíà (ñì.,
íàïðèìåð, [5]):

DW + (W + P )∇kV
k + 2VkDIk +

⊥
∇kI

k = ViT i . (56)

Çäåñü W - ñêàëÿð ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñèñòåìû; P - Ïàñêàëåâñêîå ðàâ-
íîâåñíîå äàâëåíèå; V k - ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð ìàêðîñêîïè÷åñêîé
ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû; Ik- ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð òåïëîâîãî
ïîòîêà (îáîáùåíèå òðåõìåðíîãî âåêòîðà ~I); ñêàëÿð ViT i îîòâåòñòâó-
åò ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ - ñòîêîâ ýíåðãèè â ñèñòåìå (êàê è â ïðåäû-
äóùèõ ñëó÷àÿõ ìû ñ÷èòàåì èõ ðàâíûìè íóëþ ïðè èññëåäîâàíèè âî-
ïðîñà î òåìïåðàòóðíûõ âîëíàõ). Ñèìâîëîì ∇i ìû îáîçíà÷àåì êîâà-
ðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ; D ≡ V l∇l - ýòî êîíâåêòèâíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
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(îáîáùåíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè íà ñëó÷àé äâèæóùåéñÿ
ñðåäû);

⊥
∇k ≡ ∆s

k∇s ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòûðåõìåðíîå îáîáùåíèå
òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ãðàäèåíòà ~∇; òåíçîð ∆s

k ≡ δs
k−V sVk

- ýòî ïðîåêòîð, ñâåðòêà êîòîðîãî ñ ÷åòûðåõìåðíûì âåêòîðîì ìàêðî-
ñêîïè÷åñêîé ñêîðîñòè ñðåäû äàåò òîæäåñòâåííûé íîëü: ∆s

kV
k = 0.

Âñå óêàçàííûå îïðåäåëåíèÿ äåòàëüíî îáñóæäàþòñÿ â ðåêîìåíäîâàí-
íîé ðàáîòå [5]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîîòíåñòè óðàâíåíèå áàëàíñà (2)
ñ óðàâíåíèåì (56), íåîáõîäèìî ïîìíèòü î ñëåäóþùèõ äåòàëÿõ. Åñëè
èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ïðîèñõîäèò òîëüêî çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ
òåìïåðàòóðû, òî ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå

DW = DT
∂W

∂T
≡ CvDT , (57)

êîòîðîå ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ââîäèò óäåëüíóþ òåïëîåìêîñòü ñðåäû
Cv (âîîáùå ãîâîðÿ, êàê ôóíêöèþ òåìïåðàòóðû). Êðîìå òîãî, â êëàñ-
ñè÷åñêîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
ïîêîÿùàÿñÿ â öåëîì; ïðè ýòîì ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð V k èìååò
òîëüêî íóëåâóþ êîìïîíåíòó, ðàâíóþ åäèíèöå, (V 0 = 1), à Ik - òîëüêî
ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû (I0 = 0). Åñëè ñðåäà íåñæèìàåìà, òî
ñêàëÿð ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ Θ ≡ ∇kV

k ðàâåí íóëþ. Â êîñìîëîãè÷å-
ñêèõ ïðèëîæåíèÿõ Θ ≡ ∇kV

k = 3H, ãäå H - ôóíêöèÿ Õàááëà.
Êîíñòèòóöèîííîå óðàâíåíèå, âûâåäåííîå â ðàìêàõ ¾Ïðè÷èííîé

òåðìîäèíàìèêè¿ èç ïðèíöèïà íåîòðèöàòåëüíîñòè ïðîèçâîäñòâà ýí-
òðîïèè [5], èìååò ñëåäóþùèé âèä:

λTβ1∆
i
kDIk+I i

{
1+

λT 2

2

[
β1

T
Θ+D

(
β1

T

)]}
=λ

[⊥
∇iT−TDU i

]
.

(58)
Çäåñü β1 è λ - ôåíîìåíîëîãè÷åñêè ââåäåííûå êîýôôèöèåíòû (â îá-
ùåì ñëó÷àå - ôóíêöèè òåìïåðàòóðû); òåíçîð ïðîåêòèðîâàíèÿ ∆i

k ≡
δi
k − V iVk - ýòî ñòàíäàðòíûé èíñòðóìåíò, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ âû-
äåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè ëþáîãî òåíçîðà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
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ïðèâåñòè ñîîòíîøåíèå (58), êîòîðîå ïîëó÷åíî èç ïåðâûõ òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ, ê âèäó (17), êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí Êàòòàíåî
êàê àíçàö, íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè. Âî-ïåðâûõ,
ðàçäåëèì ýòî óðàâíåíèå íà êîýôôèöèåíò ïðè òåïëîâîì ïîòîêå (îí
âûäåëåí ôèãóðíûìè ñêîáêàìè). Çàòåì ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

β ≡ β1T , τ ≡ βκ , κ ≡ λ

{
1 +

λT 2

2

[
β1

T
Θ + D

(
β1

T

)]}−1

(59)

è ïðèâåäåì êîíñòèòóöèîííîå óðàâíåíèå ê âèäó

τ∆i
kDIk + I i = κ

(⊥
∇iT − TDV i

)
. (60)

Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî øàãà íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïàðàìåò-
ðû τ è κ ïîñòîÿííû. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû ñ÷èòàòü
ïîñòîÿííîé âåëè÷èíó β, à ôóíêöèþ λ âûáðàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ = κ

[
1 + βκ

(
DT

T
− 1

2
Θ

)]−1

. (61)

Â èòîãå, êîíñòèòóöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ òåïëîâîãî ïîòîêà â ðàì-
êàõ êîâàðèàíòíîé òåîðèè Èçðàýëÿ - Ñòüþàðòà ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå, ìàêñèìàëüíî áëèçêîì ê òîìó, êîòîðûé áûë ôåíîìåíîëîãè-
÷åñêè ñêîíñòðóèðîâàí Êàòòàíåî. Îäíàêî, â êîíñòèòóöèîííîì óðàâ-
íåíèè íåîòâðàòèìî ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé ¾èãðîê¿ - ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ
ñêîðîñòü ñðåäû, ïðè÷åì â ýòîì óðàâíåíèè ïîÿâëÿåòcÿ íå òîëüêî ñàìà
ñêîðîñòü V i (÷åðåç îïåðàòîð D è ïðîåêòîð ∆i

k), íî è ïîëå óñêîðåíèÿ
ñðåäû DV i. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ çàìêíóòîñòè ñèñòåìû ýâîëþöè-
îííûõ óðàâíåíèé ê êîíñòèòóöèîííîìó óðàâíåíèþ (60) íåîáõîäèìî
äîáàâèòü íå òîëüêî óðàâíåíèå áàëàíñà

CvDT + (W + P )Θ + 2VkDIk +
⊥
∇kI

k = 0 , (62)

íî è óðàâíåíèå

(W + P )DV l =
⊥
∇lP − I lΘ− Ik

⊥
∇kV

l −∆l
iDI i , (63)
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îïðåäåëÿþùåå ìàêðîñêîïè÷åñêóþ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñðåäû. Ïîíÿò-
íî, ÷òî ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû â ìîäåëè Èçðàýëÿ
- Ñòüþàðòà ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûì, ÷åì ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå (19) â ìîäåëè Êàòòàíåî.

4.2 Êàê ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ýâîëþöèè òåìïåðàòóðû?

Ðàññìîòðèì êðàòêî âîïðîñ î òîì, êàêèå ñëîæíîñòè äëÿ àíàëèçà ýâî-
ëþöèè òåìïåðàòóðû âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè ñèñòåì, äâèæóùèõñÿ
íåðàâíîìåðíî è íåïðÿìîëèíåéíî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü òåï-
ëîâîé ïîòîê è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå òîëüêî äëÿ òåìïåðàòóðû, â êëàñ-
ñè÷åñêîé òåîðèè òåïëîîáìåíà â ïîêîÿùåéñÿ ñðåäå ìû èñïîëüçîâàëè
òîò ôàêò, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè è ïî ïðîñòðàíñòâåí-
íûì êîîðäèíàòàì ïåðåñòàíîâî÷íû, ò.å., ðàâåí íóëþ êîììóòàòîð

∂

∂t
(~∇, ~I)−

(
~∇,

∂

∂t
~I

)
= 0 . (64)

Êîâàðèàíòíûé àíàëîã òàêîãî êîììóòàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ âûãëÿ-
äèò çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå:

D
⊥
∇kI

k −
⊥
∇kDIk =

= IkDV l · (
⊥
∇lVk)−DIk ·DVk − (

⊥
∇kV

l) · (
⊥
∇lI

k)−Rlk V lIk . (65)
Èç ÷èñòî ìåòîäè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñòîèò íàïîìíèòü, ÷òî (åñëè ýòî
íå îãîâîðåíî îñîáî) ïî óìîë÷àíèþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äèôôåðåíöèàëü-
íûé îïåðàòîð äåéñòâóåò íà âñ¼, ÷òî ñòîèò ñïðàâà î íåãî (êàê â ëåâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà (65)). Â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñ ïîìîùüþ òî-
÷åê è ñêîáîê ìû ïîä÷åðêèâàåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåìó äèôôåðåíöè-
ðîâàíèþ ïîäâåðãàåòñÿ òîëüêî áëèæàéøèé ê îïåðàòîðó ñèìâîë. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (65) íà÷íåì ñ ðàçâåðíóòîãî îïðåäåëåíèÿ
èñêîìîãî êîììóòàòîðà

[ , ] ≡ D
⊥
∇kI

k −
⊥
∇kDIk = V l∇l∆

s
k∇sI

k −∆s
k∇sV

l∇lI
k , (66)
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âûïîëíèì êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà
è ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[ , ] = V l∆s
k [∇l∇s −∇s∇l] I

k −D(V sVk) · (∇sI
k)− (∇lI

k)(
⊥
∇kV

l) .

(67)
Êîììóòàòîð êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñâÿçàí ñ òåíçîðîì êðèâèç-
íû Ðèìàíà Rk

·jls ñîîòíîøåíèåì

[∇l∇s −∇s∇l] I
k = Rk

·jlsI
j . (68)

Â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè òåíçîðà Ðèìàíà ïî ïîñëåäíåé ïàðå èí-
äåêñîâ ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (67) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òåí-
çîð Ðè÷÷è Rjl = −Rk

·jlk. Êðîìå äàííîé îïåðàöèè íåîáõîäèìî òàê-
æå âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè IkVk = 0, ïðàâèëîì
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, à òàêæå ñëåäñòâèåì Vk∇lV

k = 0,
âûòåêàþùèì èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà ìàê-
ðîñêîïè÷åñêîé ñêîðîñòè, VkV

k = 1.

4.3 Ïðèìåð: òåìïåðàòóðíûå âîëíû â êîñìîëîãèè

Ïðè èñëåäîâàíèè êîñìîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ïðè÷èííîé òåðìî-
äèíàìèêè ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà ðàññìàòðèâàþò â ðàìêàõ
òåîðèè âîçìóùåíèé. Ýòîìó èìååòñÿ ïðîñòîå îáúÿñíåíèå: â ðàìêàõ
ïðè÷èííîé òåðìîäèíàìèêè òåïëîïðîâîäíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ êî-
íå÷íîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ïðè÷åì âîëíîîáðàçíûå ÿâëåíèÿ
íåïðåìåííî çàòóõàþò, à ïîòîìó òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû ñëåäó-
åò ðàññìàòðèâàòü êàê ëîêàëüíûå âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå. Èíûìè
ñëîâàìè, îáùèé êîñìîëîãè÷åñêèé ôîí ñ÷èòàåòñÿ íåèçìåííûì, îä-
íîðîäíûì è èçîòðîïíûì, à òåïëîâûå ÿâëåíèÿ âíîñÿò ëèøü ñëàáûå
âîçìóùåíèÿ. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû
äîëæíû ñ÷èòàòü ìåòðèêó íåèçìåííîé:

ds2 = dt2 − a2(t)[dx2 + dy2 + dz2] , (69)
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è ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàìåíû â êëþ÷åâûõ óðàâíåíèÿõ:

W →W(t) + W̃ (t, ~x) , P → P(t) + P̃ (t, ~x) , T → T (t) + T̃ (t, ~x) .

(70)
Êàñàòåëüíî òåïëîâîãî ïîòîêà I i, â èçîòðîïíîé Âñåëåííîé íåò âûäå-
ëåííûõ íàïðàâëåíèé, è âñå ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûå âåêòîðû ñ÷è-
òàþòñÿ íóëåâûìè, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà I i îïèñûâàåò ñàìî âîç-
ìóùåíèå, Ĩ i=I i. Îñîáî ñëåäóåò ïîãîâîðèòü î êîíñòðóèðîâàíèè ÷å-
òûðåõìåðíîãî âåêòîðà ñêîðîñòè è åãî êîâàðèàíòííîé ïðîèçâîäíîé.
Â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìà â öåëîì ïîêîèòñÿ, ò.å., V i=δi

0.
Îäíàêî, ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò íåå ðàâíà
íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,

Ψik ≡ ∇iVk = −Γl
ikVl =

1

2

∂gik

∂t
, (71)

ò.å., íå ðàâíû íóëþ òðè ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû òåíçîðà Ψik

Ψ11 = Ψ22 = Ψ33 = −ȧa . (72)

Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð óñêîðåíèÿ
ðàâåí íóëþ, DVi = 0, à ñêàëÿð ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ Θ = ∇kV

k = 3 ȧ
a

ïðîïîðöèîíàëåí ôóíêöèè Õàááëà H = ȧ
a . Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ëîêàëü-

íûå âàðèàöèè ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû â öåëîì, àññîöèèðîâàí-
íûå ñ âîçíèêíîâåíèåì è ìèãðàöèåé òåïëîâûõ ïîòîêîâ, ïðåíåáðåæè-
ìî ìàëû, è òîãäà òðè óðàâíåíèÿ (60), (62) è (63) ñâîäÿòñÿ ê ñëåäó-
þùèì äâóì:

τDIα + Iα = κ
⊥
∇αT , (73)

C̃vDT̃ + (W̃ + P̃ )Θ +
⊥
∇αIα = 0 . (74)

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ïîä C̃v ñëåäóåò ïîíèìàòü C̃v = ∂W̃
∂T̃

, êîíâåêòèâ-
íàÿ ïðîèçâîäíàÿ D ñâåäåíà ê ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, à
ãðå÷åñêèé èíäåêñ α ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ x, y, z. Î÷åâèäíî, ÷òî äà-
æå â òàêîé óïðîùåííîé âåðñèè êëþ÷åâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ýâîëþöèè

24



òåïëà íåñóò â ñåáå îòïå÷àòîê âîçäåéñòâèÿ êîñìîëîãè÷åñêîãî ôîíà,
à èìåííî, âòîðîå ñëàãàåìîå â (74) îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì
ôóíêöèè Õàááëà, 3H(W̃ + P̃ ). Ýòî íîâîå ñëàãàåìîå ïðåîáðàçóåòñÿ ê
âèäó 3HγW̃ , ãäå γ åñòü ïîñòîÿííàÿ àäèàáàòû, âêëþ÷åííàÿ â óðàâ-
íåíèå ñîñòîÿíèÿ P̃ = (γ − 1)W̃ . Íàêîíåö, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
ìû èìååì äåëî ñ ïðîñòðàíñòâîì äå Ñèòòåðà ñ ïîñòîÿííîé Õàááëà
H = const, ìû ïîëó÷èì ïðîñòåéøóþ ìîäèôèêàöèþ óðàâíåíèÿ ýâî-
ëþöèè òåìïåðàòóðû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíèì îïåðàòîð

⊥
∇α ê ëåâîé

è ïðàâîé ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (73), à çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ êîììóòàòî-
ðîì (65), êîòîðûé ïðè DV l = 0 è Θ = 3H óïðîñòèòñÿ è ïðèìåò
âèä:

D
⊥
∇αIα −

⊥
∇αDIα = −(

⊥
∇βV

α) · (
⊥
∇αIβ)−R0αIα . (75)

Äëÿ èçîòðîïíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè íåäèàãîíàëüíûå êîìïî-
íåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è ðàâíû íóëþ, à ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü êîâàðè-
àíòíîé ïðîèçâîäíîé ñêîðîñòè ñîãëàñíî (71), (72) ïðîïîðöèîíàëüíà
ìåòðèêå:

R0α = 0 ,
⊥
∇αVβ = Hgαβ . (76)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûì ñîîòíîøåíèåì
⊥
∇αDIα = D

⊥
∇αIα + H

⊥
∇αIα , (77)

âûðàçèì
⊥
∇αIα ñ ïîìîùüþ (74), çàìåíèì W̃ → C̃vT̃ è ïîëó÷èì îêîí-

÷àòåëüíî óðàâíåíèå ýâîëþöèè òåìïåðàòóðû:

τ ¨̃T + ˙̃T [1 + τH(1 + 3γ)] + 3Hγ(1 + τH)T̃ = a2∆T̃ , (78)

ãäå ∆ = −
⊥
∇α

⊥
∇α - îïåðàòîð Ëàïëàñà, a2 = κ

C̃v
. Ôîðìàëüíî íîâûì ýëå-

ìåíòîì â ñòðóêòóðå äàííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðåòüå ñëàãàåìîå
â ëåâîé ÷àñòè, ñîäåðæàùåå òåìïåðàòóðó áåç ïðîèçâîäíîé ïî âðåìå-
íè è ïðîïîðöèîíàëüíîå ïîñòîÿííîé Õàááëà. Ïðè H = 0 èç (78) ìû
àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (19).
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (78) íàõîäèòñÿ ïî òîé æå ìåòîäèêå, ÷òî è
ðåøåíèå (19). Ïîëüçîâàòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ âûïîëíèòü óïðàæíåíèÿ
ñàìîñòîÿòåëüíî. Ïîä÷åðêíåì òîëüêî òðè âàæíûå äåòàëè, êîòîðûå
íåëüçÿ óïóñòèòü èç âèäà. Âî-ïåðâûõ, âìåñòî äåêðåìåíòà çàòóõàíèÿ
òåïëîâûõ ìîä 1

2τ ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå 1
2τ [1+τH(1+3γ)]. Âî-âòî-

ðûõ, êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ âîëíîâîãî âåêòîðà k̃∗, êîòîðîå
ðàçäåëÿåò àíãàðìîíè÷åñêèå è êâàçè-îñöèëëÿöèîííûå ìîäû,

k̃∗ =
1

2a
√

τ

√
[1 + τH(1 + 3γ)]2 − 12τγH(1 + τH) , (79)

çàâèñèò îò ïîñòîÿííîé Õàááëà. Â ÷àñòíîñòè, ïðè áûñòðîì ðàñøèðå-
íèè Âñåëåíîé, òî åñòü ïðè τH >> 1, ïîëó÷èì, ÷òî k̃∗ =

√
τH
2a |3γ− 1|.

Â-òðåòüèõ, àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå ôàçîâîé ñêîðîñòè òåìïåðàòóð-
íûõ âîëí ïðè k →∞ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì Vph(∞) = a√

τ
.
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