
Á.Ã. Ãàáäóëõàåâ

ÒÅÎÐÈß ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÕ
ÌÅÒÎÄÎÂ ÐÅØÅÍÈß

ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Êàçàíü � 2006



Êàçàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Â.È. Óëüÿíîâà-Ëåíèíà

Á.Ã. Ãàáäóëõàåâ

ÒÅÎÐÈß ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÕ
ÌÅÒÎÄÎÂ ÐÅØÅÍÈß

ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ó×ÅÁÍÎÅ ÏÎÑÎÁÈÅ

Êàçàíü
2006



ÓÄÊ 517. 9 : 519. 6

Ïå÷àòàåòñÿ ïî ðåøåíèþ
Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèè

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

îò 26 ìàÿ 2006 ã.

Íàó÷íûé ðåäàêòîð
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò Îæåãîâà À.Â.

Ãàáäóëõàåâ Á.Ã.
Òåîðèÿ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Ó÷åáíîå ïî-

ñîáèå. � Êàçàíü: Êàçàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Â.È. Óëüÿíîâà-Ëåíèíà,
2006. � 112 ñ.

Èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ
óðàâíåíèé â íîðìèðîâàííûõ è ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íà åå îñíîâå
ñòðîèòñÿ òåîðèÿ íàèëó÷øèõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ðåøåíèé îïå-
ðàòîðíûõ óðàâíåíèé ñ ïðèëîæåíèÿìè ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè
ïðÿìûõ è ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ.

Äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ è àñïèðàíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ
ïî òåîðèè ôóíêöèè è ïðèáëèæåíèé, à òàêæå ïî ïðèêëàäíîìó ôóíêöèî-
íàëüíîìó àíàëèçó è âû÷èñëèòåëüíûì ìåòîäàì.

ÓÄÊ 517. 9 : 519. 6

c© Ãàáäóëõàåâ Á.Ã., 2006



ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Ìíîãî÷èñëåííûå òåîðåòè÷åñêèå è ïðèêëàäíûå çàäà÷è íàóêè, òåõíè-
êè è ïðîèçâîäñòâà ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàñ-
ñîâ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ; ÷àñòíû-
ìè ñëó÷àÿìè òàêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûå èíòåãðàëüíûå,
äèôôåðåíöèàëüíûå (êàê îáûêíîâåííûå, òàê è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ) è
èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (îäíîìåðíûå è ìíîãîìåðíûå; ëè-
íåéíûå è íåëèíåéíûå; ðåãóëÿðíûå è ñèíãóëÿðíûå; êîððåêòíûå è íåêîð-
ðåêòíûå).

Óêàçàííûå óðàâíåíèÿ, êàê ïðàâèëî, òî÷íî íå ðåøàþòñÿ. Ïîýòîìó
äëÿ èõ ðåøåíèÿ ðàçðàáîòàíû è ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåííûå
ìåòîäû (ïðÿìûå, ïðîåêöèîííûå, èòåðàòèâíûå, ñìåøàííûå è äð.). Îäíàêî,
íåñìîòðÿ íà ïîëó÷åííûå â ýòîé îáëàñòè ìíîãî÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, îíà
âñå åùå äàëåêà îò ñâîåãî çàâåðøåíèÿ.

Íèæå èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îïåðà-
òîðíûõ (êàê ïðàâèëî, ëèíåéíûõ) óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ è ãèëüáåðòî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îíà òðàêòóåòñÿ íàìè êàê ïðîäîëæåíèå è äàëüíåéøåå
ðàçâèòèå õîðîøî èçâåñòíîé îáùåé òåîðèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ, ïðåä-
ëîæåííîé àêàäåìèêîì Ë.Â. Êàíòîðîâè÷åì äëÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé
âòîðîãî ðîäà è ïðèâîäÿùèõñÿ ê íèì â îïðåäåëåííîì ñìûñëå; ñ äðóãîé
ñòîðîíû, îíà (ïðåäëàãàåìàÿ òåîðèÿ) îáóñëîâëåíà ïðèëîæåíèÿìè ê øè-
ðîêèì êëàññàì óðàâíåíèé (ïåðâóþ î÷åðåäü, ê ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëü-
íûì è èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è êðàåâûì çàäà÷àì òåî-
ðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ), çàäà÷à ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîæåò
áûòü ïîñòàâëåíà êàê êîððåêòíî, òàê è íåêîððåêòíî. Óêàçàííûå ðåçóëüòà-
òû èçëîæåíû â ïåðâîé ãëàâå êíèãè.

Âî âòîðîé ãëàâå êíèãè, êàê ïðèëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåé
ãëàâû, ñòðîèòñÿ òåîðèÿ íàèëó÷øèõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ðåøå-
íèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé è ðàññìàòðèâàþòñÿ åå ïðèìåíåíèÿ ê ðåøåíèþ
ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè ïðÿìûõ è ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îïåðà-
òîðíûõ óðàâíåíèé â íîðìèðîâàííûõ è ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Îòìåòèì, ÷òî èçëîæåíèå âåäåòñÿ â îñíîâíîì ïî ðåçóëüòàòàì àâòî-
ðà. Ïðè ýòîì â êàæäîé èç ãëàâ ïðèíÿòà àâòîíîìíàÿ äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ
ôîðìóë, òåîðåì è çàìå÷àíèé; íàïðèìåð, òåîðåìà 2.3 è ôîðìóëà (4.5) ãë. I
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(ñîîòâåòñòâåííî ãë. II) îçíà÷àþò òåîðåìó 3 § 2 è ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëó
5 § 4 òîé ãëàâû, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü.

Ðåçóëüòàòû êíèãè íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàëèñü íà ñïåöêóðñàõ è
ñïåöñåìèíàðàõ äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ è àñïèðàíòîâ ìåõàíèêî�
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
Îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé òàêæå äëÿ ñïåöèàëèñòîâ ïî òåîðèè ôóíê-
öèé è ïðèáëèæåíèé, ïðèêëàäíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó è âû÷èñëè-
òåëüíûì ìåòîäàì.
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ÃËÀÂÀ I

ÎÁÙÀß ÒÅÎÐÈß ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ
ÀÍÀËÈÇÀ

Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïî ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ
êëàññîâ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû (ñì.,
íàïð., ðàáîòû [2]�[8], [10]�[20], [38]�[49], [53]�[64], [66], [67], [69], [71] è áèá-
ëèîãðàôèþ â íèõ). Ñðåäè íèõ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò
ðàáîòû àêàäåìèêà Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à [45]�[49], â êîòîðûõ âïåðâûå ïðåä-
ëîæåíà (1948 ã.) è â äàëüíåéøåì ðàçâèòà îáùàÿ òåîðèÿ ïðèáëèæåííûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé II-ãî ðîäà è ïðèâîäÿùèõñÿ ê
íèì óðàâíåíèé â îïðåäåëåííîì ñìûñëå. Ýòà òåîðèÿ ñûãðàëà ðåøàþùóþ
ðîëü ïðè îáîñíîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ è çíà÷èòåëüíî
ñïîñîáñòâîâàëà ïîÿâëåíèþ áîëüøîãî öèêëà èññëåäîâàíèé â îáëàñòè òåî-
ðèè è ïðèëîæåíèé ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ.

Â ýòîé ãëàâå êíèãè äàåòñÿ êîìïàêòíîå èçëîæåíèå íåêîòîðûõ ðå-
çóëüòàòîâ àâòîðà (ñì., íàïð., [10]�[20], [29], [31], [35]-[37]), ïîëó÷åííûõ, ïî
ñóùåñòâó, â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à è ïîñâÿùåííûõ åå
ïðîäîëæåíèþ è ðàçâèòèþ â ñëåäóþùåì ñìûñëå.

1). Â îáùåé òåîðèè Êàíòîðîâè÷à ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò òðå-
áîâàíèå î òîì, ÷òîáû îñíîâíûå îïåðàòîðû K è K̃ îäíîâðåìåííî ÿâëÿëèñü
ëèíåéíûìè íåïðåðûâíûìè îïåðàòîðàìè âòîðîãî ðîäà èëè æå ïðèâîäÿùè-
ìèñÿ ê íèì â îïðåäåëåííîì ñìûñëå. Ïðåäëàãàåìàÿ íèæå òåîðèÿ ïðèáëè-
æåííûõ ìåòîäîâ ñïðàâåäëèâà äëÿ îáùèõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ò. å äëÿ
îáùèõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé ñ ëèíåéíûìè (àääèòèâíûìè è îäíîðîä-
íûìè) îïåðàòîðàìè, â òîì ÷èñëå îíà ñïðàâåäëèâà îäíîâðåìåííî êàê äëÿ
óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà, òàê è äëÿ óðàâíåíèé, ïðèâîäÿùèõñÿ ê íèì â
áîëåå øèðîêîì1 ñìûñëå, ÷åì â [45]�[49].

2). Îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíûõ òåîðåì â òåîðèè Êàí-
òîðîâè÷à ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðèáëèæåííî-
ãî óðàâíåíèÿ, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ëèíåéíîãî

1Èìåþòñÿ â âèäó ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå è èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è êðàåâûå
çàäà÷è òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ â ñâÿçè ñ èõ ïðèáëèæåííûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ.
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâèëîñü, ïî ñóùåñòâó, îñíîâíîé ïðè÷èíîé ïîÿâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ýòîé ãëàâû.
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íåïðåðûâíîãî ïðàâîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà K̃−1
r äëÿ àïïðîêñèìèðóþùå-

ãî îïåðàòîðà K̃. Íèæå îáùàÿ òåîðèÿ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ñòðîèòñÿ
â ïåðâóþ î÷åðåäü íà îñíîâàíèè äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ëåâîãî
îáðàòíîãî îïåðàòîðà K̃−1

l äëÿ àïïðîêñèìèðóþùåãî îïåðàòîðà K̃. Êðî-
ìå òîãî, êàê íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå òåîðèè Êàíòîðîâè÷à, ñòðîèòñÿ
òàêæå âàðèàíò òåîðèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûé íà äîêàçà-
òåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà K̃−1

r äëÿ îáùåãî
ëèíåéíîãî ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ.

3). Â òåîðèè Êàíòîðîâè÷à îñíîâíûå îïåðàòîðû K, K̃ è P ïðåäïî-
ëàãàþòñÿ ëèíåéíûìè íåïðåðûâíûìè, ïðè÷åì îïåðàòîð P ÿâëÿåòñÿ ïðî-
åêöèîííûì (P 2 = P ). Îäíàêî íà ïðàêòèêå âñòðå÷àþòñÿ è òàêèå ïðè-
áëèæåííûå ìåòîäû, â êîòîðûõ ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ (òàêàÿ
ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì
ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ è
èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé). Â ñâÿçè ñ ýòèì íèæå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ òàêîé âàðèàíò îáùåé òåîðèè, êîãäà óêàçàííûå îïåðàòîðû èëè æå
íåêîòîðûå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ íåîãðàíè÷åííûìè, ïðè÷åì îïåðàòîð P ìîæåò
è íå áûòü ïðîåêöèîííûì.

4). Ââèäó áîëüøîé ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ñïåöèàëüíî èññëåäóþò-
ñÿ ïðÿìûå ìåòîäû. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè,
îáóñëîâëåííîñòè è ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè òàêèõ ìåòîäîâ.

5). Â òåîðèè Êàíòîðîâè÷à ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü òàêèå óðàâíåíèÿ,
çàäà÷à ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïîñòàâëåíà â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå êîððåêòíî.
Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêîé âàðèàíò îáùåé òåîðèè, êîòîðûé ïðèñïîñîá-
ëåí äëÿ ïðèìåíåíèÿ è ê íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûì çàäà÷àì. Â ÷àñòíîñòè,
ïðåäëàãàþòñÿ è èññëåäóþòñÿ äâà ïðÿìûõ ìåòîäà ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ
çàäà÷ â ñåïàðàáåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

6). Èññëåäóþòñÿ àïïðîêñèìàòèâíî-èòåðàöèîííûå ìåòîäû, â òîì ÷èñ-
ëå ìåòîä óòî÷íÿþùèõ èòåðàöèé.

7). Ïðåäëàãàåòñÿ òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ìåòîäà íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ è ìåòîäà ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ
óðàâíåíèé â ïàðàõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

8). Èññëåäóþòñÿ ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ.
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§ 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ââåäåì îñíîâíûå óðàâíåíèÿ, ïðîñòðàíñòâà è îïåðàòîðû. Ïóñòü X è
Y � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, à X̃ ⊂ X è Ỹ ⊂ Y � èõ
ïðîèçâîëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì äâà óðàâíåíèÿ: òî÷íîå �

Kx = y (x ∈ X, y ∈ Y ) (1.1)

è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïðèáëèæåííîå �

K̃x̃ = ỹ (x̃ ∈ X̃, ỹ ∈ Ỹ ), (1.2)

ãäå K è K̃ � ëèíåéíûå (ò. å àääèòèâíûå è îäíîðîäíûå) îïåðàòîðû, äåé-
ñòâóþùèå ñîîòâåòñòâåííî èç X â Y è èç X̃ â Ỹ .

Èíîãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò àääèòèâíûé è îäíîðîä-
íûé (ò. å. ëèíåéíûé) îïåðàòîð P, îòîáðàæàþùèé Y íà Ỹ : PY = Ỹ .

Ïðîñòðàíñòâà X è X̃, Y è Ỹ , îïåðàòîðû K è K̃, P è E (çäåñü è
äàëåå E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð) ÿâëÿþòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå áëèç-
êèìè, òî÷íåå, ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûìè óñëîâèÿìè áëèçî-
ñòè. Ýòî äàåò îñíîâàíèå íàçûâàòü óðàâíåíèå (1.1) "òî÷íûì", à óðàâíåíèå
(1.2) � "ïðèáëèæåííûì", ñîîòâåòñòâóþùèì òî÷íîìó óðàâíåíèþ (1.1), ÷òî
â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëÿåò çà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå òî÷íîãî óðàâíåíèÿ
(1.1) ïðèíÿòü òî÷íîå ðåøåíèå ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ (1.2).

Â äàëüíåéøåì, â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè, íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêî-
òîðûå èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé (òî÷íåå, â íåêîòîðîé èõ ñîâîêóïíîñòè)2.

Ó c ë î â è å À. X̃ ⊂ X è Ỹ ⊂ Y � êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè:

dim X̃ = dim Ỹ < ∞.

Ó ñ ë î â è å Á. P 2 = P, K̃ � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, X̃ åñòü áà-
íàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ ε > 0 è x ∈ X ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò x̃ ∈ X̃ òàêîé, ÷òî

‖PKx− K̃x̃‖ < ε.

I. Äëÿ ëþáîãî x̃ ∈ X̃

‖K̃x̃− PKx̃‖ 6 ε1‖x̃‖.
2Îòìåòèì, ÷òî åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ, îáóñëîâëåííûå âîçìîæíîé íåîãðàíè÷åííîñòüþ îïåðà-

òîðà P, à òàêæå îïåðàòîðîâ K è K̃, âïîëíå î÷åâèäíû è ïîýòîìó çäåñü ñïåöèàëüíî íå îãîâàðèâàþòñÿ.
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II. Äëÿ ëþáîãî x̃ ∈ X̃ ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ỹ ∈ Ỹ òàêîé, ÷òî

‖Kx̃− ỹ‖ 6 ε2‖x̃‖,

ãäå ε1 è ε2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò x̃ ∈ X̃.

III. Äëÿ ðåøåíèÿ x0 ∈ X óðàâíåíèÿ Kx0 = ỹ, ãäå ỹ ∈ Ỹ , ñóùå-
ñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x̃0 ∈ X̃, ÷òî

a) ‖x0 − x̃0‖ 6 ε3‖x0‖,

b) ‖PKx0 − PKx̃0‖ 6 ε0
3‖x0‖,

ãäå ïîñòîÿííûå ε3 è ε0
3 íå çàâèñÿò îò x0.

Íèæå óñòàíàâëèâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êî-
òîðûõ èç ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ëåâîãî, ïðàâîãî, îäíîñòîðîííåãî
è äâóñòîðîííåãî îïåðàòîðîâ K−1

l , K−1
r , K−1

s è K−1 äëÿ òî÷íîãî óðàâ-
íåíèÿ (1.1) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîðîâ K̃−1

l , K̃−1
r ,

K̃−1
s è K̃−1 äëÿ ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ (1.2). Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâî-

ëÿþò â ñâîþ î÷åðåäü èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ðàçðå-
øèìîñòüþ ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ è åäèíñòâåííîñòüþ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ, à òàêæå ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è ñõî-
äèìîñòüþ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ è ò. ï. Ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, èìåþùèì
ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå âî âñåì äàëüíåéøåì èçëîæåíèè.

§ 2. Îäíîñòîðîííÿÿ è äâóñòîðîííÿÿ îáðàòèìîñòü
àïïðîêñèìèðóþùèõ îïåðàòîðîâ

Ïðè âûâîäå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ñóùåñòâåííûì îáðàçîì
èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå A. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû
îïåðàòîð K̃ èç (1.2) èìåë ëåâûé ëèíåéíûé îáðàòíûé K̃−1

l , íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòîò îïåðàòîð èìåë ïðàâûé ëèíåéíûé îáðàò-
íûé K̃−1

r .

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå À. Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ äâóñòîðîííåãî ëèíåéíîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà K̃−1 íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ëþáîé èç îïåðàòîðîâ K̃−1

s (s = l èëè r).
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ðàçëè÷-
íûìè ñïîñîáàìè (ñì., íàïð., â ãë. 1 [10]). Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé
Ðèññà�Øàóäåðà [65] äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ óðàâíåíèé.

Èòàê, ïîëîæèì m = dim X̃ = dim Ỹ è ðàññìîòðèì m-ìåðíîå åâ-
êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Z̃ = Em ñ îáû÷íîé íîðìîé è ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì. Èçâåñòíî, ÷òî ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà X̃ è Z̃, à
òàêæå Ỹ è Z̃ ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè. Ïóñòü ϕ � ãîìåîìîðôèçì X̃

íà Z̃, à ψ � ãîìåîìîðôèçì Ỹ íà Z̃. Òîãäà óðàâíåíèå (1.2) ýêâèâàëåíòíî,
î÷åâèäíî, ñëåäóþùåìó îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ:

Ũ z̃ = f̃ (z̃, f̃ ∈ Z̃), Ũ = ψK̃ϕ−1, f̃ = ψỹ, z̃ = ϕx̃. (2.1)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè îïåðàòîð K̃ èìååò îäíîñòîðîííèé îáðàòíûé
K̃−1

s (s = l èëè r), òî â ñèëó (2.1) îïåðàòîð Ũ èìååò òàêæå ñîîòâåòñòâó-
þùèé îáðàòíûé Ũ−1

s (s = l èëè r), è íàîáîðîò, ïðè÷åì

Ũ−1
s = ϕK̃−1

s ψ−1, K̃−1
s = ϕ−1Ũ−1

s ψ. (2.2)

Ïîýòîìó ëåììó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïðèìåíèòåëüíî ê îïåðàòîðó Ũ èç
(2.1). Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ (ñì., íàïð.,
[65])

R(Ũ)⊕N(Ũ∗) = Z̃ = R(Ũ ∗)⊕N(Ũ), (2.3)

dim N(Ũ) = dim N(Ũ ∗) < ∞, (2.4)

ýêâèâàëåíòíûå òåîðèè Ðèññà�Øàóäåðà äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1), çàäàííîãî â
êîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Z̃; çäåñü è äàëåå Ũ ∗ = (Ũ)∗�
ñîîòâåòñòâóþùèé ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ëåâûé ëèíåéíûé îáðàòíûé Ũ−1
l . Òîãäà ïîäïðî-

ñòðàíñòâî íóëåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Ũ ïóñòî, ò. å. N(Ũ) = ∅. Â ñèëó
(2.4) èìååì N(Ũ∗) = ∅, ò. å. ïîäïðîñòðàíñòâî íóëåé ñîïðÿæåííîãî îïå-
ðàòîðà Ũ ∗ òîæå ïóñòî. Ïîýòîìó èç ïåðâîé ÷àñòè ðàâåíñòâ (2.3) íàõîäèì
Z̃ = R(Ũ), îòêóäà óæå ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè Ũ−1

r . Îòñþäà
è èç ñîîòíîøåíèé (2.2) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåîáõîäèìîñòè óñëîâèé
ëåììû.

Ïóñòü òåïåðü ñóùåñòâóåò ïðàâûé ëèíåéíûé îáðàòíûé Ũ−1
r . Òàê êàê

R(Ũ) = Z̃, òî èç ïåðâîé ÷àñòè ðàâåíñòâ (2.3) ñëåäóåò N(Ũ∗) = ∅, à çíà-
÷èò, â ñèëó (2.4) è N(Ũ) = ∅. Íî òîãäà èç âòîðîé ÷àñòè ðàâåíñòâ (2.3)
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ïîëó÷àåì óñëîâèå Z̃ = R(Ũ∗), äîñòàòî÷íîå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëåâîãî ëè-
íåéíîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà Ũ−1

l . Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèé (2.2) ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèé ëåììû.

Çàìå÷àíèå 2.1. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ ëåììû 2.1 îòíîñèòåëüíî X̃

è Ỹ íå ìîãóò áûòü îñëàáëåíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïð., dim X̃ = n <

< m = dim Ỹ < ∞. Òîãäà îñòàâøèåñÿ óñëîâèÿ ëåììû îáåñïå÷èâàþò ñó-
ùåñòâîâàíèå ëåâîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà K̃−1

l . Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå (1.2) ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû îíî áûëî â
îïðåäåëåííîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòíî ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìå èç m ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Ïîñêîëüêó òàêàÿ
ñèñòåìà íå âñåãäà ñîâìåñòíà, òî ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð K̃−1

r áóäåò
ñóùåñòâîâàòü íå âñåãäà.

Ëåììà 2.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèíåéíûé îïåðàòîð K : X −→ Y

èìåë ëåâûé ëèíåéíûé îáðàòíûé K−1
l , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû:

1) ïîäïðîñòðàíñòâî íóëåé N(K) îïåðàòîðà K áûëî òðèâèàëüíûì,
ò. å.

N(K) ≡ {x ∈ X : Kx = 0} = {0};
2) ìíîæåñòâî çíà÷åíèé R(K) îïåðàòîðà K : X −→ Y èìåëî

ïðÿìîå äîïîëíåíèå â ïðîñòðàíñòâå Y.

Ëåììà 2.3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèíåéíûé îïåðàòîð K : X −→ Y

èìåë ïðàâûé ëèíåéíûé îáðàòíûé K−1
r , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-

áû:
1) ìíîæåñòâî çíà÷åíèé R(K) îïåðàòîðà K ñîâïàäàëî ñ Y, ò.å.

R(K) ≡ KX = Y ;

2) ìíîæåñòâî N(K) èìåëî ïðÿìîå äîïîëíåíèå â ïðîñòðàíñòâå X.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü X � ïîëíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî è

‖U‖ 6 q < 1.

Òîãäà îïåðàòîð E − U : X −→ X èìååò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
îáðàòíûé, ïðè÷åì

‖(E − U)−1‖ 6 1/(1− q).
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà,
G, U : X −→ Y � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû, ïðè÷åì
ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îáðàòíûé îïåðàòîð G−1 : Y −→ X òàêîé, ÷òî

‖G−1U‖X→X 6 q < 1.

Òîãäà îïåðàòîð G− U : X −→ Y íåïðåðûâíî îáðàòèì è

‖(G− U)−1‖ 6 ‖G−1‖/(1− q).

Ëåììà 2.5. Ïóñòü X, Y � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàí-
ñòâà, K � ëèíåéíûé îïåðàòîð èç X â Y.

Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû îïåðàòîð K áûë íåïðåðûâíî îáðàòè-
ìûì ñëåâà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ïîñòîÿííàÿ
m > 0, íå çàâèñÿùàÿ îò ýëåìåíòîâ x ∈ X, òàêàÿ, ÷òî

‖Kx‖ > m||x||, ∀x ∈ X.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî íåðàâåíñòâà èìååì

‖K−1
l ‖ 6 1/m, K−1

l : Y −→ X.

Ëåììà 2.6. Åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð U, ïåðåâîäÿùèé áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y, èìååò ëåâûé ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé îáðàòíûé U−1

l , òî ìíîæåñòâî Y ′ = UX ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ ëåììû ìíîæåñòâî Y ′ çàìêíóòî â Y.

Ëåììà 2.7. Ïóñòü U � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç áàíà-
õîâà ïðîñòðàíñòâà X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y è ïóñòü äëÿ êàæäîãî
y ∈ Y ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ X, ÷òî

||Ux− y|| 6 q||y||; ||x|| 6 N ||y||,
ãäå q < 1 è N � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà óðàâíåíèå

Ux = y

ïðè ëþáîì y ∈ Y èìååò ðåøåíèå x∗ ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

‖x∗‖ 6 N

1− q
‖y‖.
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Ëåììà 2.8. Åñëè X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òî è ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî X/X0 ïðîñòðàíñòâà X ïî ïðîèçâîëüíîìó ôèêñèðîâàí-
íîìó ïîäïðîñòðàíñòâó X0 ⊂ X áóäåò áàíàõîâûì.

Â äàëüíåéøåì ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü îïåðàòîð K èìååò ëåâûé ëèíåéíûé íåïðå-
ðûâíûé îáðàòíûé K̃−1

l , à îïåðàòîð E − P : Y 0 → Y îãðàíè÷åí, ãäå

Y 0 = {y = Kx̃− ỹ ∈ Y : x̃ ∈ X̃, ỹ ∈ Ỹ } ⊂ Y.

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ I, II, P 2 = P è

p = (ε1 + ε2‖E − P‖Y 0→Y )‖K−1
l ‖ < 1, (2.5)

òî ïðèáëèæåííûé îïåðàòîð K̃ èìååò òàêæå ëåâûé ëèíåéíûé íåïðå-
ðûâíûé îáðàòíûé K̃−1

l , ïðè÷åì

‖K̃−1
l ‖ 6 ‖K−1

l ‖(1− p)−1. (2.6)

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: à) À;
á) Á; â) óðàâíåíèå (1.2) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âòîðîãî ðîäà ñ âïîëíå
íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå X̃ = Ỹ . Åñëè îïå-
ðàòîð K èìååò äâóñòîðîííèé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îáðàòíûé K−1,

òî ïðè
p = (ε1 + ε2‖E − P‖Y 0→Y )‖K−1‖ < 1 (2.7)

ïðèáëèæåííûé îïåðàòîð K̃ èìååò òàêæå ëèíåéíûé äâóñòîðîííèé îïå-
ðàòîð K̃−1 è

‖K̃−1‖ 6 ‖K−1‖(1− p)−1. (2.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ỹ ∈ Ỹ � ýëåìåíò, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèþ II. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x̃ ∈ X̃ ñ ó÷åòîì P 2 = P èìååì

‖Kx̃− PKx̃‖ = ‖(E − P )(Kx̃− ỹ)‖ 6 ε2‖E − P‖Y 0→Y ‖x̃‖.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî x̃ ∈ X̃ ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ I ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì

‖Kx̃− K̃x̃‖ 6 ‖Kx̃− PKx̃‖+ ‖PKx̃− K̃x̃‖ 6 ε1‖x̃‖+

+ε2‖E − P‖Y 0→Y ‖x̃‖ = (ε1 + ε2‖E − P‖Y 0→Y )‖x̃‖. (2.9)

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (2.9) ëþáîãî x̃ ∈ X̃ íàõîäèì
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‖K̃x̃‖ > ‖Kx̃‖ − ‖K̃x̃−Kx̃‖ > ‖K−1
l ‖−1‖x̃‖−

−(ε1 + ε2‖E − P‖Y 0→Y )‖x̃‖ = ‖K−1
l ‖−1(1− p)‖x̃‖.

Îòñþäà â ñèëó (2.5) è ëåììû 2.5 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ëåâîãî îáðàòíîãî
îïåðàòîðà K̃−1

l è ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (2.6).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò äâóñòîðîííèé ëèíåéíûé îïå-

ðàòîð K−1 è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.7). Òîãäà â ñèëó òåîðåìû ñóùå-
ñòâóåò ëåâûé îáðàòíûé K̃−1

l . Ïîýòîìó â ñëó÷àå à) èç ñëåäñòâèÿ ëåììû
2.1 âûòåêàåò òàêæå ñóùåñòâîâàíèå K̃−1

r , ÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâàì
K̃−1

l = K̃−1
r = K̃−1, à ýòî ïðèâîäèò, î÷åâèäíî, ê îöåíêå (2.8).

Â ñëó÷àå á) äîêàçàòåëüñòâî âåäåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñêîëü-
êó ëèíåéíûé îïåðàòîð K̃ èìååò ëåâûé ëèíåéíûé îáðàòíûé K̃−1

l , òî â
ñèëó ëåììû 2.6 ìíîæåñòâî Ỹ ′ = R(K̃) çàìêíóòî â ïîäïðîñòðàíñòâå Ỹ .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ò. ê. Ỹ = PY = PKX â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ K−1

è Ỹ ′ = K̃X̃ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, òî ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ Á ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Ỹ ′ âñþäó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Ỹ . Òîãäà
R(K̃) = Ỹ = Ỹ ′, è ïîýòîìó óðàâíåíèå (1.2) ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé
÷àñòè ỹ ∈ Ỹ . Îòñþäà è èç òåîðåìû 2.1 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Â ñëó÷àå æå â) ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.1
è òåîðåì Ôðåäãîëüìà äëÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà ñ âïîëíå
íåïðåðûâíûìè îïåðàòîðàìè.

Â ïðèëîæåíèÿõ îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì

Çàìå÷àíèå 2.2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
a) Îïåðàòîð E−P : Y 0 −→ Y î÷åíü ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì,

åñëè äàæå îïåðàòîð P : Y −→ Y íå îãðàíè÷åí (ñì., íàïð., [10]�[13], [17],
[18]).

á) Åñëè P : Y −→ Y � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, òî â óñëîâèÿõ
òåîðåìû 2.1, íåñêîëüêî îãðóáëÿÿ, ìîæíî ïîëîæèòü

p 6 [ε1 + (1 + ‖P‖)ε2]‖K−1
l ‖ 6 (ε1 + 2ε2‖P‖)‖K−1

l ‖.

â) Åñëè P 2 6= P, òî òåîðåìà 2.1 íå âåðíà. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê âèäíî
èç åå äîêàçàòåëüñòâà, ñïðàâåäëèâà (ñì. òàêæå [69]) ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1 ′ . Ïóñòü îïåðàòîð K èìååò ëåâûé ëèíåéíûé íåïðå-
ðûâíûé îáðàòíûé K−1

l , à îïåðàòîð 4K = K − K̃ : X̃ −→ Y îãðàíè÷åí.
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Åñëè
p′ = ‖4K‖ ‖K−1

l ‖ < 1, 4K : X̃ −→ Y, (2.5′)

òî ïðèáëèæåííûé îïåðàòîð K̃ èìååò òàêæå ëåâûé ëèíåéíûé íåïðå-
ðûâíûé îáðàòíûé K̃−1

l , ïðè÷åì

‖K̃−1
l ‖ 6 ‖K−1

l ‖(1− p′)−1. (2.6′)

Äàëåå, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü îïåðàòîð K èìååò ïðàâûé ëèíåéíûé íåïðå-
ðûâíûé îáðàòíûé K−1

r è âûïîëíåíû óñëîâèÿ I è III ñ

q = (2ε1 + ε0
3)‖K−1

r ‖ < 1. (2.10)

Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî íóëåé N(K̃) ëèíåéíîãî îïåðàòîðà K̃ èìååò ïðÿ-
ìîå äîïîëíåíèå â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X̃, òî ïðèáëèæåííûé îïåðà-
òîð K̃ èìååò òàêæå ïðàâûé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îáðàòíûé K̃−1

r è

‖K̃−1
r ‖ 6 2‖K−1

r ‖(1− q)−1. (2.11)

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü îïåðàòîð K èìååò äâóñòîðîííèé ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé îáðàòíûé K−1, âûïîëíåíû óñëîâèÿ À, I è III ñ

q = (2ε1 + ε0
3)‖K−1‖ < 1. (2.12)

Òîãäà îïåðàòîð K̃ èìååò òàêæå äâóñòîðîííèé ëèíåéíûé îáðàòíûé
K̃−1 è

‖K̃−1‖ 6 2‖K−1‖(1− q)−1. (2.13)

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü X, Y, X̃ � ïîëíûå ïðîñòðàíñòâà,
à K è K̃ � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
X = X/N(K) ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X ïî ïîäïðî-
ñòðàíñòâó íóëåé N(K) îïåðàòîðà K, à ÷åðåç K ëèíåéíûé îïåðàòîð èç
X â Y, èíäóöèðîâàííûé îïåðàòîðîì K. Åñëè óðàâíåíèå (1.1) ðàçðåøèìî
ïðè ëþáîì y ∈ Y è âûïîëíåíû óñëîâèÿ I è III, òî ïðè

q1 = 2(2ε1 + ε0
3)‖K

−1‖ < 1 (2.14)

ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå (1.2) èìååò ðåøåíèå x̃∗ ∈ X̃ ïðè ëþáîì ỹ ∈ Ỹ ,

ïðè÷åì
‖x̃∗‖ 6 4‖K −1‖(1− q1)

−1. (2.15)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå x0 óðàâíåíèÿ Kx = ỹ,

ỹ ∈ Ỹ . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ỹ ∈ Ỹ èìååì ‖x0‖ 6 ‖K−1
r ‖ ‖ỹ‖. Ïî óñëî-

âèþ III à) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x̃0 ∈ X̃ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ỹ ∈ Ỹ

‖x̃0‖ 6 ‖x0 − x̃0‖+ ‖x0‖ 6 2‖K−1
r ‖ ‖ỹ‖. (2.16)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî ỹ ∈ Ỹ ñ ïîìîùüþ óñëîâèé I, III á) è (2.12)
íàõîäèì

‖K̃x̃0 − ỹ‖ 6 ‖K̃x̃0 − PKx̃0‖+ ‖PKx̃0 − PKx0‖ 6

6 ε1‖x̃0‖+ ε0
3‖x0‖ 6 q‖ỹ‖. (2.17)

Òîãäà â ñèëó (2.10), (2.16) è (2.17) è èçâåñòíîé ëåììû3 Ë.Â. Êàíòîðîâè-
÷à [47, c.489] (ñì. òàêæå âûøå ëåììó 2.7) ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå (1.2)
èìååò ðåøåíèå x̃∗ ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè ỹ ∈ Ỹ , ïðè÷åì

‖x̃∗‖ 6 2‖K−1
r ‖(1− q)−1‖ỹ‖. (2.18)

Èç (2.18) è èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî N(K̃) èìååò ïðÿìîå äîïîëíåíèå â X̃, â
ñèëó ëåììû 2.3 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà K̃−1

r è ñïðàâåäëèâîñòü
îöåíêè (2.11).

Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ 1 âûòåêàåò èç ëåììû 2.1 è õîäà äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 2.2.

Äîêàæåì ñëåäñòâèå 2. Ïîñêîëüêó R(K) = Y, òî (ñì., íàïð., [47])
îïåðàòîð K îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ïîëíîãî
ïðîñòðàíñòâà X íà ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî Y. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåïðå-
ðûâíûé îïåðàòîð K

−1
: Y −→ X, îòêóäà â ñâîþ î÷åðåäü ñëåäóåò ñó-

ùåñòâîâàíèå òàêîãî ýëåìåíòà x0, Kx0 = ỹ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ỹ ∈ Ỹ ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖x0‖ 6 2‖K −1‖ ‖ỹ‖. Äàëüíåéøåå ñëåäóåò èç õîäà
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü X, Y, X̃, Ỹ � ïîëíûå ïðîñòðàíñòâà è ñó-
ùåñòâóåò îïåðàòîð U òàêîé, ÷òî

U : X → Y, ‖U −K‖ 6 η1; U : X̃ → Ỹ , ‖U − K̃‖ 6 η2. (2.19)

Åñëè îïåðàòîð K èìååò îäíîñòîðîííèé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îáðàò-
íûé K−1

s (s = l èëè r), òî ïðè

ts = (η1 + η2)‖K−1
s ‖ < 1 (s = l èëè r) (2.20)

3Ýòà ëåììà, êàê âèäíî èç ñïîñîáà åå äîêàçàòåëüñòâà, ñïðàâåäëèâà òàêæå äëÿ íåïîëíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ Ỹ .
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ïðèáëèæåííûé îïåðàòîð K̃ èìååò òàêæå îäíîñòîðîííèé ëèíåéíûé
îáðàòíûé K̃−1

s , ïðè÷åì

‖K̃−1
s ‖ 6 ‖K−1

s ‖(1− ts)
−1 (s = l èëè r). (2.21)

Ñëåäñòâèå. Åñëè îïåðàòîð K èìååò äâóñòîðîííèé ëèíåéíûé
îáðàòíûé K−1 è

t = (η1 + η2)‖K−1‖ < 1, (2.22)

òî îïåðàòîð K̃ èìååò òàêæå äâóñòîðîííèé ëèíåéíûé îáðàòíûé K̃−1 è

‖K̃−1‖ 6 ‖K−1‖(1− t)−1. (2.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî x̃ ∈ X̃

‖Kx̃− K̃x̃‖ 6 ‖Kx̃− Ux̃‖+ ‖Ux̃− K̃x̃‖ 6 (η1 + η2)‖x̃‖,

òî ïðè s = l äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íåìåäëåííî ñëåäóåò èç äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåìû 2.1. Îäíàêî çäåñü ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó äëÿ ëþ-
áîãî s (s = l èëè r).

Èòàê, ïóñòü ñóùåñòâóåò K−1
l èëè K−1

r . Òîãäà îïåðàòîð U ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîîòâåòñòâåííî

U = [Ey − (K − U)K−1
l ]K, U = K[Ex −K−1

r (K − U)], (2.24)

ãäå Ey è Ex � åäèíè÷íûå îïåðàòîðû â Y è X ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñêîëüêó t1 = η1‖K−1

s ‖ 6 t < 1, òî èç ñîîòíîøåíèé (2.24) íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî îïåðàòîð U èìååò îáðàòíûé

U−1
s : Y → X, ‖U−1

s ‖ 6 ‖K−1
s ‖(1− t1)

−1. (2.25)

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñèëó (2.19) ñóùåñòâóåò òàêæå

U−1
s : Ỹ → X̃, ‖U−1

s ‖Ỹ→X̃ 6 ‖U−1
s ‖Y→X 6 ‖K−1

s ‖(1− t1)
−1. (2.26)

Áëàãîäàðÿ (2.20) è (2.26) èìååì

t2 = η2‖U−1
s ‖Ỹ→X̃ 6 η2‖K−1

s ‖(1− t1)
−1 < 1.

Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

K̃ = [Ẽy − (U − K̃) U−1
l ]U, K̃ = U [Ẽx − U−1

r (U − K̃)], (2.27)
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ãäå Ẽy è Ẽx � åäèíè÷íûå îïåðàòîðû â Ỹ è X̃ ñîîòâåòñòâåííî, ñïðà-
âåäëèâûõ ïðè ñóùåñòâîâàíèè ñîîòâåòñòâåííî U−1

l è U−1
r , íàõîäèì, ÷òî

ïðèáëèæåííûé îïåðàòîð K̃ èìååò îáðàòíûé

K̃−1
s : Ỹ → X̃, ‖K̃−1

s ‖ 6 ‖U−1
s ‖(1− t2)

−1. (2.28)

Èç ñîîòíîøåíèé (2.20), (2.25)�(2.28) è èç ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî íåðàâåíñòâà

t1 + t2 − t1t2 6 t ≡ (η1 + η2)‖K−1
s ‖, (2.29)

ãäå t1 = η1‖K−1
s ‖, t2 = η2‖U−1

s ‖ 6 η2‖K−1
s ‖(1 − t1)

−1, íàõîäèì îöåíêó
(2.21), à èç íåå è èç (2.22) ñëåäóåò, î÷åâèäíî, îöåíêà (2.23).

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå Á è ìíîæåñòâî R(K̃)

çàìêíóòî â Ỹ . Åñëè óðàâíåíèå (1.1) ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñ-
òè, òî óðàâíåíèå (1.2) òàêæå ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: à) À;
á) K̃ = E + H̃, ãäå E � åäèíè÷íûé, à H̃ � âïîëíå íåïðåðûâíûé îïå-
ðàòîðû â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå X̃ = Ỹ . Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíÿåò-
ñÿ óñëîâèå Á, à îïåðàòîð K èìååò äâóñòîðîííèé ëèíåéíûé îáðàòíûé,
òî ïðèáëèæåííûé îïåðàòîð K̃ èìååò òàêæå äâóñòîðîííèé ëèíåéíûé
îáðàòíûé.

Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèÿ òåîðåìû îáåñïå÷èâàþò, êàê ìû óæå âèäåëè
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëó÷àÿ á) ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2.1, ñïðàâåäëèâîñòü
ðàâåíñòâà R(K̃) = Ỹ , îòêóäà ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (1.2) ïðè
ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè ỹ ∈ Ỹ . Òîãäà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ â ñëó÷àå
à) âûòåêàåò, î÷åâèäíî, èç ëåììû 2.1, à â ñëó÷àå á) ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ òåîðåì Ôðåäãîëüìà äëÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà.

§ 3. Î ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

Â äàëüíåéøåì, êàê óæå îòìå÷àëîñü â § 1, ðåøåíèå x̃∗ ïðèáëèæåí-
íîãî óðàâíåíèÿ (1.2) ïðèíèìàåòñÿ çà ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ x∗ òî÷íîãî
óðàâíåíèÿ (1.1). Â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ è èõ ñëåäñòâèÿõ óñòàíàâëèâàåòñÿ
îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð K−1 è óðàâ-
íåíèå (1.2) èìååò ðåøåíèå x̃∗ ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè ỹ ∈ Ỹ . Òîãäà
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ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà:

δ‖K‖−1 6 ‖x∗ − x̃∗‖ 6 δ‖K−1‖, (3.1)

ãäå
δ = ‖y − ỹ + (K̃ −K) x̃ ∗‖.

Ñëåäñòâèå. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
a) Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

p = ‖K−1‖ ‖K − K̃‖ < 1, K − K̃ : X̃ → Y, (3.2)

òî â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2.1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖x∗ − x̃∗‖ 6 {‖y − ỹ‖+ p‖y‖}‖K−1‖(1− p)−1. (3.3)

á) Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ I è II ñ

p′ = ‖K−1‖(ε1 + ε2‖E − P‖Y0→Y ) < 1, (3.2′)

òî â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2.1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà (3.3) ñ
çàìåíîé p íà p′, ãäå Y 0 = {y0}� ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç Y, ïðåäñòà-
âèìûõ â âèäå

y0 = Kx̃− ỹ (x̃ ∈ X̃, ỹ ∈ Ỹ ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê óðàâíåíèÿ (1.1) è (1.2) ðàçðåøèìû ïðè
ëþáûõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî y ∈ Y è ỹ ∈ Ỹ , òî ñïðàâåäëèâî
òîæäåñòâî

y −Kx̃∗ = K(x∗ − x̃∗) = y − ỹ + (K̃ −K) x̃∗. (3.4)

Ïîñêîëüêó

‖K(x∗ − x̃∗) > ‖K−1‖−1‖x∗ − x̃∗‖, ‖K(x∗ − x̃∗)‖ 6 ‖K‖ ‖x∗ − x̃∗‖,

òî èç òîæäåñòâà (3.4) ëåãêî âûâîäÿòñÿ îöåíêè (3.1). Äàëåå, â óñëîâèÿõ
ñëåäñòâèÿ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (2.8) ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì

δ 6 ‖y − ỹ‖+ ‖K̃ −K‖ ‖x̃ ∗‖ 6 ‖y − ỹ‖+ ‖4K‖X̃→Y ‖K̃−1‖ ‖ỹ‖ 6

6 ‖y − ỹ‖+ ‖4K‖X̃→Y ‖K−1‖(1− p)−1‖ỹ‖ =

= ‖y − ỹ‖+ p(1− p)−1‖ỹ‖ 6 (‖y − ỹ‖+ p‖y‖)(1− p)−1, (3.5)
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îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ â ñëó÷àå à). Îòñþäà è èç çàìå-
÷àíèÿ 2.2 ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ è â ñëó÷àå á).

Òåîðåìà 3.1 ïðè íåñêîëüêî áîëåå æåñòêèõ óñëîâèÿõ äîïóñêàåò (ñ ó÷å-
òîì çàìå÷àíèÿ 2.2) ôîðìóëèðîâêó, êîòîðàÿ áîëåå óäîáíà äëÿ ïðèëîæåíèé.

Òåîðåìà 3.1 ′ . Ïóñòü îïåðàòîð K̃ èìååò ëèíåéíûé îáðàòíûé (íà-
ïðèìåð, â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ ëþáîé èç òåîðåì 2.1− 2.4) è âûïîëíåíû
óñëîâèÿ I è II ñ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì P. Åñëè óðàâíåíèå (1.1) èìå-
åò ðåøåíèå x∗ ïðè äàííîé ïðàâîé ÷àñòè y ∈ Y, òî äëÿ íåâÿçêè ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà

‖y −Kx̃∗‖ 6 r‖ỹ‖+ ‖y − ỹ‖, (3.5′)

ãäå x̃∗ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2) ïðè ïðàâîé ÷àñòè ỹ ∈ Ỹ , à

r = (ε1 + 2ε2‖P‖)‖K̃−1‖. (3.6)

Åñëè æå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé îïåðàòîð K−1, òî äëÿ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé (1.1) è (1.2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖x∗ − x̃∗‖ 6 ‖K−1‖(r‖ỹ‖+ ‖ỹ − y‖). (3.7)

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü óðàâíåíèå (1.1) èìååò ðåøåíèå x∗ ∈ X ïðè
äàííîé ïðàâîé ÷àñòè y ∈ Y è îïåðàòîð K̃ èìååò ëèíåéíûé îáðàòíûé.
Òîãäà àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ x̃∗ äëÿ ïðàâîé
÷àñòè ỹ = Py ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

‖x∗ − x̃∗‖ = ‖E − K̃−1PK)(x∗ − x̃) + K̃−1(K̃x̃− PKx̃)‖, (3.8)

ãäå x̃ ∈ X̃ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, êîòîðûé ìîæåò áûòü âûáðàí
èñõîäÿ èç ìèíèìàëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè (3.8).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü K = E + λH, K̃ = E + λH̃, ãäå H è H̃ �
ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñî-
îòâåòñòâåííî X = Y è X̃ = Ỹ , à λ � ïàðàìåòð. Åñëè H̃−PH íåïðå-
ðûâåí â X̃, PH � íåïðåðûâåí èç X − X̃ â X̃, à P 2 = P, òî â óñëîâèÿõ
òåîðåìû 3.2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖x∗ − x̃∗‖ = ‖(E − λK̃−1PH)(x∗ − Px∗) + λK̃−1(H̃ − PH)Px∗‖ 6

6 (1 + |λ|‖K̃−1PH‖)‖x∗ − Px∗‖+ |λ|‖K̃−1‖ ‖(H̃ − PH)Px∗‖. (3.9)
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Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü K = G + T, K̃ = G + T̃ , ỹ = Py, P 2 =

= P, ãäå G, T è T̃ � ëèíåéíûå îïåðàòîðû ñîîòâåòñòâåííî èç X â Y

è èç X̃ â Ỹ . Ïóñòü G(X) = Y, G(X̃) = Ỹ è ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé
îáðàòíûé G−1 : Y −→ X, G−1 : Ỹ −→ X̃. Òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.2

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

‖x∗ − x̃∗‖ = ‖(E − K̃−1PT )(x∗ −G−1PGx∗)+

+K̃−1(T̃ − PT ) G−1 P G x∗‖. (3.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê y = Kx∗ è K̃x̃∗ = Py , òî K̃x̃∗ = PKx∗

è x̃∗ = K̃−1PKx∗ . Òîãäà äëÿ ëþáîãî x̃ ∈ X̃ ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì
òîæäåñòâà

x∗ − x̃∗ = (E − K̃−1PK)x∗ = (E − K̃−1PK)(x∗ − x̃)+

+(E − K̃−1PK)x̃ = (E − K̃−1PK)(x∗ − x̃) + K̃−1(K̃x̃∗ − PKx̃), (3.11)

îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà (3.8)
Â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 1 òîæäåñòâî (3.11) ïðèíèìàåò âèä

x∗−x̃∗ = (E−λK̃−1PH)(x∗−x̃)+λK̃−1(H̃x̃−PHx̃)−K̃−1P (x∗−x̃). (3.12)

Âûáåðåì ýëåìåíò x̃ ∈ X̃ òàê, ÷òîáû K̃−1P (x∗ − x̃) = 0 . ßñíî, ÷òî â ñèëó
P 2 = P ýòî áóäåò òàê ïðè x̃ = Px∗ . Íî òîãäà èç (3.12) ïðè x̃ = Px∗

ñëåäóåò îöåíêà (3.9), ò. å. ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 2 â òîæäåñòâå (3.11) ïîëîæèì x̃ =

= G−1PGx∗ . Òîãäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà K̃x̃−PKx̃ = T̃ x̃−PT x̃ èç (3.11)
íàõîäèì

x∗− x̃∗ = (E−K̃−1PK)(x∗−G−1PGx∗)+K̃−1(T̃ −P T )G−1PGx∗. (3.13)

Ïîñêîëüêó PG(x∗ −G−1PGx∗) = 0, òî èç (3.13) ñëåäóåò îöåíêà (3.10).
Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 3.2 ñëåäóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû

[45]�[49], ïîëó÷åííûå äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ áîëåå ñëîæíûì ñïîñîáîì, ÷åì
çäåñü.
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§ 4. Ïðÿìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

Ïî îïðåäåëåíèþ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà (ñì., íàïð., [62]�[64]), ïðÿìûìè ìå-
òîäàìè ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ òàêèå ïðèáëè-
æåííûå ìåòîäû, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ðåøåíèþ êîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (êðàòêî: ÑËÀÓ). Ýòèì îáóñëîâëèâàåòñÿ,
â ÷àñòíîñòè, òà îñîáàÿ ðîëü, êîòîðóþ èãðàþò ïðÿìûå ìåòîäû ñðåäè äðóãèõ
ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïî ïðÿìûì ìå-
òîäàì ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â
îñíîâíîì íà áàçå ðåçóëüòàòîâ §§ 2 è 3.

Èòàê, ïóñòü X è Y � ïîëíûå ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàí-
ñòâà, à Xn è Yn� ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ êîíå÷íîìåðíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ: Xn ⊆ X, Yn ⊆ Y (n = 1, 2, . . .). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

Kx = y (x ∈ X, y ∈ Y ), (4.1)

Knxn = yn (xn ∈ Xn, yn ∈ Yn), (4.2)

ãäå K è Kn � ëèíåéíûå îïåðàòîðû èç X â Y è èç Xn â Yn ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (4.2) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå èç m2 = m2(n)

= dim Yn ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ m1 = m1(n) = dim Xn

íåèçâåñòíûìè, ò. å. ìû èìååì çäåñü äåëî ñ ïðÿìûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (4.1). Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå À, ò. å. dim Xn = dim Yn = m =

= m(n) < ∞, òî ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé m ⊗ m, ÷òî ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò ÷èñëåííóþ
ðåàëèçàöèþ ïðÿìûõ ìåòîäîâ.

Èç òåîðåì 2.1 è 3.1 (è èõ ñëåäñòâèé) âûòåêàåò

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
a) îïåðàòîð K : X −→ Y íåïðåðûâíî îáðàòèì;
á) ε(n) ≡ ‖K −Kn‖Xn→Y → 0, n →∞; (4.3)

â) dim Xn = dim Yn = m(n) < ∞ (n = 1, 2, . . .).

Òîãäà ïðè âñåõ n ∈ N, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

pn = ‖K−1‖ ‖K −Kn‖ < 1, K −Kn : Xn → Y, (4.4)
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ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå (4.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗n ∈ Xn

ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè yn ∈ Yn, ïðè÷åì

‖x∗n‖ 6 ‖K−1
n ‖ ‖yn‖, ‖K−1

n ‖ 6 ‖K−1‖(1− pn)
−1. (4.5)

Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå
ã) δ(n) ≡ ‖y − yn‖ → 0, n →∞,

òî ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ x∗n ∈ Xn ñõîäÿòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ
x∗ ∈ X ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà X. Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü îöåíåíà ëþáûì èç íåðàâåíñòâ

‖K‖−1αn 6 ‖x∗−x∗n‖ 6 αn‖K−1‖, αn = ‖(y−yn)+(Kn−K) x∗n‖, (4.6)

‖x∗ − x∗n‖ 6 ‖K−1‖
1− pn

[ ‖y − yn‖+ pn‖y‖ ] = O(ε(n) + δ(n)). (4.7)

Òåïåðü èç òåîðåìû 3.2 è ñëåäñòâèÿ 1 òåîðåìû 2.2 ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
a) îïåðàòîð K íåïðåðûâíî îáðàòèì;
á) âûïîëíåíû óñëîâèÿ I è III ïðè êàæäîì n = 1, 2, . . . , ïðè÷åì

ε1 = ε
(n)
1 → 0, ε0

3 = ε
0 (n)
3 → 0 ïðè n →∞; (4.8)

â) dim Xn = dim Yn = m = m(n) < ∞ (n = 1, 2, . . .).

Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ∈ N ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ
(4.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû.

Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå
ã)‖Pn‖En(x

∗) → 0, n →∞, P 2
n = Pn, (4.9)

ãäå En(x
∗) = inf{‖x∗ − xn‖ : xn ∈ Xn}, à Pn� îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð

(ïðè êàæäîì n), òî ïðè yn = Pny ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ x∗n ∈ Xn

ñõîäÿòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ x∗ ∈ X ñî ñêîðîñòüþ

‖x∗ − x∗n‖ = O(ε
(n)
1 + ‖Pn‖En(x

∗)). (4.10)

Ïîëåçíîé ìîæåò îêàçàòüñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ ëåãêî äîêàçûâàåìàÿ

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð K−1 è ïðè
êàæäîì n (n > n0) óðàâíåíèÿ (4.2) ðàçðåøèìû. Òîãäà äëÿ ñõîäèìîñòè
ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ê òî÷íîìó x∗ = K−1y íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ïðè n →∞

yn − y → 0, (Kn −K) x∗n → 0. (4.11)
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Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
ìîæåò áûòü îöåíåíà íåðàâåíñòâàìè (4.6).

Çàìåòèì, ÷òî íàðóøåíèå óñëîâèÿ â) òåîðåì 4.1 è 4.2 ïðèâîäèò ê
íåêîòîðûì "îñëîæíåíèÿì"â äîêàçàòåëüñòâàõ. Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåì ñëå-
äóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü K : X −→ Y, Kn : Xn −→ Yn, Pn : Y −→ Yn

� ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû, ïðè÷åì Xn ⊂ Xn+1, Yn ⊂ Yn+1

(n = 1, 2, . . .). Ïóñòü ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n ∈ N âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ I è II ñ

lim
n→∞

ε1 = lim
n→∞

ε2‖Pn‖ = 0, ε1 = ε
(n)
1 , ε2 = ε

(n)
2 , P 2

n = Pn, (4.12)

è äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò ýëåìåíò xn ∈ Xn òàêîé, ÷òî

lim
n→∞

‖PnKx− PnKxn‖ = 0. (4.13)

Åñëè îïåðàòîð K íåïðåðûâíî îáðàòèì, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ n > n0 îïåðàòîðû Kn òàêæå íåïðåðûâíî îáðàòèìû è

‖K−1
n ‖ 6 2‖K−1‖ (n > n0). (4.14)

Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå ã) òåîðåìû 4.2 èëè æå òåîðåìû
4.1, òî ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ x∗n = K−1

n yn ñõîäÿòñÿ ê òî÷íîìó ñî
ñêîðîñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî (4.10) è

‖x∗ − x∗n‖ = O(ε
(n)
1 + ε

(n)
2 ‖Pn‖+ ‖y − yn‖). (4.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèé (4.12) è (4.13) ïåðâàÿ ÷àñòü òåî-
ðåìû 4.4 âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 2.1 è åå ñëåäñòâèÿ â ñëó÷àå á), à âòîðàÿ
÷àñòü òåîðåìû â ñèëó (4.14) ñëåäóåò èç òåîðåì 4.2 è 4.1 ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 4.1. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (4.13) òåîðåìû 4.4 ìîæíî
çàìåíèòü ñëåäóþùèì:

äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò ýëåìåíò xn ∈ X òàêîé, ÷òî

‖Pn‖ ‖x− xn‖ → 0, n →∞. (4.16)

Îäíàêî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî (íàïðèìåð,
äëÿ ìåòîäà êîëëîêàöèè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà).
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ßñíî, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ P 2
n = Pn èìååì ‖Pn‖ > 1. Òîãäà èç (4.16)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò ýëåìåíò xn ∈ Xn òàêîé, ÷òî

‖x− xn‖ → 0, n →∞. (4.17)

Ïóñòü {ϕk}∞k=1 � ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ èç X,

à Xn � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå, íàòÿíóòîå íà ïåðâûå n ýëåìåíòîâ ýòîé
ñèñòåìû. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (4.17) ýêâèâàëåíòíî ïîëíîòå ñèñòåìû {ϕk}.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ òàêæå K - ïîëíîòà [63], ñîãëàñíî êîòîðîé
äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò ýëåìåíò xn ∈ Xn òàêîé, ÷òî

‖Kx−Kxn‖ → 0, n →∞. (4.18)

Èçâåñòíî [62], [63], ÷òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè K èç îáû÷íîé ïîëíîòû ñëå-
äóåò K -ïîëíîòà. Â íàøèõ óñëîâèÿõ (ò. å. â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.4) ñïðà-
âåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ÷òî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ

‖Kx−Kxn‖ > ‖K−1‖−1‖x− xn‖.
Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì âûøå ñîîòíîøåíèå (4.13) åñòåñòâåííî íàçâàòü

óñëîâèåì PnK -ïîëíîòû ñèñòåìû {ϕk}. ßñíî, ÷òî åñëè îïåðàòîðû Pn îãðà-
íè÷åíû ïî íîðìå â ñîâîêóïíîñòè, òî PnK -ïîëíîòà ñëåäóåò èç K -ïîëíîòû,
à ïîòîìó è èç îáû÷íîé ïîëíîòû; îäíàêî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, êàê ïðà-
âèëî, íå âåðíî.

§ 5. Îá óñòîé÷èâîñòè è îáóñëîâëåííîñòè ïðÿìûõ ìåòîäîâ

5.1. Íà ïðàêòèêå ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ (4.2) â ñèëó íåòî÷íîñòè
çàäàíèÿ åãî ýëåìåíòîâ ðåøàþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, òîëüêî ïðèáëèæåííî.
Íàïðèìåð, óðàâíåíèå (4.2) çàìåíÿåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà

Lnxn = zn (xn ∈ Xn, zn ∈ Yn), (5.1)

ãäå Ln � ëèíåéíûé îïåðàòîð èç Xn â Yn, ïðè÷åì yn è zn áëèçêè â îïðå-
äåëåííîì ñìûñëå.

Âîçìîæíà òàêæå ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî îáðàòíàÿ, à èìåííî, ïóñòü
óðàâíåíèå (5.1) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì äëÿ òî÷íîãî óðàâíåíèÿ (4.1),

òîãäà óðàâíåíèå (4.2) ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííûì â òîì ñìûñëå, ÷òî
åãî ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýëåìåíòîâ óðàâíåíèÿ (5.1).
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Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü
ïðÿìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1). Â ñâÿçè ñ ýòèì ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ èññëåäîâà-
ëàñü ðÿäîì àâòîðîâ. Èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû ïî óñòîé÷èâîñòè ïðîåêöè-
îííûõ ìåòîäîâ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîëó÷åíû Ã.Ì. Âàéíèêêî è
Ñ.Ã. Ìèõëèíûì (ñì., íàïð., [7], [8], [53], [62]�[64]). Íèæå äðóãèì ñïîñîáîì
èññëåäóþòñÿ âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ïðÿìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îïåðàòîð-
íûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà è âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1. Åñëè óðàâíåíèÿ (4.2) è (5.1) áëèçêè â òîì
ñìûñëå, ÷òî ïðè n →∞

||yn − zn|| → 0 è ||Knxn − Lnxn|| → 0 (5.2)

äëÿ ëþáûõ xn → x (xn ∈ Xn, x ∈ X), òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
n ∈ N óðàâíåíèÿ (4.1) è (5.1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû è èõ ðåøåíèÿ x∗

è x∗n áëèçêè â òîì ñìûñëå, ÷òî

||x∗n − x̃∗n|| → 0, n →∞, (5.3)

ñî ñêîðîñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî

||x∗n − x̃∗n|| 6 ||L−1
n ||(||yn − zn||+ ||Knx

∗
n − Lnx

∗
n||), (5.4)

||x∗n − x̃∗n|| 6
||K−1||
1− pn

[ ||y − yn||+ pn||y|| ] + ||x∗n − x̃∗n||, (5.5)

ãäå
pn = ||K−1|| ||K −Kn|| < 1, K −Kn : Xn → Y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû îïåðàòîðû K è Kn (n > n0)

íåïðåðûâíî îáðàòèìû è x∗n = K−1
n yn → K−1y = x∗ ïðè n → ∞. Òîãäà â

ñèëó (5.2) èìååì ||Knx
∗
n − Lnx

∗
n|| → 0, n →∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó òåîðåìû 4.1 è óñëîâèé (5.2) ëåãêî ïî-
êàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû Ln : Xn → Yn êîìïàêòíî àïïðîêñèìèðóþò (ïî
òåðìèíîëîãèè Âàéíèêêî [7]) îïåðàòîð K : X → Y. Òîãäà èç [7], [8] ñëå-
äóåò ñóùåñòâîâàíèå L−1

n (n > n1) è èõ îãðàíè÷åííîñòü â ñîâîêóïíîñòè.
Òåïåðü âîçüìåì n > n2 = max(n0, n1). Òîãäà äëÿ ðåøåíèé óðàâíå-

íèé (4.2) è (5.1) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

x∗n − x̃∗n = L−1
n (Ln −Kn) x∗n − L−1

n (yn − zn), x∗n = K−1
n yn, x̃∗n = L−1

n zn.
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Îòñþäà è èç ñêàçàííîãî âûøå ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ (5.3) è îöåíêó (5.4),

îòêóäà è èç (4.7) ñëåäóåò îöåíêà (5.5).

Òåîðåìà 5.1 äîêàçàíà. Îòìåòèì, ÷òî ýòà ïðîñòàÿ òåîðåìà èãðà-
åò âàæíóþ ðîëü ïðè îáîñíîâàíèè ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð ðå-
øåíèÿ ïîëíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì., íàïð., [10],
[13], [17], [18]).

Òåîðåìó 5.1 íåñêîëüêî äîïîëíÿåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5.2.Ïóñòü Xn è Yn � êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà îäè-
íàêîâîé ðàçìåðíîñòè, à îïåðàòîðû Kn (õîòÿ áû ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ n > n0) ëèíåéíî îáðàòèìû è îáðàòíûå îïåðàòîðû K−1

n îãðàíè÷åíû
ïî íîðìå â ñîâîêóïíîñòè. Åñëè óðàâíåíèÿ (4.2) è (5.1) áëèçêè â òîì
ñìûñëå, ÷òî

||Knxn − Lnxn|| → 0 (xn ∈ Xn, ||xn|| = 1), ||yn − zn|| → 0, n →∞,

(5.2′)
òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ∈ N óðàâíåíèÿ (5.1) îäíîçíà÷íî ðàçðå-
øèìû è ðåøåíèÿ x∗n è x̃∗n óðàâíåíèé (4.2) è (5.1) áëèçêè â òîì ñìûñëå,
÷òî

x∗n − x̃∗n → 0, n →∞, (5.3′)

ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

βn||Kn||−1 6 ||x∗n − x̃∗n|| 6 βn||K−1
n ||, (5.4′)

ãäå
βn = ||(yn − zn) + (Ln −Kn) x̃∗n||.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññìîòðèì Kn è Ln

êàê ëèíåéíûå îïåðàòîðû, îïðåäåëåííûå íà åäèíè÷íîé ñôåðå ïðîñòðàíñòâà
Xn. Ïîëîæèì R(Ln) = Zn. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî Zn ⊂ Yn = R(Kn)

è çàìêíóòî êàê êîíå÷íîìåðíîå ìíîæåñòâî.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0 è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé

ýëåìåíò fn ∈ Yn. ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò xn ∈ Xn

òàêîé, ÷òî Knxn = fn. Ïîëîæèì gn ≡ Lnxn. Òîãäà â ñèëó ïåðâîãî èç ñîîò-
íîøåíèé (5.2) íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð n = n0, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
||fn − gn|| = ||Knxn − Lnxn|| < ε ïðè n > n0.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Zn ïëîòíî â Yn è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååì
Zn = R(Ln) = Yn. Îòñþäà è èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðíîå
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óðàâíåíèå (5.1) èìååò (õîòÿ áû ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n) åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå x̃∗n = L−1

n zn, zn ∈ Yn . Òîãäà ñïðàâåäëèâîñòü (5.3), (5.4) ëåãêî
óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4.3.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè îïåðàòîðû Kn (n > n0) ëèíåéíî îáðàòè-
ìû è îáðàòíûå îïåðàòîðû îãðàíè÷åíû ïî íîðìå â ñîâîêóïíîñòè (íàïðè-
ìåð, â óñëîâèÿõ ëþáîé èç òåîðåì 4.1, 4.2, 4.4), à óðàâíåíèÿ (4.2) è (5.1)

áëèçêè â òîì ñìûñëå, ÷òî

ηn ≡ ||Kn − Ln|| → 0, θn ≡ ||yn − zn|| → 0, n →∞, (5.2′′)

òî óñòîé÷èâîñòü ïðÿìûõ ìåòîäîâ äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøèõ
ñðåäñòâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, íàïðèìåð,
ïðè

||E −K−1
n Ln|| = ||E − LnK

−1
n || 6 ||K−1

n ‖ ‖Kn − Ln|| 6 qn 6 q0 < 1,

èìååì

L−1
n −K−1

n =
∞∑

j=1

(E −K−1
n Ln)

jK−1
n =

∞∑
j=1

K−1
n (E − LnK

−1
n )j.

Òîãäà ïðè n →∞

||x∗n − x̃∗n|| = ||K−1
n yn − L−1

n zn|| = O{||Kn − Ln||+ ||yn − zn||} → 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.1 èìååì ïðè n →∞

||K − Ln||Xn→Y 6 ε(n) + ηn, ||y − zn|| 6 δ(n) + θn → 0.

Ïîýòîìó ïðè n òàêèõ, ÷òî (ε(n) + ηn)||K−1|| < 1, ìû íàõîäèìñÿ â óñëî-
âèÿõ ïðèìåíèìîñòè òåîðåìû 4.1, íî óæå ê îïåðàòîðàì K è Ln, ñîãëàñíî
êîòîðîé ïðè n →∞

||x∗n − x̃∗n|| = O{||y − zn||+ ||K − Ln||} = O{(ε(n) + ηn) + (δ(n) + θn)} → 0.

5.2. Äàëåå, â ðÿäå ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ (ñì., íàïð., [6], [54])
îïðåäåëåíî ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû è èññëåäîâàíà åãî ðîëü ïðè
ðåøåíèè (â òîì ÷èñëå ïðè ðàññìîòðåíèè óñòîé÷èâîñòè) ñèñòåì ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì íàïðàâëåíèè
â [6], [54], ñ ïîìîùüþ òåîðåì 4.1, 4.2, 4.4 ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ òàêæå íà
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îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñâåäåíèÿ èç
ýòîé îáëàñòè, à òàêæå èçó÷àåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ÷èñëàìè îáóñëîâëåííîñòè
îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé (4.1) è (4.2).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (4.1), ãäå ëèíåéíûé îïåðàòîð K äåéñòâóåò
èç íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Y,

ïðè÷åì ñóùåñòâóåò (îãðàíè÷åííûé èëè íåîãðàíè÷åííûé) îáðàòíûé îïå-
ðàòîð K−1. Âåëè÷èíó

η = η(K) = ||K|| ||K−1||; K : X → Y, K−1 : Y → X,

áóäåì íàçûâàòü ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè îïåðàòîðà K è óðàâíåíèÿ (4.1);

óðàâíåíèå (4.1) áóäåì íàçûâàòü õîðîøî îáóñëîâëåííûì, åñëè η � íåâåëè-
êî, è ïëîõî îáóñëîâëåííûì � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîððåêòíûõ óðàâíåíèé (4.1) ÷èñëî îáóñëîâëåí-
íîñòè η = ∞, è ïîýòîìó îíè ÿâëÿþòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûìè, ÷òî õîðîøî
ñîãëàñóåòñÿ ñî ñâîéñòâàìè òàêèõ óðàâíåíèé.

×èñëî îáóñëîâëåííîñòè îïåðàòîðà K ñëóæèò òîé êîëè÷åñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñóäèòü î ñâÿçè ïîãðåøíîñòè ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåé íåâÿçêè, ò. å. âåëè÷èí ε = x∗ − x̃∗,
δ = y −Kx̃∗ = Kx∗ −Kx̃∗. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ïîêàçàíî â [6], [54], ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå

η(K) = sup
x∗

{
sup

δ

( ||ε||
||x∗|| :

||δ||
||y||

)}
= ||K|| ||K−1||. (5.6)

Êðîìå òîãî, ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè η(K) ïîçâîëÿåò ñóäèòü òàêæå îá
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç
[6], [54] ñëåäóåò, ÷òî âëèÿíèå íåòî÷íîñòè â çàäàíèè îïåðàòîðà K íà ðå-
øåíèå x∗ óðàâíåíèÿ (4.1) â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ìåíüøå äëÿ õîðîøî
îáóñëîâëåííûõ îïåðàòîðîâ è áîëüøå � äëÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûõ.

Äàëåå, êàê óæå óêàçûâàëîñü âûøå, â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøå-
íèÿ òî÷íîãî óðàâíåíèÿ (4.1) ìû áåðåì òî÷íîå ðåøåíèå x∗n ïðèáëèæåííî-
ãî óðàâíåíèÿ (4.2). Îäíàêî íà ïðàêòèêå, êàê îòìå÷àëîñü ïåðåä òåîðåìîé
5.1, x∗n ìîæåò áûòü íàéäåíî, âîîáùå ãîâîðÿ, òîëüêî ïðèáëèæåííî. Îïðå-
äåëåííîå ïðåäñòàâëåíèå î äîïóñêàåìîé ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòè äàåò, êàê
ýòî âèäíî èç ñêàçàííîãî, ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè

ηn = ||Kn|| ||K−1
n ||, Kn : Xn → Yn, K−1

n : Yn → Xn,
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(â ñëó÷àå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ) äëÿ ïðèáëèæåííîãî îïåðàòîðà Kn (ïðè-
áëèæåííîãî óðàâíåíèÿ (4.2)). Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàòü
ñâÿçü ìåæäó ÷èñëàìè îáóñëîâëåííîñòè òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî óðàâíå-
íèé (4.1) è (4.2).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè η =

= η(K) äëÿ òî÷íîãî óðàâíåíèÿ (4.1). Òîãäà â óñëîâèÿõ ëþáîé èç òåîðåì
4.1, 4.2, 4.4 õîòÿ áû ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñóùåñòâóþò òàêæå
÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ηn = η(Kn) äëÿ ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ (4.2),

ïðè÷åì

ηn 6 c η (1 6 c = const 6 1 + ε, ε > 0, n > n0(ε)), (5.7)

lim
n→∞

ηn = η. (5.8)

Äîêàçàòåëüñòâî ðàññìîòðèì ëèøü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.1 (â óñëî-
âèÿõ òåîðåìû 4.2 èëè 4.4 ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî).

Â ñèëó òåîðåìû 4.1 ïðè âñåõ n òàêèõ, ÷òî pn = ||K−1||·
·||K −Kn||Xn→Y < 1, èìååì ||K−1

n || 6 ||K−1||(1 − pn)
−1. Îòñþäà ÿñíî,

÷òî äëÿ òàêèõ n ñóùåñòâóþò ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ηn = η(Kn) =

||Kn|| ||K−1
n || îïåðàòîðà Kn, îãðàíè÷åííûå (ïðè n > n0 ) â ñîâîêóïíî-

ñòè. Òàê êàê ||Kn||Xn→Yn
6 ||Kn||Xn→Y 6 ||Kn − K||Xn→Y + ||K||Xn→Y 6

6 [pn + η(K)]||K−1||−1, òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

η(Kn) = ||Kn|| ||K−1
n || 6 [pn + η(K)](1− pn)

−1,

η(Kn)− η(K) 6 pn(1 + η(K))(1− pn)
−1.

Îñòàëüíîå ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.1.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè òî÷íîå óðàâíåíèå (4.1) õîðîøî îáóñëîâëåíî, òî
â óñëîâèÿõ ëþáîé èç òåîðåì 4.1, 4.2 è 4.4 õîðîøî îáóñëîâëåííûì ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå (4.2). À ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäèò ê òî-
ìó, ÷òî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïðèáëèæåííîìó óðàâíåíèþ (4.2) ýêâè-
âàëåíòíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå áóäåò óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî íåòî÷íîñòè çàäàíèÿ ýëåìåíòîâ
ýòîé ñèñòåìû.
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§ 6. Íåêîòîðûå äîïîëíåíèÿ

6.1. Â ñëó÷àå óðàâíåíèé II-ãî ðîäà è ïðèâîäÿùèõñÿ ê íèì óðàâíåíèé
ðåçóëüòàòû §§ 2�5 çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ è óñèëèâàþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè,
èç òåîðåì 2.2, 3.2, 4.2 è èõ ñëåäñòâèé ëåãêî âûâîäÿòñÿ (ñì., íàïð., ðàáîòó
àâòîðà [14]) îñíîâíûå òåîðåìû òåîðèè Êàíòîðîâè÷à [45]�[49]. Îñòàíîâèìñÿ
çäåñü ëèøü íà íåêîòîðûõ, íóæíûõ íàì íèæå, ðåçóëüòàòàõ, êîòîðûå ëåãêî
âûâîäÿòñÿ èç òåîðåì 2.1, 3.1, 3.2 è èõ ñëåäñòâèé.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü X è Y � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðî-
ñòðàíñòâà, à Xn ⊂ X è Yn ⊂ Y � èõ êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð
Pn = P 2

n , îòîáðàæàþùèé Y â Yn. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ
âèäà

Kx ≡ Gx + Tx = y (x ∈ X, y ∈ Y ), (6.1)

Knxn ≡ Gxn + PnTxn = yn (xn ∈ Xn, yn ∈ Yn), (6.2)

ãäå G, T è Pn T � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû ñîîòâåòñòâåííî
èç X â Y è èç Xn â Yn. Ïóñòü G(X) = Y, G(Xn) = Yn.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
à) åñëè îïåðàòîð K : X −→ Y íåïðåðûâíî îáðàòèì, à dim Xn =

= dim Yn < ∞, òî ïðè

αn = ||K−1|| ||T − PnT || < 1, T − PnT : Xn → Y, (6.3)

îïåðàòîð Kn : Xn → Yn òàêæå íåïðåðûâíî îáðàòèì è

||x∗ − x∗n|| 6 ||K−1||(1− αn)
−1{||y − yn||+ αn||y||},

ãäå

x∗ = K−1y, x∗n = K−1
n yn, ||K−1

n || 6 ||K−1||(1− αn)
−1; (6.4)

á) åñëè óðàâíåíèå (6.1)èìååò ðåøåíèå x∗ ∈ X ïðè ïðàâîé ÷àñòè
y ∈ Y, îïåðàòîð G ëèíåéíî îáðàòèì è îïåðàòîðû Kn ëèíåéíî îáðàòèìû
(íàïðèìåð, â óñëîâèÿõ ïóíêòà à)), òî ïðè yn = Pny ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||x∗ − x∗n|| = ||(E −K−1
n PnT )(x∗ −G−1PnGx∗)|| 6

6 ||E −K−1
n PnT ||X→X ||G−1||Y→X ||Gx∗ − PnGx∗||Y ; (6.4′)
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â) åñëè îïåðàòîð K = G + T : X −→ Y ëèíåéíî îáðàòèì è

ε′n ≡ ‖T − PnT‖X→Y → 0, n →∞, P 2
n = Pn,

òî ïðè n ∈ N òàêèõ, ÷òî

q′n ≡ ‖K−1‖ε′n < 1,

êàæäûé èç îïåðàòîðîâ

Kn = G + PnT : X −→ Y è Kn = G + PnT : Xn −→ Yn

òàêæå ëèíåéíî îáðàòèì, à äëÿ ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

‖x∗ − x∗n‖ = ‖(G + PnT )−1(Gx∗ − PnGx∗)‖ 6

6 ‖(G + PnT )−1‖Y→X · ‖Gx∗ − PnGx∗‖Y = O{‖Gx∗ − PnGx∗‖Y },
ãäå x∗n ∈ Xn � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.2) ïðè yn = Pn y ∈ Yn.

Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå óñëîâèå GXn = Yn è òåì ñàìûì ñóùå-
ñòâåííî èñïîëüçóåìîå â òåîðåìå 6.1 òîæäåñòâî PnGxn ≡ Gxn (äëÿ ëþáîãî
xn ∈ Xn ) íåðåäêî íå âûïîëíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âûõîä èç ïîëîæåíèÿ ïîç-
âîëÿåò íàéòè (ñì. òàêæå [39])

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
à) ëèíåéíûå îïåðàòîðû K è G : X −→ Y íåïðåðûâíî îáðàòèìû;
á) P 2

n = Pn, n ∈ N; ‖Pn‖Y→Yn⊂Y
= O(1), n →∞;

â) GXn 6= Yn, n ∈ N, à T : X −→ Y åñòü âïîëíå íåïðåðûâíûé
îïåðàòîð;

ã) äëÿ âñåõ n ∈ N, õîòÿ áû íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî, ñóùåñòâóþò
îïåðàòîðû G−1

n ≡ (PnG)−1 : Yn −→ Xn , îãðàíè÷åííûå ïî íîðìå â ñîâî-
êóïíîñòè.

Òîãäà äëÿ âñåõ n > n0 ∈ N óðàâíåíèÿ (6.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû
ïðè ëþáûõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ è ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ x∗n = K−1

n Pny ñõî-
äÿòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ x∗ = K−1y â ïðîñòðàíñòâå X ñî ñêîðîñòüþ

‖x∗ − x∗n‖X
= O

{
En(x

∗)
X

}
. (6.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèé à) è ã) óðàâíåíèÿ (6.1) è (6.2)
ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì ñîîòâåòñòâåííî

Ax ≡ x + G−1Tx = G−1y (x,G−1y ∈ X), (6.6)
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Anxn ≡ xn + G−1
n PnTxn = G−1

n Pny (xn, G
−1
n Pny ∈ Xn). (6.7)

Ïîêàæåì áëèçîñòü óðàâíåíèé (6.6) è (6.7) â ñìûñëå òåîðåìû 4.1.
Ïðèìåíÿÿ ê âñïîìîãàòåëüíûì óðàâíåíèÿì

Gx = y (x ∈ X, y ∈ Y ); Gnxn = PnGxn = Pny (xn ∈ Xn, Pny ∈ Yn)

òåîðåìó 3.2, â ñèëó óñëîâèé à) è ã) íàõîäèì

δn ≡ ‖x0− x0
n‖X

= ‖G−1y−G−1
n Pny‖X

= ‖(E−G−1
n PnG)(G−1y− x̃n)‖X

6

6 ‖E −G−1
n PnG‖X→X · En(G

−1y)
X

6

6
(
1 + ‖G−1

n ‖Yn→Xn
‖Pn‖Y→Yn

‖G‖X→Y

)
En(G

−1y)
X

=

= O
{
En(G

−1y)
X

} → 0, n →∞, (6.8)

ãäå x̃n ∈ Xn ⊂ X åñòü ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòà
x0 = G−1y ∈ X â ïðîñòðàíñòâå X .

Äëÿ ëþáîãî xn ∈ Xn, xn 6= 0 , èç (6.6)�(6.8) íàõîäèì

‖Axn − Anxn‖X
= ‖G−1Txn −G−1

n PnTxn‖X
=

= ‖xn‖X
‖G−1Tzn −G−1

n PnTzn‖X
6

6 ‖xn‖X
‖E −G−1

n PnG‖X→X · En(G
−1Tzn)X

6

6 ‖xn‖X

(
1 + ‖G−1

n PnG‖X→X

)
ε̃n, zn =

xn

‖xn‖ , (6.9)

ãäå
ε̃n = sup

zn∈Xn
‖zn‖61

En(G
−1Tzn)X

6 sup
z∈X
‖z‖61

En(G
−1Tz)

X
=

= sup
u∈G−1TS(0,1)

En(u)
X
≡ ε̃ ′n, S(0, 1) =

{
x ∈ X : ‖x‖

X
6 1

}
. (6.10)

Â ñèëó óñëîâèé à) è â) ìíîæåñòâî G−1TS(0, 1) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â
ïðîñòðàíñòâå X, ïîýòîìó ε̃ ′n → 0 ïðè n →∞ . Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèé
(6.8)�(6.10) ñëåäóåò, ÷òî

εn ≡ ‖A− An‖Xn→X 6 ‖E −G−1
n PnG‖X→X ε̃n 6

6
(
1 + ‖G−1

n PnG‖X→X

)
ε̃′n = O(ε̃ ′n) → 0, n →∞. (6.11)

Òåïåðü â ñèëó óñëîâèÿ à) è ñîîòíîøåíèé (6.8), (6.11) ê óðàâíåíèÿì
(6.6), (6.7) ïðèìåíèìà òåîðåìà 4.1, îòêóäà ñëåäóþò òàêèå óòâåðæäåíèÿ:
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α) äëÿ âñåõ n ∈ N òàêèõ, ÷òî

qn ≡ εn ‖A−1‖X→X 6 ε̃ ′n‖K−1G‖X→X < 1,

îïåðàòîðû An : Xn −→ Xn ëèíåéíî îáðàòèìû è

‖A−1
n ‖Xn→Xn

6 ‖K−1G‖X→X(1− qn)
−1. (6.12)

Îòñþäà è èç óðàâíåíèÿ (6.7) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ã) ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîðû
Kn = GnAn : Xn −→ Yn òàêæå ëèíåéíî îáðàòèìû õîòÿ áû ïðè äîñòàòî÷-
íî áîëüøèõ n ∈ N è

‖K−1
n ‖Yn→Xn

= ‖A−1
n G−1

n ‖Yn→Xn
6 ‖A−1

n ‖Xn→Xn
‖G−1

n ‖Yn→Xn
= O(1);

(6.13)

β) ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ

x∗n = A−1
n G−1

n Pny = K−1
n Pny ∈ Xn

ïðè ëþáûõ y ∈ Y ñõîäÿòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ x∗ = A−1G−1y =

K−1y ∈ X â ïðîñòðàíñòâå X ñî ñêîðîñòüþ

‖x∗ − x∗n‖X
= O

(
εn + δn

)
. (6.14)

Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.2 ê óðàâíåíèÿì (6.1) è (6.2), ñ ó÷åòîì
óñëîâèé à), á) è (6.13), (6.14) íàõîäèì

‖x∗ − x∗n‖X
= ‖(E −K−1

n PnK)(x∗ − xn)‖X
6

6
(
1 + ‖K−1

n PnK‖X→X

)
En(x

∗)
X

= O(1) En(x
∗)

X
=

= O
{
En(x

∗)
X

} → 0, n →∞,

ãäå xn ∈ Xn åñòü ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ x∗ =

K−1y ∈ X óðàâíåíèÿ (6.1) â ïðîñòðàíñòâå X.

Òåîðåìà 6.2 äîêàçàíà.

6.2. ßñíî, ÷òî ïðè X = Y, Xn = Yn, G = E èç òåîðåì 6.1 è 6.2
ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé II-ãî ðîäà. Êðîìå òîãî, äëÿ óðàâíåíèé II-ãî ðîäà âèäà

Kx ≡ x + Hx = y, Knxn ≡ xn + Hnxn = yn,

ãäå H è Hn � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû â ïîëíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
X = Y è Xn = Yn ⊂ X ñîîòâåòñòâåííî, â ïðèëîæåíèÿõ âåñüìà ïîëåçíûì
îêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå:
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åñëè H (èëè åãî íåêîòîðàÿ ñòåïåíü) � îïåðàòîð ñæàòèÿ â X, à

εn ≡ ‖H −Hn‖ → 0, n →∞, H −Hn : Xn → X,

òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n îïåðàòîðû Hn (èëè èõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñòåïåíè) áóäóò îïåðàòîðàìè ñæàòèÿ â Xn è

||K−1|| 6 (1− ||H||)−1, ||K−1
n || 6 (1− ||Hn||)−1.

Åñëè æå Hn ñòðîèòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, íàïðèìåð, Hn =

= PnH íà Xn, ãäå ||PnH|| 6 1 (||Pn|| 6 1), òî ñèòóàöèÿ åùå áîëåå
óïðîùàåòñÿ:

||K−1
n || 6 (1− ||PnH||)−1; (‖K−1

n ‖ 6 (1− ||H||)−1).

6.3. Â äðóãîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå (1.2)
((4.2)) ñòðîèòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, à èìåííî,

K̃x̃ ≡ PKx̃ = Py, P 2 = P (Knxn PnKxn = Pny, P 2
n = Pn),

òî óñëîâèå I âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíûì îáðàçîì ñ ïîñòîÿííîé ε1 ≡ 0

(ε
(n)
1 ≡ 0); òîãäà âñå ïðèâåäåííûå âûøå òåîðåìû ñíîâà çíà÷èòåëüíî

óïðîùàþòñÿ è óñèëèâàþòñÿ (ñì., íàïð., ï. á) òåîðåìû 6.1). ßñíî, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìûì ñëó÷àåì îõâàòûâàåòñÿ êëàññ âàæíûõ â ïðàêòè÷åñêîì
îòíîøåíèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ, íàçûâàåìûõ î÷åíü ÷àñòî ïðîåêöèîí-
íûìè. Ê òàêèì ìåòîäàì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ìåòîäû Ãàëåðêèíà, ìîìåí-
òîâ, íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, êîëëîêàöèè (ñîâïàäåíèÿ), ïîäîáëàñòåé è äð.
È âïîëíå åñòåñòâåííî, ÷òî ïðîåêöèîííûå ìåòîäû âåñüìà õîðîøî ðàçðàáî-
òàíû (ñì., íàïð., ðàáîòû [7], [8], [10]�[16], [39], [45]�[49], [53], [56], [57], [59],
[62]�[64] è áèáëèîãðàôèþ â íèõ).

Çäåñü ìû îòìåòèì òîëüêî ñëåäóþùèå ïðîñòûå ôàêòû. Ïóñòü äàíû
óðàâíåíèÿ (4.1), (4.2), ãäå ïîäïðîñòðàíñòâî Yn âûáèðàåòñÿ ñïåöèàëüíûì
îáðàçîì, à èìåííî, Yn = K(Xn) = {Kxn}, à Pn åñòü îïåðàòîð ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ Y íà Yn = K(Xn), òàêîé, ÷òî P 2

n = Pn. Òîãäà ïðèáëèæåííîå
óðàâíåíèå ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ïðèíèìàåò âèä

PnKxn = Kxn = Pny (xn ∈ Xn, Pny ∈ Yn),

è îíî, î÷åâèäíî, ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè èç Yn (n = 1, 2, . . . ).

Ïîýòîìó â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (4.1) äëÿ íåâÿçêè èìååì

‖Kx∗ −Kx∗n‖ = ‖y − Pny‖ 6 ‖E − Pn‖En(y) = ‖E − Pn‖En(Kx∗) 6
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6 ‖E − Pn‖ ‖K‖En(x
∗).

Îòñþäà â ñëó÷àå îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà K íàõîäèì

‖x∗ − x∗n‖ 6 η(K)En(x
∗)‖E − Pn‖,

ãäå En(x
∗) = ρ(x∗, Xn)X , En(y) = ρ(y, Yn)Y . Åñëè æå Y � ãèëüáåðòîâî

ïðîñòðàíñòâî, à Pn � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà Yn,

òî, î÷åâèäíî, èìååì îöåíêè

‖y −Kx∗n‖ 6 En(y), ‖x∗ − x∗n‖ 6 η(K)En(x
∗),

ãäå η(K) = ‖K‖ ‖K−1‖ � ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè îïåðàòîðà K.

Äðóãèìè ñëîâàìè, èç ïðèâåäåííûõ âûøå îáùèõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó-
÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå îäíîìó ðåçóëüòàòó Ñ.Ã. Ìèõëèíà ïî
ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ñì. [62]�[64]).

Ê ñêàçàííîìó î ìåòîäå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äîáàâèì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò (ñì. òàêæå íèæå § 10).

Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn, . . . , (6.15)

à Y � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g)
Y

ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ f, g ∈ Y è ñ ïîðîæäàåìîé èì íîðìîé ‖f‖
Y

=

=
√

(f, f), f ∈ Y . Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) áóäåì èñêàòü
â âèäå ýëåìåíòà

xn =
n∑

k=1

αk ϕk ∈ X, n ∈ N, (6.16)

íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû αk ∈ C áóäåì îïðåäåëÿòü èç óñëîâèÿ ìè-
íèìàëüíîñòè íîðìû íåâÿçêè rn ≡ y − Kxn â ïðîñòðàíñòâå Y. Òîãäà,
ïîëüçóÿñü ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåçóëüòàòàìè § 83 ìîíîãðàôèè Ñ.Ã. Ìèõëè-
íà [62], äëÿ óêàçàííûõ êîýôôèöèåíòîâ íàõîäèì ÑËÀÓ

n∑

k=1

αk (Kϕk, Kϕj)Y
= (y,Kϕj)Y

, j = 1, n. (6.17)

Òàêîé ñïîñîá ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) ñ îïåðàòîðîì K : X −→ Y ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ðåøåíèÿ
îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ âèäà Ax = y (x, y ∈ X) , ãäå A : X −→ X åñòü
ëèíåéíûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X = Y .
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Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
à) îïåðàòîð K : X −→ Y íåïðåðûâíî îáðàòèì;
á) ñèñòåìà ýëåìåíòîâ (6.15) ëèíåéíî íåçàâèñèìà è ïîëíà â

ïðîñòðàíñòâå X .
Òîãäà ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:
α) ïðè âñåõ n ∈ N ÑËÀÓ (6.17) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

α∗1, α
∗
2, . . . α

∗
n ∈ C;

β) ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ

x∗n =
n∑

k=1

α∗k ϕk, n ∈ N, (6.16∗)

ñõîäÿòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ x∗ = K−1y ∈ X â ïðîñòðàíñòâå X ñî
ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâàìè

En(x
∗)X 6 ‖x∗ − x∗n‖X

6 η(K) En(x
∗)

X
, n ∈ N, (6.18)

ãäå η(K) � ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè îïåðàòîðà K : X −→ Y , à
En(x

∗)X � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå x∗ ∈ X âñåâîçìîæíûìè ýëåìåí-
òàìè âèäà (6.16) â ïðîñòðàíñòâå X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ôóíêöèé (6.15) ëèíåéíî
íåçàâèñèìà, òî â ñèëó óñëîâèÿ à) ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà ôóíê-
öèé {Kϕk}∞1 ⊂ Y òàêæå áóäåò ëèíåéíî íåçàâèñèìîé. Òîãäà îïðåäåëèòåëü
Ãðàììà ýòîé ñèñòåìû, ñîâïàäàþùèé ñ îïðåäåëèòåëåì ÑËÀÓ (6.17), áóäåò
îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè ëþáûõ n ∈ N . Ïîýòîìó ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû
äîêàçàíî.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (6.16∗ ). Äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà âèäà (6.16) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖y −Kx∗n‖Y
6 ‖y −Kxn‖Y

, xn ∈ Xn, n ∈ N, (6.19)

ãäå y ≡ Kx∗ . Îòñþäà â ñèëó óñëîâèÿ a) íàõîäèì äëÿ ëþáûõ n ∈ N
íåðàâåíñòâà

‖x∗ − x∗n‖X

‖K−1‖Y→X
6 ‖K(x∗ − x∗n)‖Y

6 ‖K(x∗ − xn)‖Y
6

6 ‖K‖X→Y ‖x∗ − xn‖X
, (6.20)

‖x∗ − x∗n‖X
6 ‖K‖X→Y ‖K−1‖Y→X‖x∗ −

n∑

k=1

αk ϕk‖X
, (6.21)
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ãäå αk � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïîýòîìó â ñèëó (6.21) è x∗n ∈ Xn

èìååì

En(x
∗)X 6 ‖x∗ − x∗n‖X

6 η(K) inf
αk∈C

‖x∗ −
n∑

k=1

αk ϕk‖X
= η(K) En(x

∗)
X

.

Îòñþäà è èç óñëîâèé à) è á) òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

‖x∗ − x∗n‖X
= O{En(x

∗)
X
} → 0, n →∞. (6.22)

Òåîðåìà 6.3 äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ìåòîäà îñòàåòñÿ

ñïðàâåäëèâûì è òîãäà, êîãäà îïåðàòîð K : X −→ Y ÿâëÿåòñÿ íåîãðà-
íè÷åííûì; â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà
ôóíêöèé {Kϕk}∞1 ⊂ Y ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â ïðîñòðàíñòâå Y. Òîãäà â ñèëó
íåðàâåíñòâà (6.19) è ïåðâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâ (6.20) èìååì

‖x∗ − x∗n‖X 6 ‖K−1‖Y→X‖y −Kxn‖Y , n ∈ N,

ãäå xn ∈ X � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò âèäà (6.16). Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëü-
íî íàõîäèì

‖x∗ − x∗n‖X 6 ‖K−1‖Y→X inf
αk∈C

‖y −
n∑

k=1

αk Kϕk‖Y ≡

≡ ‖K−1‖Y→XEn(y)Y , n ∈ N. (6.23)

Îòñþäà â ñèëó K -ïîëíîòû [63] ñèñòåìû ôóíêöèé (6.15) íàõîäèì

‖x∗ − x∗n‖X = O{En(y)Y } → 0, n →∞. (6.24)

Åñëè æå íåîãðàíè÷åííûì ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð K−1 : Y −→ X , òî
åñòåñòâåííî èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü íåâÿçêè ìåòîäà. Â ýòîì ñëó÷àå èç
(6.19) íàõîäèì

‖y −Kx∗n‖Y 6 ‖y −Kxn‖Y = ‖K(x∗ − xn)‖Y 6 ‖K‖X→Y ‖x∗ − xn‖X ;

îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà xn ∈ Xn ñëåäóåò, ÷òî

‖y −Kx∗n‖Y 6 ‖K‖X→Y inf
αk∈C

‖x∗ −
n∑

k=1

αk ϕk‖X ≡

≡ ‖K‖X→Y · En(x
∗)X , n ∈ N, (6.25)
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ïîýòîìó
‖y −Kx∗n‖Y = O{En(x

∗)X} → 0, n →∞. (6.26)

6.4. Äàëåå, ðàññìîòðèì óñëîâèå

IV. Äëÿ ëþáîãî x̃ ∈ X̃

||Kx̃− K̃x̃|| 6 ε4||x̃||,
ãäå ε4 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò x̃ ∈ X̃.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî óñëîâèå ïî ñóùåñòâó óæå èñïîëüçîâàíî íàìè â
òåîðåìàõ 2.1, 2.3, 3.1 (ñì. ñëåäñòâèå), 4.1, 5.1, 5.3.

Êàê âèäíî èç çàìå÷àíèÿ 2.2, èç óñëîâèé I è II ïðè P 2 = P ñëåäóåò
óñëîâèå IV ñ

ε4 = ε1 + ε2||E − P ||Y 0→Y , (6.27)

ãäå Y 0 � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç Y, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå
y0 = Kx̃− ỹ (x̃ ∈ X̃, ỹ ∈ Ỹ );

åñëè æå P � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, òî ìîæíî ïîëîæèòü
ε4 = ε1 + 2 ε2‖P‖. (6.28)

Îäíàêî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî, ò. å. èç óñëîâèÿ IV óñëîâèÿ I è II (â
ñîâîêóïíîñòè) íå ñëåäóþò. Áîëåå òîãî, â ðÿäå ñëó÷àåâ (ñì., íàïð., [10], [17],
[18] îá îáîñíîâàíèè ïðÿìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå L2 ) äàæå óñëîâèÿ (6.27) è (6.28) ñóùåñòâåííî
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà â òîì ñìûñëå, ÷òî óñëîâèå (6.27) âûïîëíÿåòñÿ ñ
äîñòàòî÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé ε4 , à óñëîâèå (6.28) � ñ âåëè÷èíîé ε4 = ∞.

6.5. Âûøå ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ âñþäó ðàññìàòðèâàëèñü íà
ïîäïðîñòðàíñòâàõ îñíîâíûõ ïðîñòðàíñòâ. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèõîäèò-
ñÿ èìåòü äåëî ñ ìåòîäàìè, ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ êîòîðûõ çàäàþòñÿ
íà ïðîñòðàíñòâàõ, èçîìîðôíûõ íåêîòîðûì ïîäïðîñòðàíñòâàì èñõîäíûõ
ïðîñòðàíñòâ. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò ñìûñë îñòàíîâèòüñÿ íà èññëåäîâàíèè
òàêèõ óðàâíåíèé è óêàçàòü ñïîñîá ïåðåíåñåíèÿ ïîëó÷åííûõ âûøå ðåçóëü-
òàòîâ íà ýòîò ñëó÷àé.

Ïóñòü X è Y � íåêîòîðûå ïîëíûå ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðî-
ñòðàíñòâà, è ïóñòü ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå îïåðàòîðû ϕ è ψ , îñóùåñòâëÿ-
þùèå âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ X̃ è Ỹ íà ïðî-
ñòðàíñòâà X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå Áàíàõà
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îïåðàòîðû ϕ è ψ èìåþò ëèíåéíûå îáðàòíûå ϕ−1 è ψ−1 . Ïîýòîìó ïðè-
áëèæåííîå óðàâíåíèå (1.2) ïðèâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ âèäà

Kx = y (x = ϕx̃ ∈ X, y = ψỹ = Py ∈ Y ), (6.29)

ãäå

K = ψK̃ϕ−1, P = ψP è K̃ = ψ−1Kϕ, P = ψ−1P. (6.30)

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ (1.2) è (6.29) ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè âî âïîëíå
îïðåäåëåííîì ñìûñëå, òî ñîîòíîøåíèÿ (6.30) ïîçâîëÿþò ïåðåíåñòè âñå
ðåçóëüòàòû, óñòàíîâëåííûå äëÿ óðàâíåíèÿ (1.2), íà óðàâíåíèÿ (6.29), è
íàîáîðîò. Â ÷àñòíîñòè, ó÷èòûâàÿ (6.30) è ñëåäóÿ Ë.Â. Êàíòîðîâè÷ó [47,
ñ. 500�503], âñå âûøåïðèâåäåííûå òåîðåìû ëåãêî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â
òåðìèíàõ ïîäïðîñòðàíñòâ X è Y è îïåðàòîðîâ K è P . Ââèäó î÷åâèä-
íîñòè íà ýòîì áîëåå ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.

6.6. Ìíîãèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îñíîâàíû íà ñóùåñòâîâàíèè îáðàò-
íîãî îïåðàòîðà K−1 : Y −→ X (èëè æå îáðàòíîãî îïåðàòîðà K−1

n :

Yn −→ Xn ) è îöåíêàõ íîðì îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ. Ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòà-
òîâ äëÿ îöåíêè íîðì îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷åí â ðàáîòàõ È.Ï. Ìû-
ñîâñêèõ è Ñ.À. Øåëåïåíü (ñì., íàïð., ðàáîòó [73] è áèáëèîãðàôèþ â íåé).

Îòìåòèì, ÷òî ãðóáî íàéäåííûå îáðàòíûå îïåðàòîðû K−1 è K−1
n â

ðÿäå ñëó÷àåâ ìîãóò áûòü óòî÷íåíû ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ èòåðàöèîí-
íûõ ïðîöåññîâ. Óêàæåì îäèí èç òàêèõ ïðîöåññîâ äëÿ îïåðàòîðîâ K èç
(4.1) ïðè X = Y è îïåðàòîðîâ Kn èç (4.2) ïðè Xn = Yn (îáùèé ñëó÷àé
ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî), ãäå X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, à Xn �
åãî êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü îïåðàòîðû K è Kn (n > n0) íåïðåðûâíî îáðàòèìû â X è
Xn ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì K−1 ≡ A, K−1

n ≡ An (n > n0). Ïóñòü äëÿ
A è An íàéäåíû íåêîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, ãðóáûå ïðèáëèæåíèÿ A1 ≈ A

è A1
n ≈ An, òàêèå, ÷òî

q = ‖E−KA1‖X→X < 1, qn = ‖E−KnA
1
n‖Xn→Xn

< 1 (n > n0). (6.31)

Òîãäà, ñëåäóÿ [5], îáðàòíûå îïåðàòîðû K−1 è K−1
n ìîæíî íàéòè êàê ïðå-

äåëû èòåðàöèîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî

Aj+1 = Aj(2E −KAj), Aj+1
n = Aj

n(2E −KnA
j
n), n > n0, j = 1, 2, . . . .

(6.32)
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Äëÿ (6.32) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
j→∞

Aj = A, lim
j→∞

Aj
n = An (n > n0) (6.33)

â ïðîñòðàíñòâàõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ L(X, X) è L(Xn, Xn) ñîîòâåò-
ñòâåííî ñî ñêîðîñòÿìè, îïðåäåëÿåìûìè íåðàâåíñòâàìè

‖K−1 − Aj‖X→X 6 ‖K−1‖q2j−1

,

‖K−1
n − Aj

n‖Xn→Xn
6 ‖K−1

n ‖q2j−1

n , j = 1, 2, . . . . (6.34)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ (6.32) ãðóáî
íàéäåííûå çíà÷åíèÿ îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ K−1 è K−1

n â óñëîâèÿõ (6.31)
ìîãóò áûòü óòî÷íåíû äî ëþáîé ñòåïåíè òî÷íîñòè.

§ 7. Î ïðÿìûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷

Ïðè îáîñíîâàíèè ïðèáëèæåííûõ (â òîì ÷èñëå ïðÿìûõ) ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â ðÿäå ñëó÷àåâ ìû ñóùåñòâåííûì îá-
ðàçîì ïîëüçîâàëèñü óñëîâèåì íåïðåðûâíîé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà K :

X −→ Y . Îäíàêî ýòî óñëîâèå íà ïðàêòèêå íåðåäêî íå âûïîëíÿåòñÿ; òî-
ãäà çàäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé ïî Àäàìàðó
[44], [66], [71]. Â ýòîì ïàðàãðàôå (ñì. òàêæå § 8) ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðî-
ñû îáîñíîâàíèÿ ïðÿìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) ïðè íàðóøåíèè
íåêîòîðûõ óñëîâèé êîððåêòíîñòè.

Èòàê, ïóñòü îïåðàòîð K−1 íå ñóùåñòâóåò, íî, òåì íå ìåíåå, óðàâ-
íåíèå (1.1) èìååò ðåøåíèå (âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåííîå) ïðè ëþ-
áîé ïðàâîé ÷àñòè y ∈ Y (òàêàÿ ñèòóàöèÿ õàðàêòåðíà äëÿ ñèíãóëÿðíûõ
èíòåãðàëüíûõ è èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è êðàåâûõ çàäà÷
òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ). Òîãäà ìíîãèå èç âûøåïðèâå-
äåííûõ ðåçóëüòàòîâ íå âåðíû, íî îáîñíîâàíèå ïðÿìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1.1) ìîæíî âåñòè íà îñíîâå íåêîòîðûõ èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ.
Â ÷àñòíîñòè, â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 2 èç òåîðåìû 2.2 èç ðàçðåøèìîñòè
òî÷íîãî óðàâíåíèÿ ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü ïðè-
áëèæåííîãî óðàâíåíèÿ (1.2) òîæå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè, à ïîãðåøíîñòü
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ òåîðåì 3.1 è 3.2; êðî-
ìå òîãî, ðàçðåøèìîñòü ïðèáëèæåííûõ óðàâíåíèé ìîæíî äîêàçàòü ñ ïî-
ìîùüþ òåîðåìû 2.1, ïåðåõîäÿ ïðåäâàðèòåëüíî îò îñíîâíûõ ïðîñòðàíñòâ
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X è X̃ ê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâàì ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì
íóëåé N(K) è N(K̃) òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî îïåðàòîðîâ K è K̃ ñîîò-
âåòñòâåííî è ïîëüçóÿñü ïðè ýòîì îïåðàòîðàìè K è K̃ , èíäóöèðîâàííûìè
îñíîâíûìè îïåðàòîðàìè K è K̃ â ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâàõ X = X/N(K) ,
X̃ = X̃/N(K̃) ñîîòâåòñòâåííî.

Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì âîïðîñå õîòÿ áû âêðàòöå, ïðèäåðæèâàÿñü â
îñíîâíîì ðåçóëüòàòîâ è îáîçíà÷åíèé §§ 1 è 4.

Èòàê, ïóñòü X è Y � äàííûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, à Xn è Yn

� èõ ïðîèçâîëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì óðàâíå-
íèÿ (4.1) è (4.2), ãäå âñþäó â ýòîì ïóíêòå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî K : X −→ Y

è Kn : Xn −→ Yn � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû. Ïóñòü ñóùåñòâóåò
ëèíåéíûé îïåðàòîð Pn , îòîáðàæàþùèé Y íà Yn . Ââåäåííûå ïðîñòðàíñòâà
è îïåðàòîðû ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n ∈ N ñâÿæåì óñëîâèÿìè I, II è
III (à, á) èç § 1.

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî â íà÷àëå ýòîãî ïóíêòà, ñ ïîìîùüþ òåîðåì
2.1, 2.2 è 3.1 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 7.1.Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
à) I è II ñ

pn = ‖K −1‖{ε(n)
1 + ε

(n)
2 ‖E − Pn‖} < 1, E − Pn : Y 0 −→ Y, n ∈ N,

ãäå Y 0 � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç Y, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

y0 = Kxn − yn (xn ∈ Xn, yn ∈ Yn);

á) dim Xn = dim Yn < ∞;

â) óðàâíåíèå (4.1) ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè y ∈ Y .
Òîãäà óðàâíåíèå (4.2) òàêæå ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè

yn ∈ Yn , ïðè ýòîì ëþáûå ðåøåíèÿ x∗ è x∗n óðàâíåíèé (4.1) è (4.2) áëèçêè
â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ íåâÿçêè ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖y −Kx∗n‖ 6 ‖y − yn‖+ pn‖y‖
1− pn

= O(δ(n) + ε
(n)
1 + ε

(n)
2 ‖E − Pn‖), (7.1)

ãäå δ(n) = ‖y − yn‖, E − Pn : Y 0 → Y .

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ñóùåñòâóþò òàêèå ðåøåíèÿ x∗

è x∗n óðàâíåíèé (4.1) è (4.2), ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖x∗ − x∗n‖ 6 2‖K −1‖ ‖y −Kx∗n‖ = O{δ(n) + ε
(n)
1 + ε

(n)
2 ‖E − Pn‖}. (7.2)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ â) îïåðàòîð K : X −→ Y íåïðå-
ðûâíî îáðàòèì [47]. Òàê êàê

‖K −Kn‖Xn→Y 6 ‖K −Kn‖Xn→Y 6 ε
(n)
1 + ε

(n)
2 ‖E − Pn‖Y 0−→Y ,

òî â ñèëó óñëîâèÿ à) èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà
K

−1
nl è ‖K −1

nl ‖ 6 ‖K −1‖(1− pn)
−1 . Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ á) è ëåììû 2.1

îïåðàòîð Kn : Xn → Yn ëèíåéíî îáðàòèì è

‖K −1
n ‖ 6 ‖K −1‖(1− pn)

−1. (7.3)

À òîãäà ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìàõ [47] äëÿ ëþáîãî yn ∈ Yn ñóùåñòâóåò
x∗n ∈ Xn òàêîé, ÷òî Knx

∗
n = yn . Îòñþäà, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû

3.1, ñ ïîìîùüþ (7.3) ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì

‖y −Kx∗n‖ 6 ‖y − yn‖+ ‖(K −Kn)x
∗
n‖ = ‖y − yn‖+ ‖(K −Kn)x

∗
n‖ 6

6 ‖y−yn‖+‖K−Kn‖Xn→Y ·‖x∗n‖ 6 ‖y−yn‖+‖K−Kn‖Xn→Y ·‖K
−1
n ‖ ‖yn‖ 6

6 ‖y − yn‖+ pn(1− pn)
−1‖yn‖ 6 (‖y − yn‖+ pn‖y‖)(1− pn)

−1,

ãäå ÷åðåç x∗n (x∗) îáîçíà÷åíû êëàññû ñìåæíîñòè, ñîäåðæàùèå ýëåìåíòû
x∗n (x∗) .

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (7.1) äîêàçàíà. Òàê êàê y = Kx∗ = Kx∗ è
yn = Knx

∗
n = Knx

∗
n , òî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ ìîæíî âûâåñòè èç ðåçóëü-

òàòîâ ïî êàíîíè÷åñêîìó ãîìîìîðôèçìó [47].
Òåîðåìà 7.1 äîêàçàíà. Àíàëîãè÷íî, íî ñ ïîìîùüþ òåîðåì 2.2 è 3.2

äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
à) I è III ñ

qn = 2‖K−1‖{ε(n)
1 (1 + ε

(n)
3 ) + ε

0(n)
3 } < 1; (7.4)

á) P 2
n = Pn ;

â) óðàâíåíèå (4.1) ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè y ∈ Y .
Òîãäà óðàâíåíèå (4.2) òàêæå èìååò ðåøåíèå x∗n ∈ Xn ïðè ëþáîé

ïðàâîé ÷àñòè yn = Pny ∈ Yn , ïðè÷åì

‖x∗n‖ 6 Nn(1− qn)
−1‖y‖, Nn = 2(1 + ε

(n)
3 )‖K−1‖. (7.5)
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Ñëåäñòâèå 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ I è II, òî â óñëîâèÿõ òåî-
ðåìû 7.1 ðåøåíèÿ x∗ è x∗n óðàâíåíèé (4.1) è (4.2) áëèçêè â òîì ñìûñëå,
÷òî

‖y −Kx∗n‖ 6 ‖y − Pny‖+ 2(1 + ε
(n)
3 )pn‖Pny‖(1− qn)

−1. (7.6)

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè îïåðàòîð Pn îãðàíè÷åí (ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì n ∈ N), òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 7.1 ñóùåñòâóþò òàêèå ðåøåíèÿ
x∗ è x∗n óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâåííî (4.1) è (4.2), ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåí-
êà

‖x∗ − x∗n‖ 6 2{(1 + Nn‖K‖ ‖Pn‖)‖x∗ − xn‖+ Nnε
(n)
1 ‖xn‖}(1− qn)

−1 =

= O{‖Pn‖ ‖x∗ − xn‖+ ε
(n)
1 }, (7.7)

ãäå xn � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç Xn ; ïîýòîìó

‖x∗ − x∗n‖X = O{ε(n)
1 + ‖Pn‖Y→Y En(x

∗)X}, n →∞. (7.7′)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ â) îïåðàòîð K : X → Y ëèíåéíî
îáðàòèì; òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x0 ∈ X òàêîé, ÷òî Kx0 = yn (yn ∈ Yn)

è ‖x0‖ 6 2‖K−1‖ ‖yn‖ . Äàëåå, â ñèëó óñëîâèÿ IIIà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
x0

n ∈ Xn òàêîé, ÷òî

‖x0
n‖ 6 (1 + ε

(n)
3 )‖x0‖ 6 2(1 + ε

(n)
3 )‖K−1‖ ‖yn‖ ≡ Nn‖yn‖. (7.8)

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî yn ∈ Yn ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x0
n ∈ Xn òàêîé, ÷òî

‖Knx
0
n − yn‖ 6 ε

(n)
1 ‖x0

n‖+ ε
(n)0
3 ‖x0

n‖ 6
6 2‖K−1‖{ε(n)

1 (1 + ε
(n)
3 ) + ε

(n)0
3 }‖yn‖ ≡ qn‖yn‖.

(7.9)

Òåïåðü â ñèëó (7.8) è (7.9) èç ëåììû Êàíòîðîâè÷à [47, c. 489] (ñì.
òàêæå ëåììó 2.7) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî x∗n ∈ Xn , ÷òî Knx

∗
n ≡ yn è

‖x∗n‖ 6 Nn(1− qn)
−1‖yn‖, yn ∈ Yn. (7.10)

Îòñþäà â ñèëó òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìàõ îïåðàòîð Kn : Xn −→ Yn

ëèíåéíî îáðàòèì è
‖K −1

n ‖ 6 Nn(1− qn)
−1. (7.11)
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Òîãäà ïî òåîðåìå 3.2 äëÿ ëþáîãî xn ∈ Xn íàõîäèì

‖x∗ − x∗n‖ 6 ‖(E −K
−1

n PnK)(x∗ − xn)‖+ ε
(n)
1 ‖xn‖ ‖K −1

n ‖, (7.12)

ãäå x∗ = K
−1

y , x∗n = K
−1

n yn , yn = Pny . Åñëè æå Pn � îãðàíè÷åííûé
îïåðàòîð, òî ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì

‖x∗ − x∗n‖ 6 2‖x∗ − x∗n‖ 6

6 2{(1 + Nn‖K‖ ‖Pn‖(1− qn)
−1)‖x∗ − xn‖ + Nn(1− qn)

−1ε
(n)
1 ‖xn‖} 6

6 2(1− qn)
−1{(1 + Nn‖K‖ ‖Pn‖)‖x∗ − xn‖+ ε

(n)
1 Nn‖xn‖}. (7.13)

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (7.10) , (7.13) òåîðåìà 7.2 è åå ñëåäñòâèå 2
äîêàçàíû.

Äàëåå, ñíîâà ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì

‖y −Kx∗n‖ 6 ‖y − yn‖+ ‖K −Kn‖Xn→Y · ‖x∗n‖ 6

6 ‖y − yn‖+ {ε(n)
1 + ε

(n)
2 ‖E − Pn‖Y0→Y }Nn(1− qn)

−1‖yn‖ 6
6 ‖y − yn‖+ 2pn(1− qn)

−1(1 + ε
(n)
3 )‖yn‖ =

= ‖y − Pny‖+ 2(1 + ε
(n)
3 )pn‖Pny‖(1− qn)

−1,

ò. å. ñëåäñòâèå 1 òàêæå äîêàçàíî.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ òåîðåì 7.1 è 7.2 è èõ ñëåäñòâèé ëåã-

êî óñòàíîâèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé
x∗n ∈ Xn ê òî÷íîìó x∗ ∈ X â òîì èëè èíîì ñìûñëå.

§ 8. Ïðÿìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷
â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

8.1. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû
ïî ïðÿìûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ óðàâíåíèé â ïðîèçâîëüíûõ
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ ýòè ðå-
çóëüòàòû çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ è óñèëèâàþòñÿ. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå
íåçàâèñèìî îò § 7 ìîæíî óêàçàòü è äðóãèå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå â ñëó÷àå
ïðîèçâîëüíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, âîîáùå ãîâîðÿ, óæå íå ñïðàâåäëè-
âû.

Èòàê, ïóñòü X è Y � ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, à
A � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç X â Y ñî âñþäó ïëîòíîé â Y
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îáëàñòüþ çíà÷åíèé R(A) , ïðè÷åì îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 ñóùåñòâóåò, íî
íå îãðàíè÷åí.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

Ax = y (x ∈ X, y ∈ Y ), (8.1)

ãäå y � äàííûé, à x � èñêîìûé ýëåìåíòû. Èçâåñòíî [44], [71], ÷òî çà-
äà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.1) îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíî [41]�[43]
ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Â.Ê. Èâàíîâ (ñì., íàïð., â [41], [42], [44]) ââåë ïîíÿ-
òèå êâàçèðåøåíèÿ x0 :

x0 ∈ M ⊂ H : ‖Ax0 − y‖ = inf
x∈M

‖Ax− y‖Y , y ∈ H,

è ïðè âåñüìà îáùèõ óñëîâèÿõ ïîêàçàë, ÷òî åñëè âìåñòî èñòèííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è (8.1) èñêàòü åå êâàçèðåøåíèå íà íåêîòîðîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå
M ïðîñòðàíñòâà X , òî äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ âñå êëàññè÷åñêèå
óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè (ñì. ðàáîòû [44], [66], [71]).

Êâàçèðåøåíèå, êàê è èñòèííîå ðåøåíèå, â îáùåì ñëó÷àå ïðèõî-
äèòñÿ îïðåäåëÿòü òîëüêî ïðèáëèæåííî. Äëÿ ýòèõ öåëåé â ðÿäå ðàáîò
(ñì., íàïð., â [44]) ïðåäëîæåí ðÿä ñõîäÿùèõñÿ ïðîöåññîâ, îñíîâàííûõ íà
ðàññìîòðåíèè êâàçèðåøåíèÿ çàäà÷è (8.1) íà êîíå÷íîìåðíûõ ìíîæåñòâàõ
Mn (n = 1, 2, . . .), àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâî M.

Â ýòîì ïàðàãðàôå, ñëåäóÿ íàøèì ðàáîòàì [15], [16], ìû óêàçûâàåì
äâà ïðèáëèæåííûõ ñïîñîáà äëÿ íàõîæäåíèÿ êâàçèðåøåíèÿ çàäà÷è (8.1)
íà íåêîòîðûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ.

8.2. Ïóñòü íèæå M = MR åñòü øàð

‖x‖ 6 R < ∞ (8.2)

ïðîñòðàíñòâà X . Ïîñêîëüêó øàð ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ñëàáîêîìïàêòíûì
ìíîæåñòâîì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå è ýòî ïðîñòðàíñòâî ìåòðèçóå-
ìî îòíîñèòåëüíî ñëàáîé òîïîëîãèè, òî êâàçèðåøåíèå â íåì ñóùåñòâóåò,
åäèíñòâåííî è ñëàáî íåïðåðûâíî çàâèñèò îò y (ñì. [41], [44]). Òîãäà ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (8.2) êâàçèðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

A∗Ax = A∗y, (8.3◦)

ò. å. ñîâïàäàåò ñ èñòèííûì ðåøåíèåì; åñëè æå óñëîâèå (8.2) íå âûïîëíåíî,
òî êâàçèðåøåíèå íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

µx + A∗Ax = A∗y, (8.3′)
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ãäå A∗ : Y −→ X � ñîïðÿæåííûé ê A : X −→ Y îïåðàòîð, à µ �
ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.

Äëÿ óäîáñòâà ðàññóæäåíèé óðàâíåíèÿ (8.3◦ ) è (8.3 ′ ) â äàëüíåéøåì
áóäåì ðàññìàòðèâàòü â âèäå îäíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

Kx ≡ λx + A∗Ax = A∗y, (8.3)

ãäå λ = 0 è λ = µ > 0 ñîîòâåòñòâåííî.
Óðàâíåíèþ (8.3) â ñâîþ î÷åðåäü ìîæíî ïðèäàòü òàêæå íåñêîëüêî

äðóãîé âèä. Ïóñòü {ei} è {gj} � ïîëíûå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû
ñîîòâåòñòâåííî â X è Y . Òîãäà, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç ai = (x, ei), i = 1, 2, . . . ,

è bj = (y, gj), j = 1, 2, . . . , êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ýëåìåíòîâ x ∈ X è
y ∈ Y ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå (8.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþùåé
ýêâèâàëåíòíîé åìó ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

λam +
∞∑

k=1

ak

∞∑
j=1

αjkαjm =
∞∑

j=1

bjαjm (m = 1, 2, . . .), (8.4)

ãäå αj k = (Aek, gj) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ýëåìåíòà Aek ïî ñèñòåìå
gj , à αjm = α∗mj � ýëåìåíòû ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé ñîïðÿæåííîìó
îïåðàòîðó A∗ .

8.3. Ïîñêîëüêó îïðåäåëåíèå òî÷íîãî êâàçèðåøåíèÿ çàäà÷è (8.1),
ò. å. ðåøåíèå â ÿâíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ (8.3) èëè, ÷òî ñâîäèòñÿ ê òîìó
æå, áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (8.4), â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ äå-
ëîì âåñüìà çàòðóäíèòåëüíûì è âûïîëíèìûì ëèøü â î÷åíü ðåäêèõ ñëó÷à-
ÿõ, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ êâàçèðåøåíèÿ ïîëåçíûìè ìîãóò áûòü ñëåäóþùèå
ïðèáëèæåííûå ñïîñîáû.

Ñ ï î ñ î á à. Ïóñòü èñõîäíàÿ çàäà÷à (8.1) ñ ñàìîãî íà÷àëà ðå-
øàåòñÿ êàêèì-ëèáî ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì, ïðè êîòîðîì îíà çàìåíÿåòñÿ
ïðèáëèæåííîé çàäà÷åé âèäà

Ãx̃ = ỹ (x̃ ∈ X̃, ỹ ∈ Ỹ ), (8.5)

ãäå X̃ è Ỹ � ïîäïðîñòðàíñòâà X è Y ñîîòâåòñòâåííî, à Ã � ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç X̃ â Ỹ . Ïóñòü äàëüøå èùåòñÿ êâàçèðåøåíèå
ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ (8.5) íà ìíîæåñòâå M̃ = M̃R = MR ∩ X̃ , êî-
òîðîå áóäåì íàçûâàòü ïðèáëèæåííûì êâàçèðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8.1) è
îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç x̃0 .
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Ñ÷èòàÿ, ÷òî M̃ = M̃R � øàð ïîäïðîñòðàíñòâà X̃, äëÿ îïðåäåëåíèÿ
x̃0 ∈ M̃ ïîëó÷àåì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå âèäà

λx̃ + (Ã)∗Ãx̃ = (Ã)∗ỹ. (8.6)

Ñ ï î ñ î á á. Ïóñòü óðàâíåíèå (8.3), èç êîòîðîãî äîëæíî îïðå-
äåëÿòüñÿ òî÷íîå êâàçèðåøåíèå çàäà÷è (8.1), ðåøàåòñÿ êàêèì-ëèáî ïðè-
áëèæåííûì ìåòîäîì. Ïóñòü çäåñü ïðèìåíÿåòñÿ òîò æå àëãîðèòì àïïðîê-
ñèìàöèè îïåðàòîðà, ÷òî è âûøå. Òîãäà äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî
êâàçèðåøåíèÿ çàäà÷è (8.1) ïîëó÷àåòñÿ çàäàííîå íà M̃ îïåðàòîðíîå óðàâ-
íåíèå

λx̃ + Ã∗Ax̃ = Ã∗y. (8.7)

Çàìåòèì, ÷òî ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ (8.6) è (8.7) îïðåäåëåíû íà
îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå M̃ = M̃R , íî îíè â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàþò,
èáî (Ã)∗Ã 6= Ã∗A .

Äàëüøå áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðûå êîíêðåòèçàöèè, êîòîðûå
ìîãóò ïðåäñòàâèòüñÿ â êàæäîì èç óêàçàííûõ ñïîñîáîâ.

8.4. Ñ ï î ñ î á à1 (îáùèé ïðÿìîé ìåòîä). Ïóñòü X̃ = Xn è
Ỹ = Yn ñóòü n-ìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòûå íà ñèñòåìû âåêòîðîâ
(e1, e2, . . . , en) è (g1, g2, . . . , gn) ñîîòâåòñòâåííî. Çàäà÷ó (8.1) áóäåì ðåøàòü
êàêèì-ëèáî ïðÿìûì ìåòîäîì:

Anxn = yn (xn ∈ Xn, yn ∈ Yn, n = 1, 2, . . .), (8.8)

ãäå yn � äàííûé, xn � èñêîìûé ýëåìåíòû, à An � íåêîòîðûé ëèíåé-
íûé îïåðàòîð èç Xn â Yn . Â ýòîì ñëó÷àå íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííîãî
êâàçèðåøåíèÿ x0

n èñõîäíîé çàäà÷è (8.1) ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ òî÷íîãî
êâàçèðåøåíèÿ ïðèáëèæåííîé çàäà÷è (8.8) íà Mn = M ∩Xn , ãäå Mn åñòü
n-ìåðíûé øàð ïðîñòðàíñòâà Xn :

‖xn‖2 =
n∑

k=1

| ak| 2 6 R2. (8.9)

Ïóñòü íà Mn óðàâíåíèå (8.8) èìååò êâàçèðåøåíèå x0
n =

n∑
k=1

a0
kek .

Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (8.9) êîýôôèöèåíòû a0
1, . . . , a

0
n îïðåäåëÿ-

þòñÿ èç ñèñòåìû
n∑

k=1

ak(Anek, Anem) = (yn, Anem), m = 1, n. (8.10◦)
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Åñëè æå óñëîâèå (8.9) íå âûïîëíåíî, òî èùåì ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà
‖Anxn − yn‖2 ïðè óñëîâèè ‖xn‖2 =

n∑
k=1

|ak|2 = R2 . Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ

îïðåäåëåíèÿ (n+1)-íåèçâåñòíûõ a0
1, . . . , a

0
n è µ èìååì ñèñòåìó èç (n+1)-

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

µam +
n∑

k=1

ak(Anek, Anem) = (yn, Anem),

n∑

k=1

|ak|2 = R2, m = 1, n.

(8.10′)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà (8.10◦), (8.10′) ýêâèâàëåíòíà çàäàííîìó íà
Mn îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ

λxn + A∗
nAnxn = A∗

nyn, (8.10)

ãäå A∗
n = (An)

∗ � ñîïðÿæåííûé ê An îïåðàòîð.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 8.1. Åñëè ïðè n →∞

‖A− An‖Xn→Y → 0, ‖y − yn‖Y → 0,

òî õîòÿ áû äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ∈ N íà Mn ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ïðèáëèæåííîå êâàçèðåøåíèå x0

n =
n∑

k=1
a0

k ek çàäà÷è (8.1).

Èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

x0
n → x0 (ñëàáî), n →∞, (8.11)

ãäå x0 � òî÷íîå êâàçèðåøåíèå çàäà÷è (8.1) íà M , ïðè÷åì ïîãðåøíîñòü
ìîæåò áûòü îöåíåíà ñîîòíîøåíèåì

‖Kx0 −Kx0
n‖Y = O(‖A− An‖Xn→Y + ‖y − yn‖Y ). (8.12)

Ñ ï î ñ î á à2 (ïðîåêöèîííûé ìåòîä). Åñëè çàäà÷à (8.1) ðåøàåòñÿ
ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì, òî ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φn è Pn îïåðàòîðû îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâà-
íèÿ íà Xn è Yn ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü An = PnA íà Xn . Òîãäà ïðèáëè-
æåííîå êâàçèðåøåíèå x0

n çàäà÷è (8.1) íà Mn îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

λxn + ΦnA
∗PnAxn = ΦnA

∗Pny. (8.13)
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè n → ∞ óðàâíåíèå (8.13) ïåðåõîäèò â óðàâíå-
íèå (8.3) â ñëó÷àå ëþáîãî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A , òàê ÷òî
ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå (8.13) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèåé
òî÷íîãî óðàâíåíèÿ (8.3) â îïðåäåëåííîì ñìûñëå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå (8.13) â ðàçâåðíóòîé ôîðìå èìååò âèä

λam +
n∑

k=1

ak

n∑
j=1

αjkαjm =
n∑

j=1

bjαjm (m = 1, n), (8.13′)

ãäå
n∑

k=1
|ak|2 = R2 ïðè λ = µ > 0 . Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ

ñèñòåìà (8.4) ðåøàåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ ìåòîäà ðåäóêöèè.

Òåîðåìà 8.2. Åñëè A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî õîòÿ áû ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ∈ N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðèáëèæåííîå
êâàçèðåøåíèå x0

n ∈ Mn , ïðè÷åì x0
n → x0 (ñëàáî) ïðè n → ∞. Åñëè æå

‖A − PnA‖ → 0, n → ∞, A − PnA : Xn → Y , òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(8.12) ïðè An = PnA.

Ñ ï î ñ î á á1 (âòîðîé îáùèé ïðÿìîé ìåòîä). Ïóñòü ïðèáëèæåííîå
êâàçèðåøåíèå x0

n ∈ Mn çàäà÷è (8.1) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

λxn + Bnxn = zn, (8.14)

ãäå B = A∗A, Bn = (A∗A)n � ëèíåéíûé îïåðàòîð â Xn è z = A∗y,

zn = (A∗y)n .

Òåîðåìà 8.3. Åñëè Bn → B (ðàâíîìåðíî), zn → z (ñèëüíî),
òî õîòÿ áû äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ∈ N óðàâíåíèå (8.14) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x0

n ∈ Mn , ïðè÷åì x0
n → x0 (ñëàáî), n →∞, è

‖Kx0 −Kx0
n‖ = O(‖B −Bn‖+ ‖z − zn‖). (8.15)

Ñ ï î ñ î á á2 (âòîðîé ïðîåêöèîííûé ìåòîä). Ïóñòü óðàâíåíèå (8.3)
ðåøàåòñÿ ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì, ò. å. Bn = ΦnB íà Xn è zn = Φnz .
Â ýòîì ñëó÷àå ïðèáëèæåííîå êâàçèðåøåíèå x0

n ∈ Mn îïðåäåëÿåòñÿ èç
îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

λxn + ΦnA
∗Axn = ΦnA

∗y. (8.16)
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Ýòî óðàâíåíèå â ðàçâåðíóòîé ôîðìå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
ñëåäóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

λam +
n∑

k=1

ak

∞∑

j=1

αj kαj m =
∞∑

j=1

bjαjm, m = 1, n, (8.17)

ãäå
n∑

k=1
|ak|2 = R2 ïðè λ = µ > 0 .

Òåîðåìà 8.4. Åñëè A � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, òî ïðè
ëþáîì íàòóðàëüíîì n óðàâíåíèå (8.16) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x0

n ∈ Mn , ïðè÷åì x0
n → x0 (ñëàáî) ïðè n → ∞ è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

òèïà (8.15).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (8.16) ýêâèâà-
ëåíòíî óðàâíåíèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷íîãî êâàçèðåøåíèÿ çàäà÷è (8.1) íà
ìíîæåñòâå Mn . ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, íàéäåì ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà
‖Ax− y‖2 ïðè óñëîâèè x ∈ Mn, y ∈ Y. Òîãäà ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

λam +
n∑

k=1

ak(Aek, Aem) = (yn, Aem), m = 1, n. (8.18)

Óìíîæàÿ m-å óðàâíåíèå ñèñòåìû (8.18) íà em è ñóììèðóÿ ïî m ,
íàõîäèì óðàâíåíèå âèäà

λxn +
n∑

m=1

(Axn, Aem) em =
n∑

m=1

(y, Aem) em, (8.19)

à èç íåãî � óðàâíåíèå

λxn +
n∑

m=1

(A∗Axn, em) em =
n∑

m=1

(A∗y, em) em,

ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèþ (8.16).
Èçâåñòíî [41]�[44], ÷òî êâàçèðåøåíèå çàäà÷è (8.1) íà Mn óäîâëåòâî-

ðÿåò êëàññè÷åñêèì óñëîâèÿì êîððåêòíîñòè. Ïîýòîìó ïðèáëèæåííîå óðàâ-
íåíèå (8.16) (à òåì ñàìûì è ñèñòåìà (8.17)) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x0

n =
n∑

k=1
a0

kek . Ïðè ýòîì ñõîäèìîñòü x0
n → x0 (ñëàáî) ñëåäóåò èç [43], à

îöåíêè òèïà (8.15) � èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 4.
Äàëåå, òåîðåìû 8.1�8.3 ìîãóò áûòü äîêàçàíû ñ ïîìîùüþ ðàáîò

[41]�[44]. Äðóãîé, áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà, îñíîâàííûé íà
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ðåçóëüòàòàõ òîëüêî ÷òî óêàçàííûõ ðàáîò è òåîðåìå 8.4, ñîñòîèò â ñëåäóþ-
ùåì: ñ÷èòàÿ óðàâíåíèå (8.16) ”òî÷íûì” , à óðàâíåíèÿ (8.10), (8.13), (8.14)
� ”ïðèáëèæåííûìè” , ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷íîìó óðàâíåíèþ (8.16), äëÿ
ïîëó÷åíèÿ óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 8.1�8.3 äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåî-
ðåìîé 8.4 è ðåçóëüòàòàìè § 4.

8.5. Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà îòìåòèì, ÷òî çà ïîñëåäíèå ãîäû
â îáëàñòè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ïîëó÷åí
öåëûé ðÿä âåñüìà ñóùåñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ, èç êîòîðûõ ìîæíî âûâå-
ñòè òàêæå òåîðåìû 8.1�8.3. Îäíàêî ýòè òåîðåìû, ïîëó÷åííûå â [15], [16] ñ
öåëüþ ïðèìåíåíèÿ ê èñêëþ÷èòåëüíûì ñëó÷àÿì ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ íåêîððåêòíûìè çàäà÷àìè, óñòàíîâëåíû íàìè
ðàíåå íà îñíîâå è ïîä âëèÿíèåì ðàáîò Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à è Â.Ê. Èâàíî-
âà ïî îáùåé òåîðèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà è ñîîòâåòñòâåííî ïî
íåêîððåêòíûì çàäà÷àì.

§ 9. Àïïðîêñèìàòèâíî-èòåðàöèîííûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

9.1. Îá àïïðîêñèìàòèâíî-èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ

Âàæíåéøèìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ
ïðÿìûå è èòåðàöèîííûå ìåòîäû. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ðÿä íåñîìíåííûõ
äîñòîèíñòâ, ýòè ìåòîäû êàê è ìíîãèå äðóãèå, îáëàäàþò òàêæå îïðåäå-
ëåííûìè íåäîñòàòêàìè. Íàïðèìåð, ïðè ïðèìåíåíèè ïðÿìûõ ìåòîäîâ äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ î÷åíü ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðå-
øàòü àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû äîâîëüíî âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, ïðè÷åì â êàæ-
äîì ïîñëåäóþùåì ýòàïå ðåçóëüòàòû ñ÷åòà èç ïðåäûäóùåãî ýòàïà, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå èñïîëüçóþòñÿ. Ê íåäîñòàòêàì èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ìîæíî
îòíåñòè òî, ÷òî îíè (îñîáåííî ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè) ïðèìåíèìû, êàê
ïðàâèëî, ëèøü ê îãðàíè÷åííîìó êëàññó çàäà÷, è âû÷èñëåíèå êàæäîãî ïî-
ñëåäóþùåãî øàãà ìîæåò áûòü ñîïðÿæåíî ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè,
÷òî âûçâàíî, íàïðèìåð, íåîáõîäèìîñòüþ çàìåíû èñõîäíûõ äàííûõ íåêî-
òîðûìè äðóãèìè, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå èõ àïïðîêñèðóþùèìè. Ýòè ôàê-
òû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ñîçäàíèÿ è èññëåäî-
âàíèÿ ñìåøàííûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà àïïðîêñèìàòèâíûõ (â ïåðâóþ
î÷åðåäü, ïðÿìûõ) è èòåðàöèîííûõ ïîäõîäàõ, ñâîáîäíûõ îò íåäîñòàòêîâ
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(õîòÿ áû íåêîòîðûõ) è â òî æå âðåìÿ îáëàäàþùèõ ïîëîæèòåëüíûìè ñòî-
ðîíàìè ïåðâîíà÷àëüíûõ ìåòîäîâ. Òàêèå ìåòîäû óñëîâíî áóäåì íàçûâàòü
àïïðîêñèìàòèâíî-èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè (à. è. ì.).

Ðåàëüíûé ïóòü ê ñîçäàíèþ à. è. ì. îòêðûâàþò óíèâåðñàëüíûå (êàê
ñòàöèîíàðíûå, òàê è, â ïåðâóþ î÷åðåäü, íåñòàöèîíàðíûå) èòåðàöèîííûå
ïðîöåññû, êîòîðûì ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ (êðàòêèé
îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåí â ðàáîòå [19] è § 7 ãë. II êíèãè [10]).

Íèæå, èñõîäÿ èç ðÿäà ðåçóëüòàòîâ § 4 ïî ïðÿìûì ìåòîäàì ðåøå-
íèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, íà îñíîâå õîðîøî èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî
èòåðàöèîííûì ìåòîäàì èññëåäóåòñÿ ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì à. è. ì.
Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîìó ìåòîäó óòî÷íÿþ-
ùèõ èòåðàöèé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ à. è. ì. Ïîëó-
÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçæå íàøëè ïðèìåíåíèÿ ê ðàçëè÷íûì ñèíãóëÿðíûì
èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÿäðàìè òèïà Ãèëüáåðòà è Êîøè, äëÿ êîòî-
ðûõ èññëåäîâàíû à. è. ìåòîäû, â òîì ÷èñëå êâàäðàòóðíî-èòåðàöèîííûå è
âûðîæäåííî-èòåðàöèîííûå ìåòîäû.

9.2. Îá óíèâåðñàëüíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ
ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà

Ax = y (x ∈ X, y ∈ Y ), (9.1)

ãäå A � íåëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà
X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y. Ðåøåíèå åãî áóäåì îïðåäåëÿòü êàê ïðåäåë
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

xj+1 = xj + τB(y − Axj), j = 0, 1, . . . , (9.2)

ãäå x0 � ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå èç X, B � íåêîòîðûé
íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç Y è X, à τ (0 < τ < ∞) � èòåðàöèîííûé
ïàðàìåòð. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî B è τ âûáèðàþòñÿ èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ
îáåñïå÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðà-
öèîííîãî ïðîöåññà (9.2), ïðè÷åì îïåðàòîð B âûáèðàåòñÿ, êàê ïðàâèëî,
çàâèñÿùèì îò A è τ, òàê ÷òî B = ϕ(τ, A), ãäå ϕ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ
ñâîèõ àðãóìåíòîâ.
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Â ñèëó ðÿäà ïðè÷èí âìåñòî óðàâíåíèÿ (9.1) î÷åíü ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ
ðåøàòü óðàâíåíèå âèäà

Anx = yn (x ∈ X, yn ∈ Y ), (9.3)

ãäå An � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç X â Y, à yn è An â îïðåäåëåí-
íîì ñìûñëå àïïðîêñèìèðóþò y è A ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ (9.2) çàìåíÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ïðîöåññîì âèäà

xj+1 = xj + τB(yn − Anx
j), j = 0, 1, . . . ; n = 1, 2, . . . , (9.4)

ãäå xj = xj(n) = xj
n, èëè æå óíèâåðñàëüíûì ïðîöåññîì íåñòàöèîíàðíîãî

òèïà
xj+1 = xj + τBj (yj − Aj xj), j = 0, 1, . . . , (9.5)

ãäå Bj � íåêîòîðûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû èç Y â X.

ßñíî, ÷òî óíèâåðñàëüíûå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû (9.4) è (9.5)
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûå êîíêðåòíûå àëãîðèòìû (äðóãèå ñì.íèæå)
à. è. ì. ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9.1). ßñíî òàêæå, ÷òî â (9.1)�(9.5) áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A0 = 0, An0 = 0, n = 1, 2, . . . .

Ñíà÷àëà äëÿ óðàâíåíèé (9.1) è (9.3) ïðèâåäåì äâå ïðîñòûå ëåììû,
äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ èìåþòñÿ â ðàáîòå [19].

Ëåììà 9.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
à) ‖y − yn‖ → 0, ‖Anx − Ax‖ 6 εn‖x‖, ãäå 0 6 εn → 0, n → ∞, è

íå çàâèñèò îò x ∈ X;

á) ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð Â îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Y íà X;

â) îïåðàòîð ïåðåõîäà T = E − τBA óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà ñ ïîñòîÿííîé q, 0 < q < 1.

Òîãäà óðàâíåíèÿ (9. 1) è (9. 3) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû ïðè ëþáûõ
ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî y è yn ∈ Y è èõ ðåøåíèÿ ìîæíî íàéòè
êàê ïðåäåëû èòåðàöèîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (9.2) è (9.4) ïðè
j →∞, ïðè÷åì

‖x∗‖ 6 τ‖By‖(1− q)−1, ‖x∗n‖ 6 τ‖Byn‖(1− q0)
−1, (9.6)

‖x∗n − xj
n‖ 6 qj

0(1− q0)
−1τ‖B‖‖yn − Anx

0
n‖, (9.7)

‖x∗ − x∗n‖ 6 τ‖B‖(1− q)−1(εn‖x∗n‖+ ‖y − yn‖), (9.8)
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‖x∗ − x∗n‖ 6 τ‖B‖(1− q0)
−1(εn‖x∗‖+ ‖y − yn‖), (9.9)

ãäå n, j = 1, 2, . . . , à q0 (q 6 q0 < 1) � âïîëíå îïðåäåëåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ëåììà 9.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ á) è â) ëåììû 9.1 è
à ′ ) ‖y − yn‖ → 0, ‖Anx

∗ − Ax∗‖ → 0, n → ∞, ãäå x∗ � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (9.1);

ân ) îïåðàòîðû ïåðåõîäà Tn óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ
ïîñòîÿííûìè qn 6 q0 < 1, n = 1, 2, . . . .

Òîãäà ïðè j →∞ èòåðàöèîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (9.2) è (9.4)

ñõîäÿòñÿ ê åäèíñòâåííûì ðåøåíèÿì x∗ è x∗n óðàâíåíèé (9.1) è (9.3)

ñîîòâåòñòâåííî; êðîìå òîãî, x∗n → x∗, n → ∞, ñî ñêîðîñòüþ, îïðåäå-
ëÿåìîé íåðàâåíñòâàìè

‖x∗ − x∗n‖ 6 τ‖B‖(1− q0)
−1(‖Ax∗ − Anx

∗‖+ ‖y − yn‖), (9.10)

‖x∗ − x∗n‖ 6 τ‖B‖(1− q)−1(‖Ax∗n − Anx
∗
n‖+ ‖y − yn‖). (9.11)

Äàëåå, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 9.1. Â óñëîâèÿõ ëåììû 9.1 èòåðàöèîííûå ïðîöåññû (9.4)

è (9.5) ïðè Bj → B (ðàâíîìåðíî) äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé
x0

n è x0 ∈ X ñõîäÿòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ x∗ óðàâíåíèÿ (9.1) â
òîì ñìûñëå, ÷òî

lim
n→∞

lim
j→∞

xj
n = x∗, (9.12)

lim
j→∞

xj = x∗, (9.13)

ïðè÷åì

‖x∗ − xj
n‖ 6 τ‖B‖

1− q0
{εn‖x∗n‖+ ‖y − yn‖+ qj

0‖yn − Anx
0
n‖}, j = 1, 2, . . . ;

(9.14)

‖x∗−xj
n‖ 6 τ‖B‖

1− q0
{‖Ax∗−Anx

∗‖+‖y−yn‖+qj
0‖yn−Anx

0
n‖}, j = 1, 2, . . . .

(9.15)

Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèé (9.7) è (9.8) ïîëó÷àåì êîíñòðóê-
òèâíóþ îöåíêó (9.14), èç êîòîðîé, à òàêæå èç ëåììû 9.1 â ñâîþ î÷åðåäü
ñëåäóåò (9.12). Îöåíêà (9.15) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (9.14). Ïðè Bj ≡ B

ñïðàâåäëèâîñòü (9.13) ñëåäóåò èç (9.14) èëè (9.15). Îñòàëüíîå ïî÷òè î÷å-
âèäíî.
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Äàëåå, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñõåìó (9.4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàê-
æå êàê èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9.1) ñ íåòî÷íûìè âõîä-
íûìè äàííûìè. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò çàäà÷à îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî
íîìåðà èòåðàöèè j = jÎÏÒ, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ñîãëàñîâàíèå âñåõ
ïîãðåøíîñòåé. Ýòîò âàæíûé âîïðîñ â ñëó÷àå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé áûë
èññëåäîâàí Ã.È. Ìàð÷óêîì è Â.Ã. Âàñèëüåâûì [60]. Ñëåäóÿ èì, â íåëèíåé-
íîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 9.1 ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 9.2. Åñëè â óñëîâèÿõ ëåììû 9.1 ïîëîæèòü

j
0
= jÎÏÒ = [[(ln q0)

−1 ln{(εn‖x∗n‖+ ‖y − yn‖)/‖yn − Anx
0
n‖}]], (9.16)

òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (9.4) ïðè ëþáîì x0
n ∈ X ñõîäèòñÿ ê

åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (9.1) â òîì ñìûñëå, ÷òî

lim
n→∞

x
j
0

n = x∗; lim
n→∞

xj
n 6= x∗, j 6= j

0
, (9.17)

ïðè÷åì

‖x∗ − x
j
0

n ‖ 6 4τ‖B‖q−1
0 (1− q0)

−1(εn‖x∗n‖+ ‖y − yn‖), (9.18)

‖x∗ − x
j
0

n ‖ 6 4τ‖B‖(1− q0)
−1q

j
0
−1

0 ‖yn − Anx
0
n‖, (9.19)

è îöåíêè (9.18), (9.19) íåóëó÷øàåìû â ñìûñëå ‖x∗ − x
j
0

n ‖ 6 ‖x∗ − xj
n‖;

j, n = 1, 2, . . . .

Äåéñòâèòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (9.14) áóäåò ìèíèìàëüíîé
ïðè

εn‖x∗n‖+ ‖y − yn‖ = qj
0 ‖yn − Anx

0
n‖. (9.20)

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç j
0
öåëóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ÷àñòü (îòíîñèòåëüíî j ) ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ (9.20), ïðèõîäèì ê (9.16), îòêóäà è èç (9.14) íàõîäèì
îöåíêè (9.18) è (9.19). Î÷åâèäíî, ëþáàÿ èç îöåíîê (9.18) è (9.19) ñ ó÷åòîì
(9.14) ïðèâîäèò ê (9.17). ßñíî, ÷òî åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé (9.15),
òî íà îñíîâå ëåììû 9.2 ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèÿì, ìàëî îòëè÷àþùèìñÿ îò
(9.16), (9.18)�(9.20).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, íåñêîëüêî îáðàòíóþ èçó÷åííîé â òå-
îðåìå 9.2.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ óðàâíåíèé ýôôåê-
òèâíîé îêàçàëàñü èäåÿ èòåðàòèâíîãî óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííîãî
ïåðâîíà÷àëüíî èç áîëåå ïðîñòîãî óðàâíåíèÿ è ÿâëÿþùåãîñÿ â ñèëó ýòîãî,
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âîçìîæíî, ëèøü ãðóáûì ïðèáëèæåíèåì ê èñêîìîìó ýëåìåíòó. Îäíèì èç
ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ ðåàëèçàöèè ýòîé èäåè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 9.3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 9.1 èëè æå ëåììû
9.2, òî ïðè x0 = x∗n èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (9.2) ïðè j →∞ ñõîäèòñÿ ê
åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ x∗ óðàâíåíèÿ (9.1) ñî ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé
íåðàâåíñòâàìè

‖x∗ − xj
n‖ 6 τ‖B‖(1− q)−1qj‖y − Ax∗n‖; j, n = 1, 2, . . . , (9.21)

ãäå íåâÿçêà íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ‖y − Ax∗n‖ = ‖Ax∗ − Ax∗n‖ → 0,

n → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç âûøåïðèâåäåííûõ ôàêòîâ.
Îòìåòèì, ÷òî äðóãèå, áîëåå èíòåðåñíûå ïðèìåðû èòåðàöèîííîãî

óòî÷íåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ íèæå.

Çàìå÷àíèå 9.1. Â ïðèâåäåííûõ âûøå óòâåðæäåíèÿõ îòíîñèòåëü-
íî ïðîöåññà (9.4) ìîæíî ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî B = Bn : Y −→ Xn,

An : X −→ Y èëè æå B = Bn : Yn −→ Xn, An : X −→ Yn, ãäå Xn

è Yn � ïðîèçâîëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâ X è Y ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òîãäà ïðè x0

n ∈ Xn ïîëó÷àåì xj
n ∈ Xn ïðè ëþáûõ j ∈ N. Ýòè ñëó÷àè

îñîáåííî óäîáíû, êîãäà Xn è Yn � êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îäè-
íàêîâîé ðàçìåðíîñòè; òîãäà ìû èìååì äåëî, ïî ñóùåñòâó, ñ à. è. ì. íà
áàçå ïðÿìûõ ìåòîäîâ (ñì. òàêæå íèæå ïï. 9.3 è 9.4). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â
ñëó÷àÿõ ãëàäêèõ îïåðàòîðîâ ïðåäïîëîæåíèÿ âûøåïðèâåäåííûõ òåîðåì è
ëåìì ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ [53] ìîæíî íåñêîëüêî îñëàáèòü, à â äðóãèõ
ñëó÷àÿõ � íåñêîëüêî óñèëèòü.

9.3. Ìåòîä óòî÷íÿþùèõ èòåðàöèé äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ à. è. ì. ÿâëÿåòñÿ ìåòîä óòî÷-
íÿþùèõ èòåðàöèé, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü èñõîäÿ èç èòåðàöèîííûõ
ïðîöåññîâ (9.2), (9.4), (9.5) ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå îïåðàòîðà B è íà-
÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ áîëåå ïîäðîáíî äëÿ ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé.

Íàðÿäó ñ èñõîäíûì óðàâíåíèåì (9.1), ãäå A � ëèíåéíûé íåïðåðûâ-
íûé îïåðàòîð èç X â Y , ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà

Ãx = y (x ∈ X, y ∈ Y ), (9.22)
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ãäå Ã � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç X â Y, òàêîé, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò Ã−1 : Y −→ X; â ÷àñòíîñòè, âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà Ã = B,

X = Y.

Ïîëîæèì

B = ϕ(τ, A) = Ã−1, x0 = x̃∗ = τÃ−1y è x0
n = τÃ−1yn.

Òîãäà èòåðàöèîííûå ïðîöåññû (9.2), (9.4), (9.5) (B = Bj) ïðèíèìàþò
ñîîòâåòñòâåííî âèä

xj+1 = xj + τÃ−1(y − Axj), x0 = x̃∗ = τÃ−1y, j = 0, 1, . . . ; (9.2′)

xj+1
n = xj

n+τÃ−1(yn−Anx
j
n), x0

n = τÃ−1yn, j = 0, 1, . . . , n = 1, 2, . . . ;

(9.4′)
xj+1 = xj + τÃ−1(yj − Ajx

j), x0 = τÃ−1y, j = 0, 1, . . . . (9.5′)

Åñëè îïåðàòîðû Ã è τA äîñòàòî÷íî áëèçêè, òî èç îáðàòèìîñòè îïå-
ðàòîðà Ã ñëåäóåò îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà A. Òîãäà îáðàòíûå îïåðàòîðû
Ã−1 è A−1 òàêæå áëèçêè, ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð τÃ−1A áëèçîê ê åäè-
íè÷íîìó îïåðàòîðó E . Â òàêîì ñëó÷àå îïåðàòîð ïåðåõîäà T = T (τ) =

= E− τÃ−1A áóäåò èìåòü ìàëóþ íîðìó. Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ñïðà-
âåäëèâî òàêæå äëÿ îïåðàòîðîâ Ã è τÃ−1 . Îòñþäà è èç ðåçóëüòàòîâ ï. 9.2
ñëåäóåò

Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû A, Ã, An

è ïàðàìåòð τ òàêîâû, ÷òî Ã ëèíåéíî îáðàòèì è

q = ‖E − τÃ−1A‖ < 1, qn = ‖E − τÃ−1An‖ 6 q0 < 1. (9.23)

Òîãäà óðàâíåíèÿ (9.1) è (9.3) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû ïðè ëþáûõ ïðàâûõ
÷àñòÿõ y ∈ Y è yn ∈ Y, èòåðàöèîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (9.2′) è
(9.4′) ïðè j → ∞ ñõîäÿòñÿ ê èõ åäèíñòâåííûì ðåøåíèÿì x∗ è x∗n ñî
ñêîðîñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî

‖x∗ − xj‖ 6 qj+1(1− q)−1‖x0‖; j = 1, 2, . . . , (9.24)

‖x∗n − xj
n‖ 6 qj+1

0 (1− q0)
−1‖x0

n‖; n, j = 1, 2, . . . , (9.25)

ãäå
‖x0

n‖ 6 ‖x0‖+ τ‖Ã−1‖ ‖y − yn‖; n = 1, 2, . . . .
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Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ïðè τ = 1 è n, j = 1, 2, . . .

‖x∗−xj
n‖ 6 ‖Ã−1‖(1− q0)

−1{‖y− yn‖+‖Ax∗−Anx
∗‖+ qj+1

0 ‖yn‖}, (9.26)

‖x∗n−xj
n‖ 6 ‖Ã−1‖(1− q′)−1{‖y−yn‖+‖Ax∗n−Anx

∗
n‖+ qj+1

0 ‖yn‖}, (9.27)

ãäå
q′ = max(q0, q), ‖x∗‖ 6 ‖Ã−1‖(1− q)−1‖y‖,

‖x∗n‖ 6 ‖Ã−1‖(1− q0)
−1‖yn‖.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ‖y− yn‖ → 0, ‖Ax∗−Anx
∗‖ → 0 ïðè n →∞,

òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9.4) ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó
ðåøåíèþ x∗ óðàâíåíèÿ (9.1) â ñìûñëå (9.12) è ñî ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿ-
åìîé íåðàâåíñòâàìè (9.26) è (9.27), ïðè÷åì ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð
èòåðàöèè j = j

0
, ÷òî ñïðàâåäëèâî (9.17) ñî ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé

íèæå.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè Aj → A (ñèëüíî), yj → y (ñèëüíî) ïðè j →∞
è

qj = ‖E − τÃ−1Aj‖ 6 q0 < 1,

òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (9.5′) ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ x∗

îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (9.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (9.23) îïåðàòîðû A è An ëèíåéíî îáðà-
òèìû, ïðè÷åì

‖A−1‖ 6 ‖Ã−1‖(1− q)−1, ‖A−1
n ‖ 6 ‖Ã−1‖(1− q0)

−1, n = 1, 2, . . . .

(9.28)

Òîãäà îáû÷íûì ñïîñîáîì ïðè ëþáûõ n = 1, 2, . . . íàõîäèì îöåíêè

‖x∗ − x∗n‖ 6 ‖A−1
n ‖(‖y − yn‖+ ‖Ax∗ − Anx

∗‖),
(9.29)

‖x∗ − x∗n‖ 6 ‖A−1‖(‖y − yn‖+ ‖Ax∗n − Anx
∗
n‖),

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ (9.25), (9.28) è ïåðâîé îöåíêè (9.29) ïðèõîäèì ê (9.26),
à ñ ïîìîùüþ (9.25), (9.28) è âòîðîé îöåíêè (9.29) � ê (9.27). Òåì ñàìûì
ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî.

Äîêàæåì ñëåäñòâèå 2. Ñîîòíîøåíèå (9.2) ñëåäóåò, î÷åâèäíî, êàê èç
(9.26), òàê è èç (9.27). Âûáåðåì j = j

0
è j = j

0

′ êàê öåëûå ÷àñòè ðåøåíèé
(îòíîñèòåëüíî j ) óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâåííî

‖y − yn‖+ ‖Ax∗ − Anx
∗‖ = qj+1

0 ‖yn‖,
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‖y − yn‖+ ‖Ax∗n − Anx
∗
n‖ = qj+1

0 ‖yn‖.
Òîãäà, êàê è â ï. 9.2, ïðèõîäèì ê (9.18) ñî ñêîðîñòÿìè, îïðåäåëÿåìûìè
íåðàâåíñòâàìè

‖x∗ − x
j
0

n ‖ 6 2‖Ã−1‖ ‖yn‖(1− q0)
−1q

j
0
+1

0 ,

‖x∗ − x
j
0
′

n ‖ 6 2‖Ã−1‖ ‖yn‖(1− q′)−1q
j
0
′+1

0 .
(9.30)

Ñëåäñòâèå 2 äîêàçàíî. Ñëåäñòâèå 3 â ñèëó (9.26) è (9.27) ñòàíîâèòñÿ
î÷åâèäíûì.

Ïîÿñíèì âêðàòöå ñìûñë òåîðåìû 9.4. ßñíî, ÷òî åñëè îïåðàòîðû Ã è
A áëèçêè, òî ýëåìåíò x0 = τÃ−1y èëè x0

n = τÃ−1yn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê íåêîòîðîå (âîîáùå ãîâîðÿ, ãðóáîå) ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ óðàâíå-
íèÿ (9.1). Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 9.4 è åå ñëåäñòâèé èòåðàöèîííûå ïðîöåññû
(9.2′) , (9.4′) è (9.5′) ïîçâîëÿþò óòî÷íÿòü ýòî ãðóáîå ïðèáëèæåíèå äî ëþ-
áîé ñòåïåíè òî÷íîñòè. Òàêîé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9.1) åñòåñòâåííî
íàçâàòü"ìåòîäîì óòî÷íÿþùèõ èòåðàöèé". Ýòî íàçâàíèå îïðàâäûâàåòñÿ
åùå è òåì, ÷òî èç îïèñàííîé ñõåìû (9.5) , (9.5′) â ÷àñòíîì ñëó÷àå

X = Y, A = E − λH, τ = 1, B = Ã−1, x0 = Ã−1y, n = j, (9.31)

ãäå H � ëèíåéíûé âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, ïîëó÷àåì ñõåìó "óòî÷-
íÿþùèõ" èòåðàöèé À.Á. Áàêóøèíñêîãî äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé Ôðåäãîëüìà II-ãî ðîäà; âïîñëåäñòâèè Ê.Â. Åìåëüÿíîâ è À.Ì. Èëüèí
äîêàçàëè, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé èì ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî çàâè-
ñèìîñòè ïîãðåøíîñòè îò ÷èñëà ïðîèçâåäåííûõ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé.
Â ýòîì æå ñìûñëå îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîëîñ Ã.Í. Ïîëîæåãî è
Ï.È. ×àëåíêî. Êðîìå òîãî, êîãäà X = Y = M [a, b] , à H � ëèíåéíûé èí-
òåãðàëüíûé îïåðàòîð, èç ñõåìû (9.2′), (9.31) ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå èí-
òåðåñíûå áûñòðîñõîäÿùèåñÿ àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèÿ II-ãî ðîäà, ïðåäëîæåííûå Á.À. Áåëüòþêîâûì. Êðàòêèé îáçîð
ðåçóëüòàòîâ òîëüêî ÷òî óêàçàííûõ àâòîðîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ññûëêàìè
èìååòñÿ â ðàáîòå [19], à òàêæå â § 7 ãë. II êíèãè [10].

Â ñèëó ñêàçàííîãî, à òàêæå ñ ó÷åòîì ïîñëåäóþùèõ ïðèëîæåíèé (â
ïåðâóþ î÷åðåäü ê ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì) ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ìåòîäà óòî÷íÿþùèõ èòåðàöèé. Â ýòîì
ñìûñëå âåñüìà óäîáíûìè ÿâëÿþòñÿ òåîðåìà 9.4 è åå ñëåäñòâèÿ. Êðîìå
òîãî, íèæå ïðèâîäÿòñÿ åùå ðÿä òåîðåì â ýòîì íàïðàâëåíèè.
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Òåîðåìà 9.5. Ïóñòü äàíû óðàâíåíèÿ (9.1) è (9.22), ãäå D(A) =

= D(Ã) ⊆ X, R(A) = R(Ã) ⊆ Y . Ïóñòü ïðèáëèæåííûé îïåðàòîð Ã

èìååò ëåâûé ëèíåéíûé îáðàòíûé Ã−1
l è ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòî-

ðà øàãà T = Tl = E − τÃ−1
l óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ρ = ρ(Tl) < 1.

Òîãäà óðàâíåíèå (9.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗ ïðè äàííîé ïðà-
âîé ÷àñòè y ∈ R(A), è åãî ìîæíî íàéòè êàê ïðåäåë èòåðàöèîííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè (9.2) ïðè B = Ã−1

l , x0 = τÃ−1
l y , y ∈ R(A). Åñëè,

êðîìå òîãî, ‖T‖ 6 q < 1, òî óêàçàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ
ñî ñêîðîñòüþ

‖x∗ − xj‖ 6 qj+1(1− q)−1‖x0‖, x0 = τÃ−1
l y. (9.32)

Òåîðåìà 9.6. Ïóñòü äàíû óðàâíåíèÿ (9.1) è (9.22), ãäå D(A) =

= D(Ã) = X, R(A) = R(Ã) = Y . Ïóñòü îïåðàòîð Ã èìååò ïðàâûé
îáðàòíûé Ã−1

r è ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà øàãà T = Tr = E− τAr

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ρ = ρ(Tr) < 1. Òîãäà óðàâíåíèå (9.1) â
ïðîñòðàíñòâå X1 = X ª N(Ã) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗ =

= Ã−1
r z∗ ∈ X1, ãäå N(Ã) � ïîäïðîñòðàíñòâî íóëåé îïåðàòîðà Ã, z∗

åñòü ïðåäåë èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

zj+1 = zj + τ(y − AÃ−1
r zj) = Trz

j + τy, z0 = τy, j = 0, 1, . . . . (9.33)

Åñëè, êðîìå òîãî, ‖Tr‖ 6 q < 1, òî

‖x∗−xj‖ 6 τqj+1(1− q)−1‖Ã−1
r ‖ ‖y‖, xj = Ã−1

r zj, j = 1, 2, . . . . (9.34)

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 9.5 è 9.6 èìåþòñÿ â ðàáîòå àâòîðà [19].
Ïóñòü òåïåðü ñóùåñòâóåò äâóñòîðîííèé ëèíåéíûé îïåðàòîð

Ã−1. Òîãäà ñïåêòðàëüíûå ðàäèóñû îïåðàòîðîâ Tl = E − τÃ−1A è
Tr = E − τAÃ−1 ñîâïàäàþò, N(Ã) = θ, X1 = X = Ã−1(Y ). Ñëåäîâàòåëü-
íî, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (9.2) ïðè x0 = τÃ−1y, B = Ã−1 ýêâèâàëåíòåí
ïðîöåññó (9.33) â ñìûñëå çàìåíû xj = Ã−1zj, zj = Ãxj, j = 0, 1, . . . .

Ïîýòîìó èç òåîðåì 9.5 è 9.6 ñëåäóåò

Òåîðåìà 9.7. Ïóñòü äàíû óðàâíåíèÿ (9.1) è (9.22) ñ ëèíåéíûìè
íåïðåðûâíûìè îïåðàòîðàìè A : X −→ Y, Ã : X −→ Y è D(A) =

= D(Ã) = X, R(A) = R(Ã) = Y. Åñëè îïåðàòîð Ã íåïðåðûâíî îáðàòèì
è ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ

ρ(Tl) = ρ(Tr) < 1, Tl = E − τÃ−1A, Tr = E − τAÃ−1, (9.35)
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òî óðàâíåíèå (9.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗ ∈ X ïðè ëþáîì
y ∈ Y è åãî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè êàê ïðåäåë èòåðàöèîííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (9.2) ïðè B = Ã−1, x0 = τBy èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(9.33) ïðè xj = Ã−1zj.

Çàìå÷àíèå 9.2. Óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 9.5�9.7,
ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ (9.4) è (9.5).

9.4. Âàðèàíò ìåòîäà óòî÷íÿþùèõ èòåðàöèé íà áàçå ïðÿìûõ ìåòîäîâ

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ðåçóëüòàò ïî ìåòîäó óòî÷íÿþùèõ èòåðàöèé,
îñíîâàííûé íà ïðÿìûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü
X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, à Xn è Yn � èõ êîíå÷íîìåðíûå
ïîäïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè. Ðàññìîòðèì äâà óðàâíåíèÿ:
òî÷íîå (9.1) è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïðèáëèæåííîå âèäà

Anxn = yn (xn ∈ Xn, yn ∈ Yn, n = 1, 2, . . .), (9.36)

ãäå A : X −→ Y è An : Xn −→ Yn � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû.
Ðåøåíèå x∗ óðàâíåíèÿ (9.1) áóäåì îïðåäåëÿòü èòåðàöèîííûì ìåòîäîì

xj+1
n = xj

n + τB(y − Axj
n), x0

n = x∗n; n, j = 1, 2, . . . , (9.37)

ãäå x∗n � ðåøåíèå ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ (9.36) ïðè ïðàâîé ÷àñòè yn ∈
Yn , à B : Y −→ X � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 9.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
à) îïåðàòîð B : X −→ Y íåïðåðûâíî îáðàòèì;
á) q = ‖E − τBA‖ < 1;
â) ‖An − A‖Xn→Y → 0, ‖y − yn‖ → 0, n →∞.
Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (9.37) ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ðå-

øåíèþ x∗ óðàâíåíèÿ (9.1) â ñìûñëå

lim
j→∞
n→∞

xj
n = x∗ = lim

j→∞
xj

n = lim
n→∞

xj
n = lim

j→∞
lim
n→∞

xj
n, (9.38)

ïðè÷åì

‖x∗ − xj
n‖ 6 τqj(1− q)−1‖B‖ ‖y − Ax∗n‖; n, j = 1, 2, . . . . (9.39)

Åñëè, â ÷àñòíîñòè, j = j
0
= [[ln ‖y − Ax∗n‖/ ln q]], òî

‖x∗ − x
j
0

n ‖ 6 τ‖B‖q−1(1− q)−1‖y − Ax∗n‖2 6 τ‖B‖(1− q)−1q2j
0 , (9.40)
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â òî âðåìÿ êàê

‖x∗ − x∗n‖ 6 τ‖B‖(1− q)−1‖y − Ax∗n‖, (9.39′)

‖y − Ax∗n‖ 6 1

1− pn
(‖y − yn‖+ pn‖y‖), pn =

τ‖B‖
1− q

‖A− An‖ < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèé à) è á) îïåðàòîð A íåïðåðûâíî
îáðàòèì è ‖A−1‖ 6 τ‖B‖(1− q)−1 . Îòñþäà è èç óñëîâèÿ á) ñëåäóåò (ñì.,
íàïð., òåîðåìó 4.1) ëèíåéíàÿ îáðàòèìîñòü îïåðàòîðîâ An õîòÿ áû ïðè
pn < 1 è ‖A−1

n ‖ 6 τ‖B‖(1−q)−1(1−pn)
−1 . Òîãäà ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ

(9.36) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû è x∗n = A−1
n yn → x∗ = A−1y , n → ∞ , à

â ñèëó § 5 ñïðàâåäëèâû îöåíêè (9.39′). Òåïåðü ÿñíî, ÷òî èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ (9.37) ïðè x0

n = x∗n èìååò ñìûñë. Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ á) ëåãêî
íàõîäèì îöåíêó (9.39), îòêóäà è èç (9.39′) ñëåäóåò (9.38). Îöåíêè (9.40)

âûâîäÿòñÿ èç (9.39). Òåîðåìà äîêàçàíà.

9.5. Àïïðîêñèìàòèâíî-èòåðàöèîííûé ìåòîä
ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Â ýòîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè
ïðÿìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Â îñíîâå
èññëåäîâàíèÿ ëåæèò óíèâåðñàëüíûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ êîíå÷-
íîìåðíîãî óðàâíåíèÿ (9.36):

xj+1
n = xj

n + τBn(yn − Anx
j
n), x0

n = τBnyn, j = 0, 1, . . . , (9.41)

ãäå τ = τ(j, n, An, Bn) > 0 è Bn : Yn −→ Xn � ïîäëåæàùèå îïðåäåëå-
íèþ èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð è ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Òåîðåìà 9.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
à) îïåðàòîð A : X −→ Y íåïðåðûâíî îáðàòèì;
á) ‖yn− y‖ → 0, n →∞ è εn ≡ ‖An−A‖ → 0, An−A : Xn −→ Y ,

n →∞;
â) ñóùåñòâóþò òàêèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû Bn : Yn −→ Xn è ïà-

ðàìåòð τ > 0, ÷òî

qn ≡ ‖E − τBnAn‖ 6 q < 1.
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Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (9.41) ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ðå-
øåíèþ x∗ = A−1y óðàâíåíèÿ (9.1) â òîì ñìûñëå, ÷òî

lim
n→∞

lim
j→∞

xj
n = lim

n→∞
x∗n = x∗. (9.42)

Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé íîìåð èòåðàöèè j = j
0
òàêîé,

÷òî ïðè n > n0, j = 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

‖xj
0

n − x∗‖ 6 ‖xj
n − x∗‖; lim

n→∞
x

j
0

n = x∗; lim
n→∞

xj
n 6= x∗ (j 6= j

0
); (9.43)

‖x∗ − x
j
0

n ‖ 6 2τ(1− q)−1qj
0
+1‖Bnyn‖. (9.44)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì pn = ‖A−1‖εn. ßñíî, ÷òî ïðè âñåõ
n > n0 â ñèëó óñëîâèÿ á) èìååì pn < 1 . Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 4.1 îïåðàòîð
An : Xn −→ Yn ëèíåéíî îáðàòèì è

‖x∗ − x∗n‖ 6 ‖A−1‖(1− pn)
−1{‖y − yn‖+ pn‖y‖}, (9.45)

ãäå x∗ = A−1y , x∗n = A−1
n yn . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïåðàòîð Bn : Yn −→ Xn

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Bn = τ−1(E − Tn)A
−1
n , Tn = E − τBnAn, n > n0. (9.46)

Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ â) îïåðàòîð Bn : Yn −→ Xn ëèíåéíî îáðàòèì è

B−1
n = τAn(E − Tn)

−1, Tn = E − τBnAn, n > n0. (9.47)

Ïîýòîìó óðàâíåíèå (9.36) ïðè âñåõ n > n0 ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

xn = (E − τBnAn)xn + τBnyn, n > n0. (9.48)

ßñíî, ÷òî ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9.48) ñ íà÷àëüíûì
ïðèáëèæåíèåì x0

n = τBnyn ñîâïàäàåò ñ óíèâåðñàëüíûì èòåðàöèîííûì
ìåòîäîì (9.41) äëÿ óðàâíåíèÿ (9.1). Ïîýòîìó â ñèëó óñëîâèÿ â) ìåòîä
(9.41) ñõîäèòñÿ ïðè j → ∞ è n > n0 ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ x∗n =

= A−1
n yn óðàâíåíèÿ (9.36) ñî ñêîðîñòüþ

‖x∗n − xj
n‖ 6 qj+1(1− q)−1τ‖Bnyn‖, n > n0, j = 1, 2, . . . , (9.49)

Èç (9.45) è (9.49) íàõîäèì îöåíêó ïðè n > n0, j = 1, 2, . . . :

‖x∗ − xj
n‖ 6 ‖A−1‖(1− pn)

−1{‖y − yn‖+ pn‖y‖}+ τqj+1(1− q)−1‖Bnyn‖.
(9.50)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç j
0
öåëóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ (îòíîñèòåëü-

íî j ) óðàâíåíèÿ

‖A−1‖(1− pn)
−1{‖y − yn‖+ pn‖y‖} = τqj+1(1− q)−1‖Bnyn‖. (9.51)

Òîãäà èç (9.50) íàõîäèì îöåíêó (9.44), îòêóäà è èç (9.50), êàê è â ïóíêòàõ
9.2 è 9.3, ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (9.51) â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (9.46) è òåîðåìû
4.1 ìîæåò áûòü çàìåíåíî áîëåå ïðîñòûì óðàâíåíèåì

2‖yn‖(1− q)−1qj+1 = ‖y − yn‖+ pn‖y‖; (9.51′)

òîãäà îöåíêó (9.44) ñëåäóåò çàìåíèòü íà

‖x∗ − x
j
0

n ‖ 6 4‖A−1‖(1− pn)
−1(1− q)−1‖yn‖qj

0
+1, (9.44′)

ãäå j
0
= j′

0
� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.51′) .

Òåîðåìó 9.9 íåñêîëüêî äîïîëíÿåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 9.10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
à) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî îáðàòèìûé ëèíåéíûé îïåðàòîð B :

Y → X ;
á) ‖Bn −B‖ −→ 0, n →∞, Bn −B : Yn −→ X;

â) An , Bn , yn è τ òàêîâû, ÷òî qn ≡ ‖E − τBnAn‖ 6 q < 1 è
‖An − A‖ −→ 0, An − A : Xn −→ Y , ‖yn − y‖ → 0, n →∞.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 9.9 äëÿ j
0
, ÿâëÿþùåãîñÿ

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

qj+1‖Bnyn‖ = ‖B‖(1− γn)
−1(‖y − yn‖+ γn‖y‖), (9.52)

ãäå
γn = τ‖B‖(1− q)−1‖A− An‖ < 1, A− An : Xn −→ Y.

Äîêàçàòåëüñòâî âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
9.9. Ïîýòîìó óêàæåì òîëüêî ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà.

Â ñèëó óñëîâèé à) è á) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4.1 äîêàçûâàåòñÿ ëè-
íåéíàÿ îáðàòèìîñòü îïåðàòîðîâ Bn ïðè âñåõ n > n1 . Îòñþäà è èç óñëî-
âèÿ â) âûâîäèòñÿ ëèíåéíàÿ îáðàòèìîñòü îïåðàòîðîâ An ïðè n > n1 è
xj

n → x∗n, j →∞, ñî ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâàìè

‖x∗n − xj
n‖ 6 qj+1(1− q)−1τ‖Bnyn‖, x0

n = τBnyn, j = 1, 2, . . . . (9.53)
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Èç óñëîâèé á) è â) ñëåäóåò îöåíêà ‖E−τBA‖ 6 q < 1. Ïîýòîìó â ñè-
ëó óñëîâèÿ à) îïåðàòîð A íåïðåðûâíî îáðàòèì è ‖A−1‖ 6 τ‖B‖ (1− p)−1.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖x∗ − x∗n‖ 6 τ‖B‖(1− q)−1(1− γn)
−1{‖yn − y‖+ γn‖y‖}. (9.54)

Èç (9.53) è (9.54) ñëåäóåò îöåíêà

‖x∗ − xj
n‖ 6 τ

1− q

{
qj+1‖Bnyn‖+

‖B‖
1− γn

(‖yn − y‖+ γn‖y‖)
}

. (9.55)

Äàëüøå èç (9.55) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîðû Bn è èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû

τ = τn , î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â òåîðåìàõ 9.9 è 9.10, ñóùåñòâóþò.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 9.11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ à) è á) òåîðåìû 9.9. Òî-
ãäà ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû Bn : Yn −→ Xn òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ τ > 0

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå â) òåîðåìû 9.9, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9.41) ñõî-
äèòñÿ â ñìûñëå (9.42)�(9.44).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò îïåðàòîð
Cn : Xn −→ Yn òàêîé, ÷òî

α = α(n) = ‖A−1
n ‖ ‖An − Cn‖ < 1/2.

ßñíî, ÷òî îïåðàòîðû Cn ëèíåéíî îáðàòèìû è

C−1
n = A−1

n + ∆n, ∆n =
∞∑

j=1

(A−1
n δn)

jA−1
n , δn = An − Cn. (9.57)

Â (9.41) ïîëîæèì Bn = C−1
n . Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9.1) ïîëó÷àåì

îäíó èç ñõåì àïïðîêñèìàòèâíî-èòåðàöèîííîãî ìåòîäà:

xj+1
n = xj

n + τ(yn − C−1
n Anx

j
n), x0

n = τC−1
n yn, j = 0, 1, . . . . (9.41′)

Çäåñü ýëåìåíò x0
n = τC−1

n yn ÿâëÿåòñÿ ëèøü ãðóáûì ïðèáëèæåíèåì
ê x∗n = A−1

n yn , èñõîäÿ èç êîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9.41) ïðèâî-
äèò ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ (9.36), åñëè òîëüêî
‖E− τC−1

n An‖ < 1 . Ýòî íåðàâåíñòâî, à òåì ñàìûì è óñëîâèå òåîðåìû 9.9,
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ τ > 0 , òàê êàê â ñèëó (9.56) è (9.57) èìååì

qn = ‖E − τC−1
n An‖ = ‖(1− τ)E − τ∆nAn‖ 6 1− τ + τα(1− α)−1 < 1.
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Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 9.11 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9.12. Ïóñòü X è Y � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé à) è á) òåîðåìû 9.9 ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû Bn

è èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû τn òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9.41)

ñõîäèòñÿ â ñìûñëå (9.42)�(9.44) ñî ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé íèæå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ n, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî, èìååì

αn = ‖A−1‖ ‖A− An‖ < 1/2, A− An : Xn −→ Y,

è, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.1,

‖A−1
n ‖ 6 2‖A−1‖, ‖x∗ − x∗n‖ 6 a‖A− An‖+ b‖y − yn‖, n > n0, (9.58)

ãäå a è b � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò n. Äàëüøå äîêà-
çàòåëüñòâî ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Â ÷àñòíîñòè,
ïîëàãàÿ Bn = A∗

n, ãäå A∗
n � ñîïðÿæåííûé ê An îïåðàòîð, ïîëó÷àåì, ÷òî

A∗
nAn â ñèëó (9.58) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-

íûì îïåðàòîðîì ñ ãðàíèöàìè ñïåêòðà Mn = ‖An‖2 è mn > ‖A−1
n ‖−2 >

> (2‖A−1‖)2 > 0. Åñëè èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð τ = τn âûáðàòü èç óñëî-
âèÿ 0 < τ < 2‖An‖−2 6 2ρ−2(An), ãäå ρ(An)� ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ
îïåðàòîðà An, òî â ñèëó (9.58) íàõîäèì 0 < τ < 2‖A−1

n ‖2 6 8‖A−1‖2.

Òîãäà [59], [61] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9.41) ïðè j →∞, n > n0 ñõîäèòñÿ ê
åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (9.36). Ïîëàãàÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè
τ = τn = (Mn + mn)

−1, äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòîðà ïåðåõîäà
Tn = E − τBnAn èìååì

qn = ρ(Tn) = ρ(E − τnA
∗
nAn) = (Mn −mn)/(Mn + mn) < 1. (9.59)

Ïîýòîìó xj
n → x∗n, j →∞, êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòå-

ëåì qn, òî÷íåå,

‖x∗n − xj
n‖ 6 (M 1/2

n /mn)[(Mn −mn)/(Mn + mn)]
j+1‖yn‖; j = 0, 1, . . . .

(9.60)

Èç (9.58) è (9.60) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïðîöåññà (9.41) â ñìûñëå (9.42). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç j

0
öåëóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ÷àñòü (îòíî-

ñèòåëüíî j ) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

qj+1
n ‖yn‖M 1/2

n = mn(a‖An − A‖+ b‖yn − y‖),
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â ñèëó (9.58)�(9.60) íàõîäèì

‖x∗ − x
j
0

n ‖ 6 2‖yn‖(M 1/2
n /mn)q

j
0
+1

n . (9.61)

Ñ ó÷åòîì Mn → M = ‖A‖2, mn → m > ‖A−1‖−2 > 0 ïðè n → ∞, èç
(9.58)�(9.61) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Çàìå÷àíèå 9.3. Â ñèëó òîãî, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà Xn

è Yn ãîìåîìîðôíû N = N(n)-ìåðíîìó åâêëèäîâîìó ïðîñòðàíñòâó RN ,

òåîðåìà 9.12 ñ íåêîòîðûìè èçìåíåíèÿìè ïåðåíîñèòñÿ è íà ñëó÷àé, êîãäà
X è Y � ïðîèçâîëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ (9.41) ïðåäâàðèòåëüíî óäîáíî çàïèñàòü äëÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíîé óðàâíåíèþ (9.36),
è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåçóëüòàòàìè èç [58], [61].

9.6. Îá îöåíêå ïîëíîé ïîãðåøíîñòè
àïïðîêñèìàòèâíî-èòåðàöèîííîãî ìåòîäà

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé ðåàëüíûé âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ
ñîïðîâîæäàþò ñëåäóþùèå ïîãðåøíîñòè:

à) íàñëåäñòâåííàÿ èëè íåóñòðàíèìàÿ ïîãðåøíîñòü εH;

á) ïîãðåøíîñòü ìåòîäà èëè ïðèíöèïèàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü εM;

â) âû÷èñëèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü èëè ïîãðåøíîñòü îêðóãëåíèé ε0.

Òîãäà ïîëíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü εn îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
εn = εH + εM + ε0. Ó÷åò ýòèõ ïîãðåøíîñòåé è èõ ðàçóìíîå ñîãëàñîâàíèå
èìååò, êàê èçâåñòíî, èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå çíà÷åíèå â âû÷èñëèòåëüíîé
ïðàêòèêå. Â ýòîì íàïðàâëåíèè â ïîñëåäíèå ãîäû äîñòèãíóò îïðåäåëåí-
íûé ïðîãðåññ. Íà îñíîâå ðÿäà èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, â ïåðâóþ î÷åðåäü,
ðåçóëüòàòîâ Í.Ñ. Áàõâàëîâà, Â.Â. Âîåâîäèíà, Â.Â. Èâàíîâà è Äæ. Óèë-
êèíñîíà ñ ïîìîùüþ âûøåïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî îöåíèòü ïîë-
íóþ àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàòèâíî-èòåðàöèîííîãî ìåòîäà;
ïîäðîáíûå ññûëêè è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèâåäå-
íû â ðàáîòàõ àâòîðà [19], [20] è â § 7 ãë. II åãî êíèãè [10].
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§ 10. Ðåøåíèå îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé
ìåòîäîì ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê

Ýòîò ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îáîáùåíèþ èçâåñòíîãî â íàó÷íîé ëèòå-
ðàòóðå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ è äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ íà ñëó÷àé îáùèõ
ëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, çàäàííûõ â ïàðå ïðîèçâîëüíûõ (íå
îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþùèõ) áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Îñíîâíîå âíèìàíèå
ïðè ýòîì óäåëåíî âîïðîñàì òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ óêàçàííîãî ìåòî-
äà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

Ax = y (x ∈ X, y ∈ Y, A ∈ L(X, Y )), (10.1)

ãäå X è Y � ïîëíûå ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, à L(X, Y )

� ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ (ò. å. àääèòèâíûõ è îäíîðîäíûõ) îïåðàòî-
ðîâ èç X â Y .

Íèæå, â ïðîäîëæåíèå íà÷àòûõ â ðàáîòàõ [59], [62], [63], [40], [10]�[12]
èññëåäîâàíèé, èçó÷àåòñÿ ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10.1),
â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ (íàïð., êîãäà X = Y èëè õîòÿ áû Y åñòü ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî) ñîâïàäàþùèé ñ èçâåñòíûì (ñì., íàïð., [62]�[64]) ìåòîäîì
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ñì. òàêæå âûøå ï. 6.3).

Ïóñòü {Xn}∞1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà X , dim Xn = n ∈ N , ïðè÷åì Xn ⊂ D(A) â ñëó÷àå
íåîãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà A ∈ L(X, Y ) .

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.1) èùåì â âèäå ýëåìåíòà

xn =
n∑

k=1

αkϕk ∈ Xn, n ∈ N, (10.2)

ãäå {ϕk = ϕkn}n
1 � áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Xn . Íåèçâåñòíûå êîýôôèöè-

åíòû αk = αkn ∈ C (k = 1, n) áóäåì îïðåäåëÿòü èñõîäÿ èç óñëîâèÿ
ìèíèìàëüíîñòè íîðìû íåâÿçêè

rn ≡ y − Axn = y −
n∑

k=1

αkψk, ψk ≡ Aϕk, (10.3)

â ïðîñòðàíñòâå Y :

inf
xn∈Xn

‖y − Axn‖Y
= inf

α1,...,αn∈C
‖y −

n∑

k=1

αkψk‖Y
≡ Eψ

n (y), (10.4)
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ãäå C, êàê è âûøå, åñòü ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Âåëè÷èíà

Eψ
n (y) = ρ(y,AXn)Y

, n ∈ N, (10.5)

ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî y ∈ Y , ãäå ρ(y, Yn)Y åñòü ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà
y ∈ Y äî ïîäïðîñòðàíñòâà Yn = AXn â íîðìå ïðîñòðàíñòâà Y . Åñëè æå
ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {ψk}n

1 ⊂ Y ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà
α∗k, k = 1, n, à ñëåäîâàòåëüíî, è ýëåìåíò

x∗n =
n∑

k=1

α∗kϕk, n ∈ N, (10.2∗)

íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ òî÷íûå íèæíèå ãðàíè â (10.4), è òîãäà

‖y − Ax∗n‖Y
= ‖y −

n∑

k=1

α∗kAϕk‖Y
≡ Eψ

n (y). (10.6)

Îäíàêî ÷èñëà α∗k, k = 1, n , à ñëåäîâàòåëüíî, è ýëåìåíò x∗n ∈ Xn , íà
êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ inf â (10.4), íå îáÿçàíû áûòü åäèíñòâåííûìè. Åñ-
ëè æå ïðîñòðàíñòâî Y ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íîðìèðîâàííûì, òî óêàçàííàÿ
åäèíñòâåííîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì â ïîðÿäêå âîçðàñòàþùåé òðóäíîñòè âîçíèêàþò ñëå-
äóþùèå çàäà÷è:

1) ñóùåñòâîâàíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (10.2∗) è åãî åäèíñòâåí-
íîñòü;

2) ïðàêòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ýëåìåíòà x∗n ∈ Xn;

3) âû÷èñëåíèå è èññëåäîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèîíàëîâ
{Eψ

n (y)}∞1 êàê îäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê ìåòîäà;
4) ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé x∗n ∈ Xn ê òî÷íîìó ðåøåíèþ

x∗ ∈ X óðàâíåíèÿ (10.1) è îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû
x∗ ≈ x∗n, n ∈ N, â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ èñõîäíûõ äàííûõ.

Ðåøåíèå óêàçàííûõ çàäà÷ ïðåäëàãàåòñÿ â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ (ââè-
äó îãðàíè÷åííîñòè îáúåìà ïîñîáèÿ çäåñü äîêàçàòåëüñòâà íå ïðèâîäÿòñÿ).

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
α) Y � ñòðîãî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî èëè æå èìååò âû-

ïóêëóþ ñôåðó;
β ) óðàâíåíèå (10.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗ ∈ X õîòÿ áû

ïðè äàííîé ïðàâîé ÷àñòè y ∈ Y .
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Òîãäà ïðè âñåõ n ∈ N ïîñòàâëåííàÿ âûøå çàäà÷à èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå (10.2∗). Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå

γ ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ {Yn}∞1 , ãäå Yn = AXn ⊂
Y, ïðåäåëüíî ïëîòíà â ïðîñòðàíñòâå Y ,
òî ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä ñõîäèòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî íåâÿçêà

y − Ax∗n = y −
n∑

k=1

α∗kAϕk → 0, n →∞, (10.7)

â ïðîñòðàíñòâå Y , ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ xn ∈ Xn

‖y − Ax∗n‖ = Eψ
n (y) 6 ‖y − Axn‖, n ∈ N. (10.8)

Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
α) Y � ñòðîãî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî èëè æå èìååò âû-

ïóêëóþ ñôåðó;
β ) ëèíåéíûé îïåðàòîð A ∈ L(X,Y ) èìååò íåïðåðûâíûé îáðàòíûé

A−1 ∈ L(Y, X);

γ ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ {Yn}∞1 , ãäå Yn = AXn ⊂
Y , ïðåäåëüíî ïëîòíà â ïðîñòðàíñòâå Y.

Òîãäà ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ (10.2∗) ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû
ïðè ëþáûõ y ∈ Y è n ∈ N, îíè ñõîäÿòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ x∗ = A−1y

â ïðîñòðàíñòâå X , ïðè÷åì
‖x∗ − x∗n‖X

6 ‖A−1‖Y−→XEψ
n (y), n ∈ N. (10.9)

Òåîðåìà 10.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
α) Y � ñòðîãî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî èëè æå èìååò âû-

ïóêëóþ ñôåðó;
β ) íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A ∈ L(X, Y ) èìååò íåïðåðûâíûé îáðàò-

íûé A−1 ∈ L(Y,X);

γ ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn}∞1 ïîäïðîñòðàíñòâ Xn ⊂ X,

dim Xn = n ∈ N, ïðåäåëüíî ïëîòíà â ïðîñòðàíñòâå X .
Òîãäà ïðè ëþáûõ y ∈ Y è n ∈ N ïîñòàâëåííàÿ âûøå çàäà÷à èìå-

åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (10.2∗). Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ x∗n ñõîäÿòñÿ
ê òî÷íîìó ðåøåíèþ x∗ = A−1y óðàâíåíèÿ (10.1) â ïðîñòðàíñòâå X ,
ïðè÷åì äëÿ ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû x∗n ≈ x∗, n ∈ N, ñïðà-
âåäëèâû îöåíêè

En(x
∗)

X
6 ‖x∗ − x∗n‖X

6 η(A) En(x
∗)

X
, n ∈ N, (10.10)
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ãäå En(x
∗)

X
= ρ(x∗, Xn)X

� íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå x∗ ∈ X âñåâîç-
ìîæíûìè ýëåìåíòàìè âèäà (10.2) â ïðîñòðàíñòâå X , à

η(A) = ‖A‖X−→Y ‖A−1‖Y−→X

� ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè îïåðàòîðà A ∈ L(X, Y ).
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â êàæäîé èç ïðèâåäåííûõ òåîðåì ñóùåñòâåí-

íûì îáðàçîì èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî ñòðîãîé íîðìèðîâàííîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà Y ; òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò, íàïð., ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà:

1) àáñòðàêòíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Y = {y} ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì è ñ îïðåäåëÿåìîé ÷åðåç íåãî íîðìîé ñîîòâåòñòâåííî

(
f, g

)
Y

è ‖f‖
Y

=
√

(f, f) (f, g ∈ Y );

2) âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà Y = Lp (ρ) = Lp (ρ; < a, b >) ïðè
ëþáûõ p ∈ (1,∞) ñ íîðìîé

‖f‖
Y

=

{ b∫

a

ρ(t)|f(t)|pdt

}1/p

, f ∈ Lp(ρ),

ãäå ρ = ρ(t) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè < a, b >⊂ (−∞,∞) ñ ìåðîé
mes < a, b >= b − a 6 ∞ . Îäíàêî ïðîñòðàíñòâà L1(ρ) è L∞(ρ) , à òàê-
æå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C < a, b > íå ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî
íîðìèðîâàííûìè.

Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ ëþáîé èç òåîðåì èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ

f(α1, α2, . . . , αn) ≡ ‖y −
n∑

k=1

αkAϕk‖Y
, y ∈ Y, n ∈ N,

èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì è îí äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå
α∗ = (α∗1 , α∗2, . . . , α

∗
n) . Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(α1, α2, . . . , αn) ÿâëÿåòñÿ

âûïóêëîé, íåïðåðûâíîé ïî Ã¼ëüäåðó è îãðàíè÷åííîé ñíèçó, òî äëÿ íàõî-
æäåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé òî÷êè α∗ = (α∗1 , α∗2, . . . , α

∗
n) ìîæíî èñïîëüçîâàòü

õîðîøî ðàçâèòûå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ìåòîäû âûïóêëîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ (ñì., íàïð., [9], [68]).

Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî îáîéòèñü òàêæå áîëåå ïðîñòûìè ñðåä-
ñòâàìè; ïóñòü, íàïð., Y = {y} åñòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ óêàçàííû-
ìè âûøå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé, à X = {x} � ëèíåéíîå íîð-
ìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êà α∗ = (α∗1, . . . , α

∗
n)
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îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (ÑËÀÓ):

n∑

k=1

αk(Aϕk, Aϕj)Y = (y, Aϕj)Y , j = 1, n, n ∈ N, (10.11)

ãäå A ∈ L(X, Y ) . Ïîñêîëüêó ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
íîðìèðîâàííûì, òî â óñëîâèÿõ ëþáîé èç òåîðåì 10.1�10.3 ÑËÀÓ (10.11)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå α∗ = (α∗1, . . . , α

∗
n) ïðè ëþáûõ n ∈ N ; ýòî ÿñíî

òàêæå èç òîãî ôàêòà, ÷òî îïðåäåëèòåëü Dn = det(ψk, ψj)Y ÑËÀÓ (10.11)
ñîâïàäàåò, êàê óæå óêàçûâàëîñü â § 6, ñ îïðåäåëèòåëåì Ãðàììà ëèíåéíî
íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ýëåìåíòîâ ψ1, ψ2, . . . , ψn , ãäå ψk = Aϕk ∈ Y .

Òåïåðü ðàññìîòðèì êîíêðåòèçàöèþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
â ÷àñòíîì ñëó÷àå

y = y(t) ∈ R[a, b] è A(xn; t) ∈ R[a, b], xn ∈ Xn, (10.12)

ãäå R[a, b] � ìíîæåñòâî âñåõ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó ôóíêöèé â ïðî-
ìåæóòêå [a, b] ⊂ (−∞,∞) .

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.1) áóäåì èñêàòü â âèäå ýëå-
ìåíòà (10.2), íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî áóäåì îïðåäåëÿòü èç
óñëîâèÿ

m∑

l=1

Bl | y(tl)− A(xn; tl)| 2 ⇒ min, (10.13)

ãäå Bl = Blm ∈ R+, tl = tlm ∈ [a, b], m ∈ N , ïðè÷åì

m∑

l=1

Bl =

b∫

a

ρ(t) dt, lim
m→∞

m∑

l=1

Bl| y(tl)| 2 =

b∫

a

ρ(t)| y(t)| 2dt, y ∈ R [a, b],

(10.14)

à ρ(t) ∈ L1[a, b] åñòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ñåãìåíòà [a, b] .
Óñëîâèå (10.13) ïðèâîäèò ê ÑËÀÓ

n∑

k=1

αk

m∑

l=1

Bl A(ϕk; tl) A(ϕj; tl) =
m∑

l=1

y(tl) A(ϕj; tl), j = 1, n, (10.15)

ãäå α � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ âåëè÷èíà.

Òåîðåìà 10.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèå β ) òåîðåìû 10.1 è óñëî-
âèÿ (10.12).
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Òîãäà ÑËÀÓ (10.15) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
α∗1, α

∗
2, . . . , α

∗
n ∈ C ïðè ëþáûõ n è m ∈ N, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî xn ∈ Xn

ñïðàâåäëèâû îöåíêè

σnm ≡
{

m∑

l=1

Bl |y(tl)− A(x∗n; tl)|2
}1/2

6
{

m∑

l=1

Bl |A(x∗ − xn; tl)|2
}1/2

,

(10.16)

σn∞ ≡
{∫ b

a

ρ(t) |y(t)− A(x∗n; t)|2dt

}1/2

6
{∫ b

a

ρ(t) |A(x∗ − xn; t)|2dt

}1/2

,

(10.17)

ãäå n, m ∈ N.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü îïåðàòîð A : X −→ C[a, b] îãðàíè÷åí, à
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ {Xn}∞1 ïðåäåëüíî ïëîòíà â ïðî-
ñòðàíñòâå X . Òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû íåâÿçêà ðàññìàòðèâàåìîãî
ìåòîäà ñõîäèòñÿ ïðè n →∞, ïðè÷åì

σnm 6
b∫

a

ρ(t) dt · ‖A‖X→C · En(x
∗)

X
(n,m ∈ N). (10.18)

Åñëè, êðîìå òîãî,
{

m∑

l=1

Bl|A(x; tl)|2
}1/2

> M ‖x‖
X

, x ∈ X, (10.19)

ãäå ïîñòîÿííàÿ M > 0 íå çàâèñèò îò x ∈ X, òî ìåòîä ñõîäèòñÿ ïðè
n → ∞ â ïðîñòðàíñòâå X , ïðè÷åì ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî m ∈ N
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖x∗ − x∗n‖X
6

b∫
a

ρ(t) dt

M
‖A‖X→CEn(x

∗)
X

, n ∈ N. (10.20)

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû (îñîáåííî ñîîòíîøåíèÿ
(10.12)�(10.17)) âåñüìà óäîáíû äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé; ïðè ýòîì
âìåñòî (10.12) ÷àñòî äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü, ÷òîáû ÷èñëà A(xn ; tl) è y(tl),

l = 1,m, èìåëè ñìûñë.
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§ 11. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñ ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè

Ýòîò ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ìåòîäàì ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ, à òàêæå íåêî-
òîðûõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè â
ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

Ax = y (x, y ∈ H), (11.1)

ãäå A � ëèíåéíûé èëè æå íåëèíåéíûé îïåðàòîð â âåùåñòâåííîì4 ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) ýëåìåíòîâ
f, g ∈ H è ñ íîðìîé ‖f‖ =

√
(f, f), f ∈ H .

Íèæå ñóùåñòâåííûì îáðàçîì áóäóò èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ.

I. Îïåðàòîð A : H −→ H óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

‖Af − Ag‖ 6 M ‖f − g‖ (f, g ∈ H),

ãäå M � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ýëåìåíòîâ f, g ∈ H.

II. Îïåðàòîð A : H −→ H ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ìîíîòîííûì, ò. å. äëÿ
ëþáûõ f è g ∈ H

(Af − Ag, f − g) > m ‖f − g‖2 (f, g ∈ H),

ãäå m � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò îïåðàòîðà A .
Çàìåòèì, ÷òî â ëèíåéíîì ñëó÷àå óñëîâèå I ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åí-

íîñòè (à ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíîñòè) îïåðàòîðà A, à óñëîâèå II � åãî
ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè.

Êðîìå òîãî, íèæå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü
òàêæå, ÷òî â íåëèíåéíîì ñëó÷àå A0 = 0.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (11.1) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

11.1. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 11.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ I è II. Òîãäà óðàâíåíèå
(11.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗ ∈ H ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè

4Âñå ðåçóëüòàòû áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ íà êîìïëåêñíûå óðàâíåíèÿ â êîìïëåêñ-
íîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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y ∈ H, ïðè÷åì
‖x∗‖ 6 ‖y‖

m
. (11.2)

11.2. Óíèâåðñàëüíûé èòåðàöèîííûé ìåòîä

Òåîðåìà 11.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 11.1 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x∗ ∈ H óðàâíåíèÿ (11.1) ìîæíî íàéòè óíèâåðñàëüíûì èòåðàöèîííûì
ìåòîäîì

xk = xk−1 +
m

M 2 (y − Axk−1); k = 1, 2, . . . , (11.3)

ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè x0 ∈ H . Ïîãðåøíîñòü k�ãî ïðè-
áëèæåíèÿ x∗ − xk ìîæåò áûòü îöåíåíà íåðàâåíñòâàìè

‖x∗ − xk‖ 6 qk‖x∗ − x0‖ 6 qk

1− q
‖x1 − x0‖, k ∈ N, (11.4)

ãäå
q =

√
1−

( m

M

)2
< 1; (11.5)

åñëè æå çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå áåðåòñÿ ýëåìåíò x0 = m
M2y , òî

ïîãðåøíîñòü ìîæåò áûòü îöåíåíà òàêæå íåðàâåíñòâîì

‖x∗ − xk‖ 6 qk+1

1− q

m

M 2‖y‖ (k = 0, 1, . . .), (11.6)

ãäå ïîñòîÿííûå m è M îïðåäåëåíû â óñëîâèÿõ II è I ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 11.1. Åñëè A � ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, òî íàðÿäó ñ (11.3)

ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òàêæå èòåðàöèîííûì ìåòîäîì

xk = xk−1 +
2

M + m
(y − Axk−1); k = 1, 2, . . . , (11.3′)

êîòîðûé ñõîäèòñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì

q′ =
M −m

M + m
< 1 (11.5′)

ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè x0 ∈ H.
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11.3. Îáùèé ïðîåêöèîííûé ìåòîä è åãî ÷àñòíûå ñëó÷àè

Ïóñòü H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà â íåì
ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {ϕr}∞1 ⊂ H . Îáîçíà÷èì
÷åðåç Hn = L({ϕr}n

1), n ∈ N , ëèíåéíóþ îáîëî÷êó, íàòÿíóòóþ íà ïåðâûå
n ∈ N ýëåìåíòîâ ýòîé ñèñòåìû; â òîì ñëó÷àå, êîãäà ϕr = ϕr,n (r = 1, n) ,
ò. å. çàâèñèò îò n ∈ N (íàïðèìåð, äëÿ ñïëàéíîâûõ áàçèñîâ), ñ÷èòàåì,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ {Hn}∞1 ïðåäåëüíî ïëîòíà â ïðî-
ñòðàíñòâå H.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn : H −→ Hn ⊂ H ëèíåéíûé îïåðàòîð îð-
òîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ H íà Hn . Òîãäà óðàâíåíèå (11.1) ìîæíî
àïïðîêñèìèðîâàòü êîíå÷íîìåðíûì óðàâíåíèåì

Anxn ≡ PnAxn = Pny (xn, Pny ∈ Hn), (11.7)

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
(êðàòêî: ÑÍÀÓ)

cr(A
n∑

k=1

αk ϕk) = cr(y), r = 1, n, αk ∈ R, (11.8)

ïîðÿäêà n ∈ N , ãäå cr(f) = (f, ϕr) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ýëåìåíòà
f ∈ H ïî ñèñòåìå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ϕr ∈ H; åñëè æå A � ëèíåéíûé
îïåðàòîð, òî ÑÍÀÓ (11.8) çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

n∑

k=1

αk cr(Aϕk) = cr(y), r = 1, n. (11. 8′)

Ýëåìåíò
x∗n =

n∑

k=1

α∗k ϕk, n ∈ N, (11. 9)

ïðèíèìàåòñÿ çà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (11.1),
ãäå α∗k = α∗k,n ∈ R (k = 1, n) � ðåøåíèå ÑÍÀÓ (11. 8) èëè æå ÑËÀÓ
(11. 8′).

Òåîðåìà 11.3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 11.1 ëþáàÿ èç ñèñòåì óðàâ-
íåíèé (11.8) è (11.8′) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå α∗k, k = 1, n, ïðè
ëþáûõ n ∈ N. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ (11.9) ñõîäÿòñÿ ê òî÷íîìó ðåøå-
íèþ x∗ ∈ H óðàâíåíèÿ (11.1) â ïðîñòðàíñòâå H , ïðè÷åì äëÿ ïîãðåø-
íîñòè x∗ − x∗n ∈ H ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåóëó÷øàåìûå ïî ïîðÿäêó

76



äâóñòîðîííèå îöåíêè

En(x
∗) 6 ‖x∗ − x∗n‖ 6 M

m
En(x

∗), n ∈ N, (11.10)

ãäå En(x
∗) = ρ(x∗, Hn)H � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ x∗ ∈ H

âñåâîçìîæíûìè ýëåìåíòàìè èç Hn â ïðîñòðàíñòâå H.

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé ÷àñòíûå
ñëó÷àè ðàññìîòðåííîãî âûøå îáùåãî ïðîåêöèîííîãî ìåòîäû.

11.3.1. Ìåòîä ðåäóêöèè ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ôóíêöèé

Ïóñòü H = L2(−π, π) ≡ L2 � ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî ñóììèðóå-
ìûõ ïî Ëåáåãó 2π -ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
è íîðìîé ñîîòâåòñòâåííî

(f, g) =
1

2π

π∫

−π

f(s)g(s) ds (f, g ∈ L2),

‖f‖ =

(
1

2π

π∫

−π

|f(s)|2ds

) 1
2

(f ∈ L2).

Òîãäà L2 ïðåâðàùàåòñÿ â ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Âîçü-
ìåì â íåì ïîëíóþ îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé

ϕk = ϕk(s) = eiks = cos ks + i sin ks, k = 0,±1, . . . ; −∞ < s < ∞.

Ïîëîæèì n = 2m + 1 (m = 0, 1, . . .) è çà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (11.1) â L2 âîçüìåì ýëåìåíò

xn(s) = x2m+1(s) =
m∑

k=−m

αk eiks =
β0

2
+

m∑

k=1

βk cos ks+γk sin ks, αk = αk,

ãäå αk (k = −m,m) , à ñëåäîâàòåëüíî, è βr (r = 0,m) , γl (l = 1,m) � ïîä-
ëåæàùèå îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòû. Â ëèíåéíîì ñëó÷àå îíè íàõîäÿòñÿ
èç ÑËÀÓ

m∑

k=−m

αk cr(Aϕk) = cr(y), r = −m,m,

ãäå

cr(f) =
1

2π

π∫

−π

f(s) e−irsds, f ∈ L2,
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� òðèãîíîìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(s) ∈ L2 â êîì-
ïëåêñíîé ôîðìå; â ñèëó (11.8) â íåëèíåéíîì ñëó÷àå âèä ÑÍÀÓ ìåòîäà
ðåäóêöèè î÷åâèäåí.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ

Pn = P2m+1 : L2 −→ L({eirs}m
r=−m) ⊂ L2

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Pn(f ; s) =
m∑

r=−m

cr(f) eirs, f ∈ L2.

ßñíî, ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

P 2
n = Pn, P ∗

n = Pn, ‖Pn‖ = 1 (n = 0, 1, . . .).

Ïîýòîìó äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû ìåòîäà ðåäóêöèè ñïðàâåäëèâà òåî-
ðåìà 11.3, â êîòîðîé En(f) = E2m+1(f) � íàèëó÷øåå ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f ∈ L2 âñåâîçìîæíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêè-
ìè ïîëèíîìàìè ïîðÿäêà íå âûøå m (m = 0, 1, . . .) â ïðîñòðàíñòâå L2.

11.3.2. Ìåòîä ðåäóêöèè ïî àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå ôóíêöèé

Ïóñòü H = L2(ρ; (a, b)) ≡ L2(ρ) � âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ âåñîì
ρ = ρ(t) ∈ L1(a, b) êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ ïî Ëåáåãó â îáëàñòè
(a, b) ⊂ (−∞, ∞) âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíè-
åì è íîðìîé ñîîòâåòñòâåííî

(f, g) =

b∫

a

ρ(t)f(t)g(t) dt (f, g ∈ L2(ρ)),

‖f‖ =

( b∫

a

ρ(t)f 2(t) dt

) 1
2

(f ∈ L2(ρ)).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ äàííîé âåñîâîé ôóíêöèè ρ ∈ L1(a, b) ñó-
ùåñòâóåò ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ {Qk(t)}∞0 , îðòîãîíàëüíûõ
â ïðîìåæóòêå (a, b) ñ âåñîì ρ(t) . Çà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(11.1) â ïðîñòðàíñòâå L2(ρ) âîçüìåì ìíîãî÷ëåí

xn(t) = xm+1(t) =
m∑

k=0

αk Qk(t), t ∈ (a, b), n = m + 1 ∈ N,
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êîýôôèöèåíòû αk ∈ R êîòîðîãî áóäåì îïðåäåëÿòü â ëèíåéíîì ñëó÷àå èç
ÑËÀÓ

m∑

k=0

αk dr(AQk) = dr(y), r = 0,m,

ãäå

dr(f) =

b∫

a

ρ(t)f(t)Qr(t) dt, f ∈ L2(ρ);

â íåëèíåéíîì ñëó÷àå íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ èç ÑÍÀÓ

dr

(
A

m∑

k=0

αkQk

)
= dr(y), r = 0,m.

Îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ

Pn = Pm+1 : L2(ρ) −→ L({Qk(t)}m
0 ) ⊂ L2(ρ)

çäåñü îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå

Pn(f ; t) =
m∑

r=0

cr(f) Qr(t) ≡ Pm+1(f ; t),

ãäå cr(f) = dr(f)/‖Qr(t)‖L2(ρ)
. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

P 2
n = Pn, P ∗

n = Pn, ‖Pn‖ = 1 (n = 0, 1, . . .).

Ïîýòîìó äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû ìåòîäà ðåäóêöèè ñïðàâåäëèâà òåî-
ðåìà 11.3, â êîòîðîé H = L2(ρ) , à En(f) � íàèëó÷øåå âåñîâîå ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f ∈ L2(ρ) âñåâîçìîæíûìè àë-
ãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè íå âûøå m (m = 0, 1, . . .) , ãäå
n = m + 1 ∈ N .

11.3.3. Ìåòîä ñïëàéí�ïîäîáëàñòåé íóëåâîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü H = L2[a, b] ≡ L2 ñ óêàçàííûìè âûøå ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì è íîðìîé ïðè ρ = ρ(t) ≡ 1 . Çà êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó ôóíê-
öèé â ýòîì ïðîñòðàíñòâå âîçüìåì ñèñòåìó ôóíäàìåíòàëüíûõ ñïëàéíîâ
ϕk = ϕk,n(t), k = 1, n, t ∈ [a, b] , íóëåâîé ñòåïåíè ïî ñåòêå óçëîâ

tk = tk,n = a + k
b− a

n
, k = 0, n, n ∈ N. (11.11)

79



Òîãäà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.1) â ïðîñòðàíñòâå L2 ïðèíè-
ìàåò âèä ñïëàéíà íóëåâîé ñòåïåíè

xn(t) =
n∑

k=1

αk ϕk(t), n ∈ N,

êîýôôèöèåíòû αk ∈ R êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ â ëèíåéíîì ñëó÷àå èç
ÑËÀÓ

n∑

k=1

αk Φr(Aϕk) = Φr(y), r = 1, n,

ãäå

Φr(f) =
1

tr − tr−1

tr∫

tr−1

f(t) dt, f ∈ L2;

â íåëèíåéíîì ñëó÷àå íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ñïëàéíà îïðåäåëÿþòñÿ
èç ÑÍÀÓ

Φr

(
A

n∑

k=1

αkϕk

)
= Φr(y), r = 1, n.

Çäåñü îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ Pn : L2 −→ L({ϕr(t)}n
1) ⊂ L2 îïðå-

äåëèì ïî ôîðìóëå

Pn(f ; t) =
n∑

r=1

Φr(f) ϕr(t), f ∈ L2.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå L2

P 2
n = Pn, P ∗

n = Pn, ‖Pn‖ = 1 (n ∈ N).

Ïîýòîìó äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü ñõåìû ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ñïðà-
âåäëèâà òåîðåìà 11.3, â êîòîðîé H = L2 , à En(f) � íàèëó÷øåå ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f ∈ L2 âñåâîçìîæíûìè ñïëàéíà-
ìè íóëåâîé ñòåïåíè ïî ñåòêå óçëîâ (9.11).

11.4. Ïðîåêöèîííî-èòåðàòèâíûå ìåòîäû

Ïðè áîëüøèõ n ∈ N ðåøåíèå ïðîåêöèîííîãî óðàâíåíèÿ (11.7), à
ñëåäîâàòåëüíî, è ÑËÀÓ (11.8′) è òåì áîëåå ÑÍÀÓ (11.8), ïðåäñòàâëÿåò
çíà÷èòåëüíûå ïðàêòè÷åñêèå òðóäíîñòè. Ïîýòîìó åãî áóäåì ðåøàòü óíè-
âåðñàëüíûì èòåðàöèîííûì ìåòîäîì âèäà

xj
n = xj−1

n +
m

M 2 (Pny − Anx
j−1
n ); j = 1, 2, . . . , (11.12)
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ãäå j, n ∈ N , x0
n � ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå èç Hn , à ïîñòî-

ÿííûå M è m îïðåäåëåíû â óñëîâèÿõ I è II ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 11.4. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 11.1 ðåøåíèå x∗n ∈ Hn óðàâ-
íåíèÿ (11.7) ìîæíî íàéòè êàê ïðåäåë â H èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (11.12) ïðè j → ∞, ïðè÷åì äëÿ x0

n =
m

M 2Pny ñïðàâåäëèâû
îöåíêè

‖x∗n − xj
n‖ 6 qj+1

1− q

m

M 2‖Pny‖ 6 qj+1

1− q

m

M 2‖y‖ (n, j ∈ N), (11.13)

ãäå q îïðåäåëåíî â (11.5).

Òåîðåìà 11.5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 11.1 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x∗ ∈ H óðàâíåíèÿ (11.1) ìîæíî íàéòè êàê ïðåäåëû

x∗ = lim
n→∞

lim
j→∞

xj
n = lim

n→∞
x∗n

â ïðîñòðàíñòâå H ïðîåêöèîííî-èòåðàòèâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(11.12). Åñëè x0

n =
(
m/M 2

)
Pny, òî äëÿ ëþáûõ n, j ∈ N ñïðàâåäëèâû

îöåíêè

‖x∗ − xj
n‖ 6 M

m
En(x

∗) +
qj+1

1− q

m

M 2‖Pny‖ 6 M

m

{
En(x

∗) + qj+1 ‖y‖
M(1− q)

}
,

ãäå ÷èñëî q îïðåäåëåíî â (11.5).

Çàìå÷àíèå 11.2. Â óñëîâèÿõ çàìå÷àíèÿ 11.1 òåîðåìû 11.3�11.5
íåñêîëüêî óïðîùàþòñÿ è óñèëèâàþòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 11.1�11.5 ïîëó÷åíû êàê îáîáùåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [10], [11], [19], [29], [31], [35]�[37], à ïðè èõ
äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçîâàíû íåêîòîðûå ðåçóëü-
òàòû èç ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà (ñì., íàïð.,
[38], [49], [53]), à òàêæå ðåçóëüòàòû äðóãèõ ïàðàãðàôîâ ýòîé ãëàâû. Îäíàêî
ââèäó èçëèøíåé ãðîìîçäêîñòè âûêëàäîê è èç-çà îãðàíè÷åííîñòè îáúåìà
êíèãè ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ. Òàêîå æå çàìå÷à-
íèå ñïðàâåäëèâî îòíîñèòåëüíî ðåçóëüòàòîâ § 10, à òàêæå ñëåäóþùåé ãëà-
âû. Òåì íå ìåíåå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ è ïðîâåäåíèè ñïåöñåìèíàðîâ âñå
ðåçóëüòàòû èçëàãàþòñÿ ñ ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè.
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ÃËÀÂÀ II

ÍÀÈËÓ×ØÈÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß ÐÅØÅÍÈÉ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ È

ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ

Ââåäåíèå

Ìíîãî÷èñëåííûå êðóïíûå è ïëîäîòâîðíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, äèôôåðåíöèàëüíûõ è
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè, ñòèìóëèðóþò ñîçäàíèå òåîðèè íàèëó÷øèõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðè-
áëèæåíèé ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîçäàíèå òàêîé òåîðèè â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè
ñòèìóëèðóþò ïîòðåáíîñòè ðåàëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêè, ñâÿçàí-
íûå ñ ñðàâíèòåëüíûì àíàëèçîì áîëüøîãî ÷èñëà óæå èìåþùèõñÿ ïðèáëè-
æåííûõ ìåòîäîâ è ïîñòðîåíèåì îïòèìàëüíûõ (ò. å. íàèëó÷øèõ) â òîì èëè
èíîì ñìûñëå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ êëàññîâ óðàâíåíèé. Äåëî â
òîì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàñ-
ñîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, â ñâÿçè
ñ ÷åì è âîçíèêëà âàæíàÿ è òðóäíàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ
íàèáîëåå òî÷íûõ è ýêîíîìè÷åñêè âûãîäíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷, ò.å.
âîçíèêëà, ïî îïðåäåëåíèþ àêàäåìèêîâ À.Í. Êîëìîãîðîâà, Ë.Â. Êàíòîðî-
âè÷à, Ã.È. Ìàð÷óêà, Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî, Ñ.Ë. Ñîáîëåâà, À.Í. Òèõîíîâà,
Í.Ñ. Áàõâàëîâà, Ê.È. Áàáåíêî, Â.Ê. Èâàíîâà è Í.Ï. Êîðíåé÷óêà, ïðîáëå-
ìà îïòèìèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ.

Óêàçàííàÿ ïðîáëåìà ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíà è, åñòåñòâåííî, â åå ðåøå-
íèè ñäåëàíû ëèøü ïåðâûå øàãè (ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì, ÷òî íåîáõîäèìî ñäå-
ëàòü). Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé çäåñü îñîáåííî àêòóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ
èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ òî÷íîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè âû÷èñëèòåëü-
íûõ ìåòîäîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ñîçäàíèÿ òåîðèè íàèëó÷øèõ
êîíå÷íîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Â ðÿäå ðàáîò àâòîðà ïîñòðîåíà òåîðèÿ íàèëó÷øèõ êîíå÷íîìåðíûõ
ïðèáëèæåíèé ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â íîðìèðîâàííûõ è ãèëü-
áåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îíà òðàêòóåòñÿ íàìè êàê òåîðèÿ îïòèìèçàöèè
ïî òî÷íîñòè ïðÿìûõ è ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ, è èìåííî â ýòîì ñìûñëå îíà
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íàøëà ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ ïðè îïòèìèçàöèè ïî òî÷íîñòè êîíå÷-
íîìåðíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé.
Â ÷àñòíîñòè, íà åå îñíîâå ðåøåíà íàìè ïðîáëåìà îïòèìèçàöèè ðàçëè÷íûõ
êëàññîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé, êàê:

à) ðåãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ;
á) îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ;
â) ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÿäðàìè Ãèëüáåðòà è Êî-

øè;
ã) ñèíãóëÿðíûå èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ;
ä) ìíîãîìåðíûå ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ;
å) íåêîððåêòíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà ñ ðàçíîñò-

íûìè ëîãàðèôìè÷åñêèìè è ïîëÿðíûìè ÿäðàìè â ãëàâíûõ ÷àñòÿõ èíòåã-
ðàëüíûõ îïåðàòîðîâ;

æ) íåëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ;
ç) ðåøåíà òàêæå çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ, èññëåäîâàíèÿ è îïòèìèçàöèè

êâàäðàòóðíûõ è êóáàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ, ïîíè-
ìàåìûõ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè.

Ïðè ýòîì óñòàíîâëåíû òàêæå ðîëü è ìåñòî òàêèõ êëàññè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ, êàê ìåòîäû Ãàëåðêèíà, ìîìåíòîâ, íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, êîëëî-
êàöèé, ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð è ñïëàéí�ìåòîäû, â êëàññàõ òåõ èëè èíûõ
àïïðîêñèìàòèâíûõ ìåòîäîâ, à òàêæå ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå ïî ïîðÿäêó
è àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïîëèíîìèàëüíûå è ñïëàéíîâûå ìåòîäû,
îáëàäàþùèå íàèâûñøåé âîçìîæíîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè, äëÿ ðåàëèçàöèè
êîòîðûõ íà ÝÂÌ òðåáóåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî âðåìå-
íè, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîé ýêîíîìèè âðåìåíè è
ñðåäñòâ.

Òåîðèÿ, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü, îñíîâàíà, ñ îäíîé ñòîðîíû, íà ñïåöè-
àëüíî ïðåäëîæåííîì ðàíåå àâòîðîì âàðèàíòå îáùåé òåîðèè ïðèáëèæåí-
íûõ ìåòîäîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà (ñì., íàïð., ãë. I è II êíèãè [10],
à òàêæå âûøå ãë. I ýòîé êíèãè); ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà îñíîâûâàåòñÿ íà
ìíîãî÷èñëåííûõ õîðîøî èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòàõ ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèé ïîëèíîìàìè è ñïëàéíàìè, íà àïïðîêñèìàöèîííûõ ÷èñëàõ ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ è íà òåîðèè ïîïåðå÷íèêîâ ìíîæåñòâ â ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, ðàçâèòîé â òðóäàõ ñîâåòñêèõ ìàòåìàòèêîâ (À.Í. Êîëìî-
ãîðîâ, Ê.È. Áàáåíêî, Ñ.Á. Ñòå÷êèí, Â.Ì. Òèõîìèðîâ, Í.Ï. Êîðíåé÷óê,
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Á.Ñ. Êàøèí, Þ.Í. Ñóááîòèí, Ð.Ñ. Èñìàãèëîâ è äð.; ñì., íàïð., â [2], [3],
[50]�[52], [70]).

Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ðÿäà îáùèõ ðåçóëüòàòîâ àâòîðà
ïî ðàññìàòðèâàåìîé òåìàòèêå; èçëîæåíèå âåäåòñÿ ïî ðàáîòàì [10]�[13],
[21]�[28], [30], [32]�[34], [37].

§ 1. Ïîñòàíîâêè çàäà÷

Ïóñòü X è Y � äàííûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, à Xn ⊂ X è
Yn ⊂ Y � èõ ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îäèíàêî-
âîé ðàçìåðíîñòè n ∈ N. ×åðåç L(X, Y ) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî
ëèíåéíûõ (ò. å. àääèòèâíûõ è îäíîðîäíûõ) îïåðàòîðîâ, îòîáðàæàþùèõ X

â Y .
Ðàññìîòðèì êëàññ E = {e} îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìûõ óðàâíåíèé

Kx = y (x ∈ X, y ∈ Y, K ∈ L(X, Y )), (1.1)

îïðåäåëÿåìûé íåêîòîðûìè êëàññàìè îïåðàòîðîâ K = {K} ⊂ L(X, Y )

è ïðàâûõ ÷àñòåé Y ∗ = {y} ⊂ Y ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì òàêæå êëàññ
En = {en} îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

Knxn = yn (xn ∈ Xn, yn ∈ Yn, Kn ∈ L(Xn, Yn)), (1.2)

ïîðîæäàåìûõ ïðÿìûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) ïðè êàæäîé
ïàðå ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Xn è Yn ñ dim Xn =

= dim Yn = n < ∞.

Ðåøåíèå x∗ ∈ X óðàâíåíèÿ (1.1) èç êëàññà E áóäåì àïïðîêñèìèðî-
âàòü ðåøåíèÿìè x∗n ∈ Xn ⊂ X óðàâíåíèé (1.2) èç êëàññà En . Ïðè ýòîì çà
îïòèìàëüíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè êëàññà En ïðÿìûõ ìåòîäîâ (1.2) íà
êëàññå E óðàâíåíèé (1.1) ïðèìåì âåëè÷èíó [10], [26], [30], [32]

Vn(E) = inf
Xn,Yn

inf
en∈En

sup
e∈ E

‖x∗ − x∗n‖X
, (1.3)

ãäå âíóòðåííÿÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì óðàâíåíèÿì âè-
äà (1.2) ïðè ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ Xn è Yn ,
à âíåøíÿÿ � ïî âñåâîçìîæíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì Xn ⊂ X è Yn ⊂ Y

ðàçìåðíîñòè n ∈ N .
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ôèêñèðîâàííûé ïðÿìîé ìå-

òîä (óðàâíåíèå)

K◦
nx

◦
n = y◦n (x◦n ∈ X◦

n ⊂ X, y◦n ∈ Y ◦
n ⊂ Y, K◦

n ∈ L(X◦
n, Y

◦
n )) (1.2◦)
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c dim X◦
n = dim Y ◦

n = n, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé
ñîîòâåòñòâåííî1

sup
e∈E

‖x∗ − x◦n‖X
= , ∼, ³ Vn(E), x◦n = K◦

n
−1y◦n. (1.4)

Òîãäà ìåòîä (1.2◦) íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îïòèìàëüíûì,
àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûì, îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó ñðåäè
âñåâîçìîæíûõ ïðÿìûõ ìåòîäîâ âèäà (1.2) íà êëàññå E óðàâíåíèé (1.1).

Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì âîçíèêàåò çàäà÷à 1 íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé
îöåíêè ïîãðåøíîñòè (1.3) è ïîñòðîåíèÿ ôèêñèðîâàííîãî ìåòîäà (1.2◦),
îïòèìàëüíîãî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.

Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn = Pn(Y, Yn) ⊂ L(Y, Yn) íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç Y â Yn è íàðÿäó ñ (1.2) è (1.2◦ ) ðàññìîò-
ðèì óðàâíåíèÿ

Knxn ≡ PnKxn = Pny (xn ∈ Xn, Pn ∈ Pn(Y, Yn)), (1.5)

K◦
nx

◦
n ≡ P ◦

nKx◦n = P ◦
ny (x◦n ∈ X◦

n, P ◦
n ∈ Pn(Y, Y ◦

n )). (1.5◦)

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿìè (1.5), (1.5◦ ) îïèñûâàþòñÿ ÷àñòî èñïîëüçóå-
ìûå íà ïðàêòèêå ò. í. ïðîåêöèîííûå ìåòîäû. Ïðîåêöèîííûìè ÿâëÿþòñÿ,
íàïðèìåð, õîðîøî èçâåñòíûå ìåòîäû Ãàëåðêèíà, ìîìåíòîâ, íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ, êîëëîêàöèé, îñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé è äð.

ßñíî, ÷òî ïðîåêöèîííûå ìåòîäû (1.5) è (1.5◦ ) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè
ñëó÷àÿìè ïðÿìûõ ìåòîäîâ (1.2) è (1.2◦ ) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó, åñëè
ýëåìåíò x◦n = (P ◦

nK)−1P ◦
ny óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé (1.4), òî ïðî-

åêöèîííûé ìåòîä (1.5◦ ) ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îïòèìàëüíûì, àñèìïòî-
òè÷åñêè îïòèìàëüíûì, îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó ñðåäè âñåõ ïðÿìûõ ìå-
òîäîâ âèäà (1.2). Îäíàêî íà ïðàêòèêå ìíîãèå ïðîåêöèîííûå ìåòîäû òà-
êîé "êîíêóðåíöèè" íå âûäåðæèâàþò. Òàêèì "íåïðèÿòíûì" ñâîéñòâîì
îáëàäàþò, íàïðèìåð, âàæíåéøèå ïîëèíîìèàëüíûå ïðîåêöèîííûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ
òèïà C è C(m) (m � ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ) ñ îáû÷íûìè íîðìàìè. Ïîýòîìó
èìååò ñìûñë ñïåöèàëüíî îðãàíèçîâàòü îïòèìèçàöèþ êëàññà ïðîåêöèîí-
íûõ ìåòîäîâ âèäà (1.5).

Â ýòîì ñëó÷àå çà îïòèìàëüíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè êëàññà En ïðî-
åêöèîííûõ ìåòîäîâ (1.5) íà êëàññå E óðàâíåíèé (1.1) åñòåñòâåííî ïðèíÿòü

1Çäåñü è äàëåå ñèìâîëû ∼ è ³ îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñèëüíóþ è ñëàáóþ ýêâèâàëåíòíîñòè.
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âåëè÷èíó (ñì. ðàáîòû [10], [26], [30], [32])

Un(E) = inf
Xn,Yn

inf
Pn∈Pn

sup
e∈E

‖x∗ − x∗n‖X
. (1.6)

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ýëåìåíò x◦n = (P ◦
nK)−1P ◦

ny óäîâëåòâîðÿåò
îäíîìó èç óñëîâèé ñîîòâåòñòâåííî

sup
e∈E

‖x∗ − x◦n‖X
= , ∼, ³ Un(E), (1.7)

òî ïðîåêöèîííûé ìåòîä (1.5◦) íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îïòèìàëü-
íûì, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûì, îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó ñðåäè
âñåõ ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ âèäà (1.5) íà êëàññå E óðàâíåíèé (1.1).

Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì âîçíèêàåò çàäà÷à 2 íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé
îöåíêè ïîãðåøíîñòè (1.6) ïðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ çàäàíèÿ êëàññà îïå-
ðàòîðîâ Pn è ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà (1.5◦ ), îïòèìàëüíîãî ïðåæäå âñåãî â
ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2, à òàêæå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1 � ò. å. ïîñòðîåíèÿ
ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà (1.5◦ ), îïòèìàëüíîãî èëè àñèìïòîòè÷åñêè îïòè-
ìàëüíîãî èëè æå îïòèìàëüíîãî ïî ïîðÿäêó ñðåäè âñåõ ïðÿìûõ ìåòîäîâ
âèäà (1.2) íà êëàññå E óðàâíåíèé (1.1).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷è 1 è 2 ñîäåðæàòåëüíû äàæå â ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîäïðîñòðàíñòâà Xn è Yn ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè, à
òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà êàê óðàâíåíèå (1.1), òàê è ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà
ôèêñèðîâàíû, è ò.ï. Íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ ýòèõ ñëó÷àåâ äèêòó-
åòñÿ, â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìîñòüþ îïòèìèçàöèè "îäíîèìåííûõ" (íàïð.,
ïîëèíîìèàëüíûõ è ñïëàéíîâûõ) ìåòîäîâ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ è äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

§ 2. Îïòèìàëüíûå ïðÿìûå è ïðîåêöèîííûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

2.1. Îïòèìèçàöèÿ ïðÿìûõ ìåòîäîâ

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì äâå òåîðåìû äëÿ îáùèõ ïðÿìûõ ìåòîäîâ (1.2).
Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííóþ ðîëü áóäóò èãðàòü n-ïîïåðå÷íèêè (ñì., íàïð.,
[2], [3], [50]�[52], [70]) Êîëìîãîðîâà dn(Y

∗, Y ) è dn(X
∗, X) , ãäå

X∗ = {x∗ ∈ X : Kx∗ ≡ y, K ∈ K, y ∈ Y ∗}.
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Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
à) X∗ (ñîîòâåòñòâåííî Y ∗) � öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷åñêèé êîì-

ïàêò â ïðîñòðàíñòâå X (ñîîòâåòñòâåííî â Y );
á) ‖K‖

X→Y
6 c0 < ∞, ‖K−1‖

Y→X
6 c1 < ∞, ãäå c0 è c1 �

ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, îáùèå äëÿ âñåãî êëàññà E ;
â) óðàâíåíèÿ (1.1) è (1.2◦) òàêîâû, ÷òî

sup
K∈K

‖K −K◦
n‖X◦

n→Y
= O(dn), sup

y∈Y ∗
‖y − y◦n‖Y

= O(dn),

ãäå dn = dn(X
∗, X) (ñîîòâåòñòâåííî dn = dn(Y

∗, Y )).
Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Vn(E) ³ sup
e∈E

‖x∗ − x◦n‖X
³ dn,

è ïðÿìîé ìåòîä (1.2◦) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 1.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè

K◦
n = P ◦

nK ∈ L(X◦
n, Y

◦
n ), y◦n = P ◦

ny ∈ Y ◦
n , P ◦

n ∈ Pn(Y, Y ◦
n ),

òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.1 ïðîåêöèîííûé ìåòîä (1.5◦) îïòèìàëåí ïî
ïîðÿäêó ñðåäè âñåõ ïðÿìûõ ìåòîäîâ âèäà (1.2).

Ñëåäñòâèå 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.1 ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:
à) îïòèìàëüíûé ïî ïîðÿäêó ïðÿìîé ìåòîä (1.2◦) óñòîé÷èâ îò-

íîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé îïåðàòîðà K◦
n ∈ L(X◦

n, Y
◦
n ) è ýëåìåíòà

y◦n ∈ Y ◦
n ;
á) èç õîðîøåé îáóñëîâëåííîñòè óðàâíåíèÿ (1.1) èç êëàññà E ñëå-

äóåò õîðîøàÿ îáóñëîâëåííîñòü îïòèìàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.2◦), à ñëå-
äîâàòåëüíî, è êîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,
ýêâèâàëåíòíîé îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ (1.2◦).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
à) X∗ (ñîîòâåòñòâåííî Y ∗) åñòü öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷åñêèé

êîìïàêò â ïðîñòðàíñòâå X (ñîîòâåòñòâåííî â Y );
á) ïîäïðîñòðàíñòâî X◦

n (ñîîòâåòñòâåííî Y ◦
n ) ýêñòðåìàëüíî õîòÿ

áû ïî ïîðÿäêó äëÿ dn(X
∗, X) (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ dn(Y

∗, Y ));
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â) ñóùåñòâóåò òàêîé îïåðàòîð P ◦
n ∈ Pn(Y, Y ◦

n ), ÷òî ïðè n →∞

sup
K∈K

‖E −K◦
n
−1P ◦

nK‖
X→X

= O (1), sup
K∈K

‖E −K◦
n
−1P ◦

nK‖
X◦n→X◦n

= O (dn),

sup
K∈K,y∈Y ∗

‖K◦
n
−1(y◦n − P ◦

ny)‖
X

= O (dn),

ãäå dn = dn(X
∗, X) (ñîîòâåòñòâåííî dn = dn(Y

∗, Y )).
Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.1), è ïðÿìîé ìåòîä (1.2◦) îï-

òèìàëåí ïî ïîðÿäêó â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.

2.2. Îïòèìèçàöèÿ ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ

Äëÿ ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ (1.5), (1.5◦ ) òåîðåìû 2.1 è 2.2 çíà÷è-
òåëüíî óïðîùàþòñÿ è óñèëèâàþòñÿ. Îäíàêî çäåñü ìîæíî ïîëó÷èòü è áî-
ëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû; îíè îñíîâàíû íà äâóõ ëåììàõ, äîêàçàííûõ ñ
ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ ãë. I [10]. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò
ïîïåðå÷íèêè (ñì., íàïð., [2], [3], [50]�[52], [70]), à èìåííî n-ïîïåðå÷íèê
Êîëìîãîðîâà dn(X

∗, X) , n-é ëèíåéíûé ïîïåðå÷íèê λn(X
∗, X) è n-é ïðî-

åêöèîííûé ïîïåðå÷íèê πn(X
∗, X) ìíîæåñòâà X∗ â ïðîñòðàíñòâå X , à

òàêæå âåëè÷èíà

αn = αn(K) ≡ sup
K∈K

‖E −K◦
n
−1P ◦

nK‖
X→X

, K◦
n = P ◦

nK ∈ L(X◦
n, Y

◦
n ).

Ëåììà 2.1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
à) Åñëè Pn = P (1)

n (Y, Yn) � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ è îãðàíè-
÷åííûõ (ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì n ∈ N) îïåðàòîðîâ èç Y â Yn , òî
äëÿ óðàâíåíèé (1.1), (1.5), (1.5◦) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

dn(X
∗, X) 6 λn(X

∗, X) 6 Un(E) 6 sup
e∈E

‖x∗ − x◦n‖ 6

6 αn(K) ρ(X∗, X◦
n), x◦n = (P ◦

nK)−1P ◦
ny ∈ X◦

n, P ◦
n ∈ P (1)

n (Y, Y ◦
n );

á) åñëè æå Pn = P (2)
n (Y, Yn) � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîåêöèîííûõ

(P 2
n = Pn) îïåðàòîðîâ èç P (1)

n (Y, Yn), òî

dn(X
∗, X) 6 πn(X

∗, X) 6 Un(E) 6 sup
e∈E

‖x∗ − x◦n‖ 6

6 αn(K) ρ(X∗, X◦
n), x◦n = (P ◦

nK)−1P ◦
ny ∈ X◦

n, P ◦
n ∈ P (2)

n (Y, Y ◦
n ).
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Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòü à) ëåììû ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ïðîñòûå äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ìåòîäà (1.5◦ ) ñ îïåðàòîðîì P ◦

n ∈
P (1)

n (Y, Y ◦
n ) ñðåäè âñåõ ëèíåéíûõ ìåòîäîâ âèäà (1.5), à òàêæå ñðåäè âñåõ

ïðÿìûõ ìåòîäîâ âèäà (1.2); ÷àñòü á) ëåììû ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ìåòîäà (1.5◦ ) ñ îïåðàòîðîì P ◦

n ∈
P (2)

n (Y, Y ◦
n ) ñðåäè âñåõ ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ (1.5), à òàêæå ñðåäè âñåõ

ïðÿìûõ ìåòîäîâ âèäà (1.2). Íåêîòîðûå ïîäðîáíîñòè îá ýòîì ìîæíî íàé-
òè â ãë. II è IV êíèãè [10] è â ðàáîòàõ [21], [23]�[28], [30], [32]�[34]. Çäåñü
ïðèâåäåì ëèøü ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü X∗ � öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷åñêèé êîìïàêò
â ïðîñòðàíñòâå X, Pn = P (1)

n (Y, Yn) è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:
à) αn = 1 è X◦

n � ýêñòðåìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ ïîïåðå÷-
íèêà λn(X

∗, X) (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ dn(X
∗, X));

á) αn ∼ 1 è X◦
n � õîòÿ áû àñèìïòîòè÷åñêè ýêñòðåìàëüíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî äëÿ λn(X
∗, X) (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ dn(X

∗, X));
â) αn ³ 1 è X◦

n � ýêñòðåìàëüíîå õîòÿ áû ïî ïîðÿäêó ïîäïðîñòðàí-
ñòâî äëÿ λn(X

∗, X) (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ dn(X
∗, X)).

Òîãäà ïðîåêöèîííûé ìåòîä (1.5◦) ñ P ◦
n ∈ P (1)

n (Y, Y ◦
n ) ñîîòâåò-

ñòâåííî îïòèìàëåí, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëåí, îïòèìàëåí ïî ïîðÿä-
êó â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2 (ñîîòâåòñòâåííî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1).

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü X∗ � öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷åñêèé êîì-
ïàêò â ïðîñòðàíñòâå X , Pn = P (2)

n (Y, Yn) è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëî-
âèé:

à) αn = 1 è X◦
n � ýêñòðåìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ πn(X

∗, X)

(ñîîòâåòñòâåííî äëÿ dn(X
∗, X));

á) αn ∼ 1 è X◦
n � õîòÿ áû àñèìïòîòè÷åñêè ýêñòðåìàëüíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî äëÿ πn(X
∗, X) (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ dn(X

∗, X));
â) αn ³ 1 è X◦

n � ýêñòðåìàëüíîå õîòÿ áû ïî ïîðÿäêó ïîäïðîñòðàí-
ñòâî äëÿ πn(X

∗, X) (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ dn(X
∗, X)).

Òîãäà ïðîåêöèîííûé ìåòîä (1.5◦) ñ îïåðàòîðîì P ◦
n ∈ P (2)

n (Y, Y ◦
n )

ñîîòâåòñòâåííî îïòèìàëåí, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëåí, îïòèìàëåí
ïî ïîðÿäêó â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2 (ñîîòâåòñòâåííî â ñìûñëå îïðåäå-
ëåíèÿ 1).

Äëÿ óðàâíåíèé, ïðèâîäÿùèõñÿ ê óðàâíåíèÿì âòîðîãî ðîäà â ñìûñëå
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ãë.14 [47], â äîïîëíåíèå ê òåîðåìàì 2.3 è 2.4 ïðèâåäåì ñëåäóþùèå äâå
òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü

K = G + T ∈ L(X, Y ), Kn = PnG + PnT ∈ L(Xn, Yn), GX◦
n = Y ◦

n ,

K◦
n = G + P ◦

nT ∈ L(X◦
n, Y

◦
n ), Pn ∈ P (2)

n (Y, Yn), P ◦
n ∈ P (2)

n (Y, Y ◦
n ),

ãäå G ∈ L(X, Y ) � ôèêñèðîâàííûé èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì.
Ïóñòü, êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

à) βn = 1 è îïåðàòîð Π◦
n = G−1P ◦

nG ∈ L(X, X◦
n) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðå-

ìàëüíûì äëÿ ïðîåêöèîííîãî ïîïåðå÷íèêà πn(X
∗, X);

á) βn ∼ 1 è îïåðàòîð Π◦
n õîòÿ áû àñèìïòîòè÷åñêè ýêñòðåìàëåí

äëÿ πn(X
∗, X);

â) βn ³ 1 è îïåðàòîð Π◦
n ýêñòðåìàëåí õîòÿ áû ïî ïîðÿäêó äëÿ

πn(X
∗, X), ãäå

βn = sup
K∈K

‖E −K◦
n
−1P ◦

nT‖
X→X

, K◦
n = P ◦

nK ∈ L(X◦
n, Y

◦
n ).

Òîãäà ïðîåêöèîííûé ìåòîä (1.5◦) ñîîòâåòñòâåííî îïòèìàëåí,
àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëåí, îïòèìàëåí ïî ïîðÿäêó â ñìûñëå îïðåäå-
ëåíèÿ 2.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
à) äëÿ ëþáûõ K ∈ K îïåðàòîðû T = K − G : X −→ Y âïîëíå

íåïðåðûâíû;
á) (P ◦

n)2 = P ◦
n → E ïðè n →∞ ñèëüíî â Y ;

â) supK∈K ‖T − TG−1P ◦
nG‖X→Y → 0, n →∞;

ã) supx∈X∗ ‖x−G−1P ◦
nGx‖

X
∼ πn(X

∗, X), n →∞.

Òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.5 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Un(E) ∼ sup
x∗∈X∗

‖x∗ − x◦n‖X
∼ πn(X

∗, X),

è ìåòîä (1.5◦) àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëåí â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.

Äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà ëåììà 2.1, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñëåäóþ-
ùèå èç íåå òåîðåìû çíà÷èòåëüíî êîíêðåòèçèðóþòñÿ è óïðîùàþòñÿ. Îäíà-
êî â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû è òàêèå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå â ñëó÷àå îáùèõ
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óðàâíåíèé (1.1), (1.5), (1.5◦ ) íå èìåþò ìåñòà. Ýòè ðåçóëüòàòû îñíîâàíû
íà ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü K = E − A ∈ L(X,X), Kn = E − PnA ∈
L(Xn, Xn), Pn ∈ Pn(X, Xn). Åñëè Pn = P (3)

n (X, Xn) � êëàññ âñåõ ëèíåé-
íûõ (íåîáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííûõ) ïðîåêöèîííûõ (P 2

n = Pn) îïåðàòîðîâ
èç X â Xn , òî

πn(X
∗, X) 6 Un(E) 6 sup

e∈E
‖x∗ − x◦n‖ 6 γn(K) sup

x∈X∗
‖x− P ◦

nx‖,

ãäå

γn(K) = sup
K∈K

‖E −K◦
n
−1P ◦

nA‖
X→X

, K◦
n = E − P ◦

nA, x◦n = K◦
n
−1P ◦

ny.

Îòìåòèì, ÷òî îäíèì èç ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èé ýòîé ëåììû îò ïðå-
äûäóùåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî çäåñü îïåðàòîðû Pn è P ◦

n ìîãóò áûòü è
íåîãðàíè÷åííûìè (òàêàÿ ñèòóàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâà-
íèè (ñì., íàïð., [10]�[13],[17], [18], [26], [29], [30]) ìåòîäîâ êîëëîêàöèîííîãî
òèïà â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà Lp, 1 < p < ∞). Çäåñü ïðèâåäåì ëèøü îäèí
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ëåììû 2.2 óðàâíåíèÿ (1.1), (1.5)

è (1.5◦) òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

γn(K) · sup
x∈X∗

‖x− P ◦
nx‖ = , ∼ , ³ πn(X

∗, X).

Òîãäà ïðîåêöèîííûé ìåòîä (1.5◦) ñ îïåðàòîðîì P ◦
n ∈ P (3)

n (X,X◦
n)

ñîîòâåòñòâåííî îïòèìàëåí, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëåí, îïòèìàëåí
ïî ïîðÿäêó â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.

Äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà ïðèâåäåì åùå îäèí ðåçóëüòàò, íî â ñëó-
÷àå ôèêñèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ X è Xn (ïðè ôèêñèðîâàííîì n ∈ N).

Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü X = C2π ñ îáû÷íîé íîðìîé, Xn = IHT
m � ìíî-

æåñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà íå âûøå m (òàê ÷òî
çäåñü n = 2m+1), Pn = P (2)

n (C2π, IHT
m), X∗ = {(E−A)−1y} � êîìïàêò â

C2π , à P ◦
n = Φm � îïåðàòîð Ôóðüå ïîðÿäêà m ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé

ñèñòåìå è
sup
K∈K

‖A− ΦmA‖
C2π→C2π

→ 0, m →∞.
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Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
à) åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé

sup
K∈K

‖E − (E − ΦmA)−1ΦmA‖
C2π→C2π

= , ∼ , ³ 1,

òî ìåòîä Ãàëåðêèíà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x−Ax = y ñ ïðèáëèæåííûì
ðåøåíèåì x◦n = (E − ΦmA)−1Φmy ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 2;

á) åñëè ‖A‖
L2→C2π

6 const, ãäå L2 = L2(0, 2π) ñ îáû÷íîé íîðìîé,
òî

Un(E) ∼ sup
e∈E

‖x∗ − x◦n‖C2π
∼ sup

x∈X∗
‖x− Φmx‖

C2π
,

è ìåòîä Ãàëåðêèíà ñ ïðèáëèæåíûì ðåøåíèåì x◦n = (E − ΦmA)−1Φmy

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2;

â) ëþáîé ïîëèíîìèàëüíûé ïðîåêöèîííûé ìåòîä ñ îïåðàòîðîì
P ◦

n ∈ P (2)
n (C2π, IHT

m), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ ‖P ◦
n‖C2π→C2π

= O ( ln n ),

n →∞, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè çàìåíå P (2)
n (C2π, IHT

m) íà P (1)
n (C2π, IHT

m) íè îäíî
èç óòâåðæäåíèé òåîðåìû 2.8 íå âåðíî, ò. å. íè ìåòîä Ãàëåðêèíà, íè ëþáîé
äðóãîé ïîëèíîìèàëüíûé ìåòîä ñ ïðîåêöèîííûì (P 2

n = Pn ) îïåðàòîðîì íå
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äàæå ïî ïîðÿäêó ñðåäè âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ ìå-
òîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé II ðîäà â ïðîñòðàíñòâàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Â óêàçàííîì ñëó÷àå îïòèìàëüíûå ïî ïîðÿäêó ïîëèíîìèàëüíûå ìåòîäû ïî-
ñòðîåíû â ãë. IV êíèãè [10], à òàêæå â ðàáîòàõ [25], [26] è, åñòåñòâåííî, îíè
óæå íå ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèîííûìè.

2.3. Ñëó÷àé ôèêñèðîâàííûõ óðàâíåíèé

Òåïåðü, ñ ó÷åòîì ïðèëîæåíèé, ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåàëèçàöèè óêà-
çàííûõ âûøå òåîðåì â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííûõ óðàâíåíèé (1.1) è ôèêñèðî-
âàííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Xn, Yn (ïðè êàæäîì n ∈ N). Ðàññìîòðèì ëèøü
âàæíûé äëÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àé óðàâíåíèé, ïðèâîäÿùèõñÿ ê óðàâíåíèÿì
âòîðîãî ðîäà. Òîãäà óðàâíåíèÿ (1.1), (1.2), (1.2◦ ), (1.5), (1.5◦ ) ïðèíèìàþò
âèä ñîîòâåòñòâåííî

Kx ≡ Gx + Tx = y (x ∈ X, y ∈ Y ), (2.1)

Knxn ≡ Gnxn + Tnxn = yn (xn ∈ Xn, yn ∈ Yn), (2.2)
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K◦
nx

◦
n ≡ G◦

nx
◦
n + T ◦

nx◦n = y◦n (x◦n ∈ Xn, y◦n ∈ Yn), (2.2◦)

Knxn ≡ PnGxn + PnTxn = Pny (xn ∈ Xn, Pny ∈ Yn), (2.3)

K◦
nx

◦
n ≡ Gx◦n + P ◦

nTx◦n = P ◦
ny (x◦n ∈ Xn, P ◦

ny ∈ Yn), (2.3◦)

ãäå Pn = P 2
n , P ◦

n = (P ◦
n)2 ∈ P (2)

n (Y, Yn) , G : X −→ Y � ëèíåéíàÿ èçî-
ìåòðèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ (1.3) è (1.6) ïðèíèìàþò âèä ñîîòâåò-
ñòâåííî

Vn = inf
Kn,yn:

Knx∗n≡yn

‖x∗ − x∗n‖X
, Un = inf

Pn∈P(2)
n :

PnKx∗n≡Pny

‖x∗ − x∗n‖X
.

Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
a) ‖K−1‖ = 1;

á) ‖T − P ◦
nT‖X→Y → 0, n →∞;

â) ‖x∗ −G−1P ◦
nGx∗‖

X
∼ En(x

∗)
X

, n →∞, (2.4)

èëè æå

‖Gx∗ − P ◦
nGx∗‖

Y
∼ En(Gx∗)

Y
, n →∞, (2.5)

ãäå En(x
∗)

X
= ρ(x∗, Xn), En(y)

Y
= ρ(y, Yn)Y

.

Òîãäà
Vn ∼ Un ∼ En(x

∗)
X

= En(Gx∗)
Y
,

è ïðîåêöèîííûé ìåòîä (2.3◦) àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëåí â ñìûñëå ëþ-
áîãî èç îïðåäåëåíèé 1 è 2.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, à
G−1P ◦

nG : X −→ Xn åñòü îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ,
òî ‖x∗ −G−1P ◦

nGx∗‖
X

= En(x
∗)

X
; åñëè æå Y � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-

ñòâî, à P ◦
n : Y −→ Yn � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ,

òî ‖Gx∗ − P ◦
nGx∗‖

Y
= En(Gx∗)

Y
, ò. å. óñëîâèÿ (2.4) è (2.5) çàâåäîìî

âûïîëíÿþòñÿ.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåäîñòàòêîì òåîðåìû 2.9 ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå a),

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà. Îíî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè, íàïðèìåð, X �
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, à G−1T � íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð â íåì,
èëè æå Y � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, à TG−1 � íåîòðèöàòåëüíûé îïå-
ðàòîð â íåì. Òåì íå ìåíåå â îáùåì ñëó÷àå óñëîâèå a) òåîðåìû 2.9 íå
âûïîëíÿåòñÿ. Ýòîãî íåäîñòàòêà ëèøåíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ :
a) îïåðàòîð K : X −→ Y íåïðåðûâíî îáðàòèì, ãäå X è Y �

ðåôëåêñèâíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà;
á) T : X −→ Y � âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð;
â) P ◦

n −→ E ñèëüíî â Y , ãäå P ◦
n ∈ P (2)

n (Y, Yn).
Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå (2.4) èëè æå (2.5), òî ñïðà-

âåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.9.

Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ :
a) îïåðàòîð K : X −→ Y íåïðåðûâíî îáðàòèì, ãäå X è Y �

áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà;

á) ‖y − P ◦
ny‖

Y
→ 0, ‖T − P ◦

nT‖X→Y → 0,

‖TG−1 − TG−1P ◦
n‖Y→Y

→ 0, n →∞, P ◦
n ∈ P (2)

n (Y, Yn).

Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå (2.4) èëè æå (2.5), òî ñïðà-
âåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.9.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
a) X = Y, Xn = Yn, G = E;

á) îïåðàòîð K = E + T íåïðåðûâíî îáðàòèì â áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå X;

â) ‖T − P ◦
nT‖ → 0, ‖T − TP ◦

n‖ → 0, ‖y − P ◦
ny‖ → 0.

Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå

‖x∗ − P ◦
nx∗‖ ∼ En(x

∗), P ◦
n ∈ P (2)

n (X, Xn),

òî
Un ∼ Vn ∼ En(x

∗),

è ïðîåêöèîííûé ìåòîä (2.3◦) àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëåí â ñìûñëå ëþ-
áîãî èç îïðåäåëåíèé 1 è 2.

Òåîðåìà 2.12. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ a) � â) ñëåäñòâèÿ òåî-
ðåìû 2.11. Åñëè

inf
Pn∈P(2)

n (X,Xn)
‖x∗ − Pnx

∗‖ ∼ ‖x∗ − P ◦
nx∗‖,

òî
Un ∼ ‖x∗ − Pn

◦x∗‖,
94



è ìåòîä (2.3◦) àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëåí â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.

Ñëåäñòâèå. Åñëè T � âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå X, à P ◦

n � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ
X íà Xn = X◦

n, òî
Vn ∼ Un ∼ En(x

∗),

è ìåòîä (2.3◦) àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëåí â ñìûñëå ëþáîãî èç îïðåäå-
ëåíèé 1è 2.

2.4. Óðàâíåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè îïåðàòîðàìè

Â ïðèëîæåíèÿõ (ñì., íàïð., § 11 ãë. I è áèáëèîãðàôèþ ê íåé) ÷àñòî
âñòðå÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè îïåðàòîðàìè â ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèâåäåííûå âûøå òåîðåìû îá îïòèìèçà-
öèè ïðÿìûõ è ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ äîïîëíÿåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ :
a) P ◦

n � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà X = Y íà ïîäïðîñòðàíñòâî X◦

n = Y ◦
n ;

á) X◦
n � õîòÿ áû ýêñòðåìàëüíîå ïî ïîðÿäêó ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ

πn(X
∗, X);
â) äëÿ âñåõ x ∈ X è íåêîòîðûõ m è M ∈ R+

sup
K∈K

(Kx, x) > m ‖x‖2, sup
K∈K

‖K‖ 6 M < ∞.

Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
α) óðàâíåíèÿ (1.1) è (1.5◦) ïðè ëþáûõ n ∈ N îäíîçíà÷íî ðàçðåøè-

ìû â ïðîñòðàíñòâàõ ñîîòâåòñòâåííî X è X◦
n, ïðè÷åì

sup
K∈K

‖K−1‖ 6 1

m
, sup

K∈K
‖K◦

n
−1‖ 6 1

m
< ∞, n ∈ N;

β ) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

dn(X
∗, X) 6 Vn(E) 6 Un(E) 6 sup

x∗∈X∗
‖x∗ − x◦n‖X

6

6 M

m
dn(X

∗, X), n ∈ N, x◦n = (P ◦
nK)−1P ◦

ny,

è ìåòîä (1.5◦) îïòèìàëåí ïî ïîðÿäêó â ñìûñëå ëþáîãî èç îïðåäåëåíèé
1 è 2.
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§ 3. Àïïðîêñèìàöèîííûå ÷èñëà îïåðàòîðîâ è
îïòèìèçàöèÿ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ

Òåïåðü íåñêîëüêî ñóçèì êëàññ E ðåøàåìûõ óðàâíåíèé (1.1), ñ÷èòàÿ,
÷òî êëàññ K = K, ò. å. ñîñòîèò èç îäíîãî ôèêñèðîâàííîãî îïåðàòîðà K ∈
L(X, Y ) . Çäåñü ñóùåñòâåííóþ ðîëü áóäåò èãðàòü n-å àïïðîêñèìàöèîííîå
÷èñëî sn(K

−1) (ñì., íàïð., [1], [77]) îïåðàòîðà K−1 ∈ L(Y, X) .

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
a) K ∈ L(X,Y ) � ôèêñèðîâàííûé ëèíåéíûé (âîîáùå ãîâîðÿ,

íåîãðàíè÷åííûé) îïåðàòîð ñî âñþäó ïëîòíîé â X îáëàñòüþ îïðåäåëå-
íèÿ D(K);

á) ñóùåñòâóåò âïîëíå íåïðåðûâíûé îáðàòíûé îïåðàòîð K−1 ∈
L(Y, X);

â) Y ∗ = S(0, 1) � øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Y .

Òîãäà
Vn(E) = sn(K

−1), n ∈ N,

è ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç óñëîâèé

sup
y∈S(0,1)

‖x∗ − x◦n‖ = , ∼ , ³ sn(K
−1)

ïðÿìîé ìåòîä (1.2◦) ñ ðåøåíèåì x◦n = K◦
n
−1y◦n ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
a) X = Y ≡ H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî;
á) K � ôèêñèðîâàííûé ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ëåííûé îïåðàòîð â H , ïðè÷åì D(K) = H ;
â) K−1 � âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â H;

ã) Y ∗ = S(0, 1), X∗ = K−1Y ∗.
Òîãäà äëÿ ëþáûõ n ∈ N ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Vn(E) = sn(K
−1) = dn(X

∗, H) = λ−1
n+1(K),

ãäå λi(K) � ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà K , ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ, ei � ñîîòâåòñòâóþùèå èì îðòîíîðìàëüíûå ñîáñòâåííûå
ýëåìåíòû. Ïðè ýòîì îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ãàëåðêèíà (1.5◦) ñ
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îïåðàòîðîì K◦
n = P ◦

nK ∈ L(X◦
n, X

◦
n), ãäå P ◦

n � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî
ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî X◦

n = lin(e1, e2, . . . , en), n ∈ N.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü Y = H , X = H(K) � ýíåðãåòè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî îïåðàòîðà K ñ íîðìîé ‖x‖ =

(
Kx, x

)1/2 . Òîãäà ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé á)�ã) ñëåäñòâèÿ 1 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Vn(E) = sn(K
−1) = dn(X

∗, H(K) = λ
−1/2
n+1 (K), n ∈ N,

è îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïî ñèñòåìå
îðòîíîðìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ e1, e2, . . . , en îïåðàòîðà K .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ñëåäñòâèè 2 K åñòü ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ÷åòíîãî ïîðÿäêà
ñ åñòåñòâåííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè â L2 è ñî âñþäó ïëîòíîé â L2

îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(K) , òî ïîëó÷èòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò
È. Áàáóøêè è Ñ.Ë. Ñîáîëåâà, ïðèâåäåííûé â ðàáîòå [4] áåç äîêàçàòåëü-
ñòâà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðàáîòà [4] ÿâëÿåòñÿ, ïî-
âèäèìîìó, ïåðâîé ðàáîòîé, ãäå â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì ñëó÷àå óêà-
çàíà (áåç äîêàçàòåëüñòâà) ñâÿçü îïòèìèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ñ
n-ïîïåðå÷íèêàìè Êîëìîãîðîâà.

Çäåñü âåñüìà âàæíî îòìåòèòü òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå óðàâíåíèé âòîðîãî
ðîäà ñ îïåðàòîðàìè K ≡ E − A ∈ L(X,X), Kn ≡ E − An ∈ L(Xn, Xn)

òåîðåìà 3.1 è åå ñëåäñòâèÿ óæå íå èìåþò ìåñòà. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî óñòàíîâèòü ñâÿçè ìåæäó àïïðîêñèìàöèîííûìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà
A ∈ L(X,X) è îïòèìèçàöèåé ÷àñòíîãî êëàññà ïðÿìûõ ìåòîäîâ âèäà (1.2)
ñ îïåðàòîðàìè Kn = E − An , ãäå An ∈ L(X,Xn) , è ïðàâûìè ÷àñòÿìè
yn = y ∈ X . Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì áîëåå ïîäðîáíî.

Ñëåäóÿ § 1, ñíà÷àëà ïðèâåäåì ïîñòàíîâêó çàäà÷è â ðàññìàòðèâàåìîì
÷àñòíîì ñëó÷àå. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, à L(X) � ïðîñòðàí-
ñòâî îïðåäåëåííûõ â X ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ ñ îáû÷íîé
íîðìîé. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå X êëàññ E = {e} îäíîçíà÷íî ðàçðå-
øèìûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

Kx ≡ x−Hx = y (x, y ∈ X, H ∈ L(X) ), (3.1)

îïðåäåëÿåìûé íåêîòîðûìè êëàññàìè îïåðàòîðîâ H = {H} ⊂ L(X) è
ïðàâûõ ÷àñòåé Y ∗ = {y} ⊂ X. Â òîì æå ïðîñòðàíñòâå ââåäåì êëàññ En
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îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé âèäà

Knxn ≡ x−Hnx = y (x, y ∈ X,Hn ∈ L(X) ), (3.2)

îïðåäåëÿåìûé êëàññîì Y ∗ è íåêîòîðûì êëàññîì êîíå÷íîìåðíûõ îïåðà-
òîðîâ Hn = {Hn} ⊂ L(X) ðàçìåðíîñòè íå âûøå n .

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2) ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ ñèñòåì
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà íå âûøå n , ÷òî ÿâëÿåòñÿ
çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòîé çàäà÷åé, ÷åì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1).

Ðåøåíèå x∗ ∈ X óðàâíåíèÿ (3.1) çàìåíèì ðåøåíèÿìè x∗n ∈ X óðàâ-
íåíèé (3.2) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì n ∈ N . Ïîñêîëüêó äîïóñêàåìàÿ
ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü çàâèñèò îò ñïîñîáà âûáîðà óðàâíåíèé (3.2), òî åñòå-
ñòâåííî ïîïûòàòüñÿ, ÷òîáû îíà áûëà ìèíèìàëüíîé â çàâèñèìîñòè îò óêà-
çàííîãî âûáîðà; äðóãèìè ñëîâàìè, íàøà çàäà÷à (çàäà÷à 3) ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû â êëàññå En íàéòè òàêîå óðàâíåíèå (êðàòêî "ìåòîä") âèäà (3.2), à
èìåííî,

K◦
nx ≡ x−H◦

nx = y (x, y ∈ X, H◦
n ∈ Hn), (3.2◦)

ðåøåíèå x◦n ∈ X êîòîðîãî â êàêîì�ëèáî ñìûñëå íàèëó÷øèì îáðàçîì àï-
ïðîêñèìèðîâàëî áû ðåøåíèå x∗ ∈ X óðàâíåíèÿ (3.1) èç êëàññà E . Äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàì ïîíàäîáèòñÿ âåëè÷èíà

Vn(E) = inf
Hn∈Hn

sup
H∈H,y∈Y ∗

‖x∗ − x∗n‖X
= inf

en∈En

sup
e∈E

‖x∗ − x∗n‖X
,

ÿâëÿþùàÿñÿ îïòèìàëüíîé îöåíêîé ïîãðåøíîñòè êëàññà En ìåòîäîâ (3.2)
íà êëàññå E óðàâíåíèé (3.1). Ñëåäóÿ ðàáîòàì [10], [24], [26], [27], ââåäåì

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

V (E ; H◦
n) = Vn(E), V (E ; H◦

n) ∼ Vn(E), V (E ; H◦
n) ³ Vn(E),

ãäå
V (E ; H◦

n) = sup
H∈H,y∈Y ∗

‖x∗ − x◦n‖, x◦n = (E −H◦
n)
−1y.

Òîãäà ìåòîä (3.2◦) íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îïòèìàëüíûì,
àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûì, îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó íà êëàññå E
óðàâíåíèé (3.1).

Íèæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü, êàê ïðàâèëî, ñëó÷àé, êîãäà êëàññ H
ñîñòîèò èç âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, à îïåðàòîðû Hn ∈ Hn àï-
ïðîêñèìèðóþò îïåðàòîðû H ∈ H â òîì ñìûñëå, ÷òî

‖H −Hn‖ → 0, n →∞; (3.3)
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ïðè ýòîì áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáûõ H ∈ H
‖K‖ 6 c0 < ∞, ‖K−1‖ 6 c1 < ∞ (c0, c1 > 1), (3.4)

ãäå c0 è c1 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå (îáùèå äëÿ âñåãî êëàññà E ), à
Y ∗ = S(0, 1) ⊂ X � åäèíè÷íûé øàð ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Âñþäó äàëåå îáîçíà÷èì ÷åðåç

sn(H) = inf
Hn∈Hn

‖H −Hn‖, sn(H) = sup
H∈H

sn(H) (3.5)

n-å àïïðîêñèìàöèîííûå ÷èñëà (ñì., íàïð., [1], [72], [77]) ôèêñèðîâàííîãî
âïîëíå íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà H è ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà îïåðàòî-
ðîâ H; ÷åðåç dn(F ) = dn(F, X) è λn(F ) = λn(F,X) áóäåì îáîçíà÷àòü,
êàê è âûøå, ñîîòâåòñòâåííî n-é ïîïåðå÷íèê Êîëìîãîðîâà è n-é ëèíåéíûé
ïîïåðå÷íèê êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà F ⊂ X â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàí-
ñòâå X.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî H òàêîâî, ÷òî sn(H) → 0 ïðè
n →∞. Òîãäà äëÿ êëàññîâ E è En , îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿìè (3.1)�
(3.4), ñïðàâåäëèâû îöåíêè

dn(Z
∗) 6 Vn(E) ³ sn(H), Z∗ ≡ {z∗}, (3.6)

ãäå z∗ ∈ X åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Kz ≡ z −Hz = Hy (z ∈ X, y ∈ S(0, 1), H ∈ H). (3.1′)

Ïðè ýòîì ìåòîä (3.2◦), óäîâëåòâîðÿþùèé ëþáîìó èç óñëîâèé

sup
H∈H

‖H −H◦
n‖ ³ sn(H), sup

H∈H
‖H −H◦

n‖ ³ dn(Z
∗), (3.7)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó íà êëàññå E .

Ñëåäñòâèå. Ìåòîä (3.2◦), óäîâëåòâîðÿþùèé ëþáîìó èç óñëîâèé

V (E ; H◦
n) = dn(Z

∗), V (E ; H◦
n) ∼ dn(Z

∗),

ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îïòèìàëüíûì è àñèìïòîòè÷åñêè îïòè-
ìàëüíûì.

Òåïåðü íåñêîëüêî ñóçèì êëàññ E óðàâíåíèé (3.1), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
ìíîæåñòâî H ñîñòîèò èç îäíîãî ôèêñèðîâàííîãî âïîëíå íåïðåðûâíîãî
îïåðàòîðà H .
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Òåîðåìà 3.3. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè

Vn(E) ∼ inf
Hn∈Hn

‖K−1(H −Hn)K
−1‖ ≡ an, (3.8)

è ìåòîä (3.2◦), óäîâëåòîðÿþùèé ëþáîìó èç óñëîâèé

‖K−1(H −H◦
n)K

−1‖ ∼ an, ‖K◦
n
−1(H −H◦

n)K
◦
n
−1‖ ∼ an, (3.9)

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûì íà êëàññå E .

Òåîðåìà 3.4. Ïîëîæèì Z∗
0 ≡ K−1HS(0, 1). Òîãäà

dn(Z
∗
0) 6 Vn(E) ³ sn(H), (3.10)

è ìåòîä (3.2◦), óäîâëåòîðÿþùèé ëþáîìó èç óñëîâèé

‖H −H◦
n‖ ³ sn(H), ‖H −H◦

n‖ ³ dn(Z
∗
0),

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó íà êëàññå E .

Òåïåðü íåñêîëüêî ñóçèì òàêæå êëàññ äîïóñêàåìûõ ê "êîíêóðåíöèè"
ìåòîäîâ (3.2), (3.2◦ ), ïîëàãàÿ Hn = PnH , H◦

n = P ◦
nH , ãäå Pn è P ◦

n ∈ L(X)

� ëèíåéíûå îïåðàòîðû ðàçìåðíîñòè íå âûøå n .

Òåîðåìà 3.5. Ïîëîæèì Z∗
1 ≡ HK−1S(0, 1). Òîãäà ñïðàâåäëèâû

îöåíêè
λn(Z

∗
1) ³ Vn(E) 6 V (E ; H◦

n) = O(‖H − P ◦
nH‖), (3.11)

è ìåòîä (3.2◦) ñ îïåðàòîðîì H◦
n = P ◦

nH , óäîâëåòîðÿþùèì óñëîâèþ
‖H −H◦

n‖ ³ λn(Z
∗
1), îïòèìàëåí ïî ïîðÿäêó íà êëàññå E .

Â òåîðåìàõ 3.2�3.5 ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçîâàíû óñëî-
âèå (3.3) è êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâ Z∗, Z∗

0 è Z∗
1 , ÷òî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò

ïîëíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà H . Ïðè íàðóøåíèè ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ
ýòè òåîðåìû, âîîáùå ãîâîðÿ, óæå íå èìåþò ìåñòà. Òåì íå ìåíåå â ñëó÷àå
êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà Y ∗ = {y∗} ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè íåêîòîðûõ
èç óêàçàííûõ òåîðåì. Äëÿ ïðèìåðà îñòàíîâèìñÿ íà ñëåäóþùåì ðåçóëüòà-
òå.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü óðàâíåíèÿ (3.1) è (3.2) òàêîâû, ÷òî

‖H‖ 6 q < 1, ‖Hn‖ 6 q < 1 (n = 1, 2, . . .), (3.12)
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à Y ∗ � êîìïàêò â X . Òîãäà äëÿ êëàññîâ E è En , îïðåäåëåÿåìûõ ñîîò-
íîøåíèÿìè (3.1), (3.2), (3.2◦), (3.12), ñïðàâåäëèâû îöåíêè

dn(HX∗) ³ Vn(E) 6 V (E ; H◦
n), X∗ = K−1Y ∗, (3.13)

è ìåòîä (3.2◦), óäîâëåòîðÿþùèé ëþáîìó èç óñëîâèé

V (E ; H◦
n) ³ dn(HX∗), sup

x∈X∗
‖Hx−H◦

nx‖ ³ dn(HX∗), (3.14)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó íà êëàññå E .

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Hn = PnH, H◦
n = P ◦

nH , ãäå Pn, P
◦
n ∈ L(X)

� ëèíåéíûå îïåðàòîðû ðàçìåðíîñòè íå âûøå n ∈ N. Òîãäà â óñëîâèÿõ
òåîðåìû 3.6 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Vn(E) ³ λn(HX∗), n →∞,

è ìåòîä (3.2◦) ñ îïåðàòîðîì H◦
n = P ◦

nH , óäîâëåòîðÿþùèì óñëîâèþ

sup
x∈X∗

‖Hx− P ◦
nHx‖ ³ λn(HX∗),

îïòèìàëåí ïî ïîðÿäêó íà êëàññå E .
Ïðèâåäåííûå âûøå òåîðåìû äîïîëíÿåò ñëåäóþùàÿ îáùàÿ

Òåîðåìà 3.7. Äëÿ êëàññîâ E è En îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìûõ óðàâíå-
íèé (3.1) è (3.2) èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

Vn(E) = sn(K
−1H) = sn(HK−1) ³ sn(H),

è ìåòîä (3.2◦), óäîâëåòîðÿþùèé óñëîâèÿì ñîîòâåòñòâåííî

V (E ; H◦
n) = , ∼ , ³ sn(K

−1H),

îïòèìàëåí íà êëàññå E â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.

Ñëåäñòâèå. Åñëè

V (E ; H◦
n) ³ sn(H), n →∞,

òî ìåòîä (3.2◦) îïòèìàëåí ïî ïîðÿäêó â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ çàäàíèÿ ïðîñòðàíñòâà X

è îïåðàòîðà H ïðèâåäåííûå âûøå îáùèå òåîðåìû çíà÷èòåëüíî óïðîùà-
þòñÿ è óñèëèâàþòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè X � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî
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ïðîñòðàíñòâî, à H � ñàìîñîïðÿæåííûé âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð,
òî àïïðîêñèìàöèîííûå ÷èñëà sn(H) ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà (ñì. [1]), ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèäàòü òåîðåìàì áîëåå
îïðåäåëåííûé âèä; êðîìå òîãî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîëåçíî èñïîëü-
çîâàòü òàêæå óñòàíîâëåííóþ â ðàáîòå [72] ñâÿçü ìåæäó ïîïåðå÷íèêàìè è
àïïðîêñèìàöèîííûìè ÷èñëàìè âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ.
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ÏÅÐÅ×ÅÍÜ ÑÎÊÐÀÙÅÍÈÉ È ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈÉ

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;
R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë;
C � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë;
Em � m ∈ N - ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî;
[[α]] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà α > 0 ;
X, Y � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà;
X̃, Ỹ � ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâ ñîîòâåòñòâåííî X è Y ;

Xn � m = m(n) ∈ N - ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X,

ãäå n ∈ N � ïàðàìåòð äèñêðåòèçàöèè;
X, Y � ïðîñòðàíñòâà, èçîìîðôíûå ïîäïðîñòðàíñòâàì ñîîòâåòñòâåí-

íî X̃ ∈ X è Ỹ ∈ Y (§ 6 ãë. I);
X � ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X ïî ïîäïðîñòðàíñòâó

X0 ∈ X (§ 7 ãë. I);
L(X, Y ) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ (ò. å. àääèòèâíûõ è îäíî-

ðîäíûõ) îïåðàòîðîâ èç X â Y ; L(X, X) ≡ L(X) ;
E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð;
A∗ � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó A;

K−1
l , K−1

r , K−1
s è K−1 � ñîîòâåòñòâåííî ëåâûé, ïðàâûé, îäíîñòî-

ðîííèé è äâóñòîðîííèé îáðàòíûå îïåðàòîðû äëÿ îïåðàòîðà K : X → Y ;
ÑËÀÓ � ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé;
ÑÍÀÓ � ñèñòåìà íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé;
à. è. ì. � àïïðîêñèìàòèâíî-èòåðàöèîííûé ìåòîä;
∼ è ³ � ñèìâîëû ñèëüíîé è ñëàáîé ýêâèâàëåíòíîñòåé ñîîòâåòñòâåí-

íî;
dn(F, X) � n-òûé ïîïåðå÷íèê Êîëìîãîðîâà ìíîæåñòâà F ⊂ X â

íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X;

λn(F,X) è πn(F, X) � n-òûå ëèíåéíûé è ïðîåêöèîííûé ïîïåðå÷-
íèêè ìíîæåñòâà F ⊂ X â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X;

En(f)X = ρ(f, Xn) = inf
fn∈Xn

‖f − fn‖X � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå
ýëåìåíòà f ∈ X ýëåìåíòàìè ïîäïðîñòðàíñòâà Xn ⊂ X ðàçìåðíîñòè íå
âûøå n ∈ N ;

sn(H) � n-òîå àïïðîêñèìàöèîííîå ÷èñëî îïåðàòîðà H ∈ L(X) ;
sn(H) � n-òîå àïïðîêñèìàöèîííîå ÷èñëî ìíîæåñòâà îïåðàòîðîâ

H ⊂ L(X) .
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