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wWEDENIE

dANNOE U�EBNO	METODI�ESKOE POSOBIE PREDSTAWLQET SOBOJ WTORU�

IZ �ETYREH ZAPLANIROWANNYH �ASTEJ
 PREDNAZNA�ENNYH DLQ OZNAKOM	
LENIQ STUDENTOW TRETXEGO	PQTOGO KURSOW MEHANIKO	MATEMATI�ESKOGO
FAKULXTETA S ODNIM IZ NAPRAWLENIJ SOWREMENNOJ ALGEBRY
 KOTOROE
MY NAZYWAEM �UNIWERSALXNOJ I KATEGORNOJ ALGEBROJ�� w �TOM RAZ	
DELE ALGEBRY IZU�A�TSQ NAIBOLEE OB�IE I OSNOWNYE ALGEBRAI�ESKIE

PONQTIQ
 WESXMA �ASTNYMI SLU�AQMI KOTORYH QWLQ�TSQ GRUPPY
 KOLX	
CA
 MODULI I T�P� wTORAQ �ASTX ��uNIWERSALXNAQ ALGEBRA�
 SODERVIT
OSNOWNYE OPREDELENIQ
 PRIMERY I NEKOTORYE WAVNEJ�IE TEOREMY IZ

TEORII KATEGORIJ I TEORII UNIWERSALXNYH MNOGOOSNOWNYH ALGEBR I

IH MNOGOOBRAZIJ� gLAWNOJ CELX� QWLQETSQ PODROBNOE DOKAZATELXSTWO

MNOGOOSNOWNOJ WERSII TEOREMY g� bIRKGOFA
 USTANAWLIWA��EJ �K	
WIWALENTNOSTX DWUH SPOSOBOW ZADANIQ MNOGOOBRAZIJ UNIWERSALXNYH

ALGEBR
 ODIN IZ KOTORYH QWLQETSQ KATEGORNYM
 A DRUGOJ � KLASSI	
�ESKIM
 ISPOLXZU��IM PONQTIE TOVDESTWA� pOPUTNO DOKAZYWAETSQ

SU�ESTWOWANIE I EDINSTWENNOSTX SWOBODNYH ALGEBR W L�BOM MNOGO	
OBRAZII� vELATELXNO
 �TOBY �ITATELX UWERENNO WLADEL MATERIALOM

PERWOJ �ASTI POSOBIQ �POLUGRUPPY
 GRUPPY
 KOLXCA
 MODULI
 PRQMYE
SUMMY I PRQMYE PROIZWEDENIQ
 SWOBODNYE MODULI
 RE�ETKI
 I T�P�
�
hOTQ OSNOWNOJ MATERIAL WTOROJ �ASTI OT PERWOJ �ASTI I NE ZAWISIT

NO TAK KAK ON QWLQETSQ WESXMA ABSTRAKTNYM
 TO DLQ EGO PONIMANIQ W
L�BOM SLU�AE NEOBHODIMA SOOTWETSTWU��AQ PREDWARITELXNAQ PODGO	
TOWKA� kAK PRAWILO
 PRIWODQTSQ POLNYE �HOTQ I SVATYE
 DOKAZATELX	
STWA WSEH FORMULIRUEMYH UTWERVDENIJ
 ISKL��AQ TE
 GDE NEOBHODI	
MO PROSTO PROWERITX WYPOLNIMOSTX OPREDELENIJ� �ITATELX DOLVEN
RASSMATRIWATX TAKIE MESTA KAK UPRAVNENIQ DLQ SAMOSTOQTELXNOJ RA	
BOTY�
tRETXQ �ASTX POSOBIQ BUDET POSWQ�ENA BOLEE DETALXNOMU WWEDENI�

W TEORI� KATEGORIJ� w �ETWERTOJ �ASTI PREDPOLAGAETSQ IZLOVITX OS	
NOWNYE PONQTIQ I TEOREMY ALGEBRAI�ESKOJ TEORII OPERAD�
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�astx II� uniwersalxnaq algebra

	� kATEGORII I FUNKTORY

oPREDELENIE ���� kATEGORIEJ C NAZYWAETSQ SLEDU��IJ KOMP	
LEKS DANNYH�

�
 kLASS OB�EKTOW Ob C �
�
 dLQ KAVDOJ PARY OB�EKTOW X�Y � Ob C ZADANO MNOVESTWO


NAZYWAEMOE MNOVESTWOM MORFIZMOW IZ X W Y 
 I OBOZNA�AEMOE �E	
REZ C�X�Y 
 �DRUGIE OBOZNA�ENIQ� HomC �X�Y 
 
 MorC �X�Y 
 

 A TAK	
VE OPERACIQ UMNOVENIQ �KOMPOZICII
 MORFIZMOW

C�Y�Z
 � C�X�Y 
 �� C�X�Z
 �

KOTORAQ SOPOSTAWLQET PARE MORFIZMOW �f� g
 MORFIZM IZ X W Z 

OBOZNA�AEMYJ �EREZ fg �mORFIZM u IZ X W Y PRINQTO IZOBRAVATX

W WIDE STRELKI ��ASTO MORFIZMY DAVE NAZYWA�T STRELKAMI
�

u � X �� Y ILI X u�� Y�

TAK �TO UMNOVENIE �KOMPOZICIQ
 MORFIZMOW X
g
�� Y

f
�� Z ESTX

MORFIZM

X
fg
�� Z�

pRI �TOM DOLVNO WYPOLNQTXSQ USLOWIE ASSOCIATIWNOSTI� ESLI DANY

A h�� B
g
�� C

f
�� D �

TO �fg
h � f�gh
 � A �� D � kROME TOGO
 DLQ KAVDOGO OB�EKTA X
DOLVEN SU�ESTWOWATX MORFIZM �X � C�X�X
 
 TAKOJ
 �TO DLQ WSEH
f � C�A�X
 
 g � C�X�B
 IME�T MESTO RAWENSTWA �Xf � f 
 g�X � g �
mORFIZM �X NAZYWAETSQ TOVDESTWENNYM �ILI EDINI�NYM
 MORFIZ	
MOM OB�EKTA X 
 I OBOZNA�AETSQ INOGDA �EREZ idX � kOGDA IZ KON	
TEKSTA QSNO
 KAKOJ X IMEETSQ W WIDU
 BUDEM PISATX PROSTO � ILI

id �
oPREDELENIE ���� pODKATEGORIQ K KATEGORII C � �TO KATEGO	

RIQ
 U KOTOROJ Ob K � Ob C 
 DLQ L�BYH OB�EKTOW X�Y KATEGORII

K IMEETSQ WKL��ENIE K�X�Y 
 � C�X�Y 
 
 PRI�EM EDINI�NYE MORFIZ	
MY �X W K�X�X
 � C�X�X
 ODNI I TE VE
 A KOMPOZICIQ MORFIZ	
MOW K ESTX OGRANI�ENIE NA PODMNOVESTWA KOMPOZICII MORFIZMOW C �

�



pODKATEGORIQ K NAZYWAETSQ POLNOJ
 ESLI DLQ L�BYH X�Y � Ob K

WKL��ENIE K�X�Y 
 � C�X�Y 
 QWLQETSQ RAWENSTWOM�
pRIMER ��� � kATEGORIQ Set � OB�EKTY� MNOVESTWA
 MORFIZMY

� OTOBRAVENIQ �FUNKCII
� kOMPOZICIQ MORFIZMOW � TO VE SAMOE

�TO KOMPOZICIQ �SUPERPOZICIQ
 OTOBRAVENIJ� nAPOMNIM
 �TO PO OPRE	
DELENI�
 �fg
�x
 � f�g�x

 � aSSOCIATIWNOSTX SUPERPOZICII OTOBRA	
VENIJ HORO�O IZWESTNA� rOLX TOVDESTWENNOGO MORFIZMA �X � X � X
IGRAET TOVDESTWENNOE OTOBRAVENIE
 PEREWODQ�EE KAVDYJ x � X W

SEBQ
 �X�x
 � x � kONE�NYE MNOVESTWA I IH OTOBRAVENIQ OBRAZU�T
POLNU� PODKATEGORI� KATEGORII Set �

pRIMER ��� � kATEGORIQ C S ODNIM OB�EKTOM X WPOLNE OPREDELQ	
ETSQ ZADANIEM MNOVESTWA MORFIZMOW P � C�X�X
 
 EDINI�NOGO MOR	
FIZMA � � �X � P 
 I KOMPOZICII
 KOTORAQ SWODITSQ K OTOBRAVENI�
P � P � P 
 �x� y
 �� xy 
 OBLADA��EMU SWOJSTWAMI �xy
z � x�yz
 

�x � x 
 x� � x � tAKIM OBRAZOM
 ZADATX KATEGORI� S ODNIM OB�EK	
TOM� �TO WSE RAWNO
 �TO ZADATX POLUGRUPPU S EDINICEJ �MONOID
 P �
pODKATEGORII KATEGORII C SOOTWETSTWU�T PODPOLUGRUPPAM S EDINI	
CEJ �T�E� PODMONOIDAM
 MONOIDA P �

pRIMER ��� � pUSTX L � NEKOTOROE �ASTI�NO UPORQDO�ENNOE MNO	
VESTWO� L PREWRA�AETSQ W KATEGORI� SLEDU��IM OBRAZOM� oB�EKTY
KATEGORII L � �TO �LEMENTY RE�ETKI L � dLQ L�BYH DWUH OB�EKTOW
x� y � L OPREDELIM MNOVESTWO L�x� y
 
 POLAGAQ L�x� y
 � � 
 ESLI
x �	 y 
 I L�x� y
 � fay�xg � MNOVESTWO IZ ODNOGO �LEMENTA ay�x 

 ESLI
x 	 y � tOGDA PRI x 	 y 	 z MOVNO ESTESTWENNYM OBRAZOM OPREDE	
LITX KOMPOZICI� L�y� z
� L�x� y
 � L�x� z
 
 POLAGAQ az�yay�x � az�x �
iZ SWOJSTWA TRANZITIWNOSTI DLQ �ASTI�NOGO PORQDKA SLEDUET ASSO	
CIATIWNOSTX �TOGO UMNOVENIQ� lEGKO TAKVE ZAMETITX
 �TO �LEMENTY
ax�x � �TO TOVDESTWENNYE MORFIZMY�

pRIMER ��� � kATEGORIQ Mod 	R PRAWYH MODULEJ NAD ASSOCIA	
TIWNYM KOLXCOM R OPREDELQETSQ SLEDU��IM OBRAZOM� eE OB�EKTY�
�TO MODULI
 A MORFIZMY � GOMOMORFIZMY MODULEJ� kOMPOZICIQ GO	
MOMORFIZMOW OPREDELQETSQ KAK KOMPOZICIQ OTOBRAVENIJ
 I QWLQETSQ
GOMOMORFIZMOM� tOVDESTWENNOE OTOBRAVENIE MODULQ ESTX GOMOMOR	
FIZM�mNOVESTWO GOMOMORFIZMOW IZ MODULQ M W MODULX N PRINQTO

OBOZNA�ATX �EREZ HomR�M�N 
 
 ILI �EREZ Hom�MR� NR
 �ESLI NADO
POD�ERKNUTX
 �TO MODULI PRAWYE
� zAMETIM
 �TO �TI MNOVESTWA QW	
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LQ�TSQ ABELEWYMI GRUPPAMI� gRUPPOWYE OPERACII OPREDELENY TAK�
�f� 
 f�
�x
 � f��x

 f��x
 � nULEM W HomR�M�N 
 QWLQETSQ OTOBRA	
VENIE
 PEREWODQ�IE KAVDYJ �LEMENT x �M W � � N �
oPREDELENIE ���� kATEGORIQ C NAZYWAETSQ PREDADDITIWNOJ
 ES	

LI KAVDOE MNOVESTWO MORFIZMOW C�X�Y 
 OBLADAET STRUKTUROJ ABE	
LEWOJ GRUPPY �OBY�NO ADDITIWNO ZAPISYWAEMOJ

 PRI�EM OPERACIQ

KOMPOZICII MORFIZMOW QWLQETSQ BILINEJNYM OTOBRAVENIEM 
 TO ESTX
�f� 
 f�
g � f�g 
 f�g I f�g� 
 g�
 � fg� 
 fg� �
kATEGORIQ Mod 	R QWLQETSQ PREDADDITIWNOJ� iMEETSQ MNOGO DRU	

GIH PRIMEROW PREDADDITIWNYH KATEGORIJ
 W TOM �ISLE OBLADA��IH

RQDOM DOPOLNITELXNYH WAVNYH SWOJSTW �ADDITIWNYE I ABELEWY KA	
TEGORII
� oB�U� TEORI� TAKIH KATEGORIJ MOVNO NAJTI
 NAPRIMER
 W
KNIGAH ���
 ��� I �����

pRIMER ��� � pREDADDITIWNYE KATEGORII S ODNIM OB�EKTOM �
�TO
 PO SUTI
 TO VE SAMOE
 �TO I ASSOCIATIWNYE KOLXCA S EDINICEJ�

pRIMER ��� � pROIZWEDENIEM KATEGORIJ C� I C� NAZYWAETSQ KATE	
GORIQ
 OBOZNA�AEMAQ �EREZ C� � C� 
 OB�EKTAMI KOTOROJ QWLQ�TSQ WSE	
WOZMOVNYE �UPORQDO�ENNYE
 PARY OB�EKTOW �X��X�
 
 X� � Ob C� 

X� � Ob C� 
 A MORFIZMAMI IZ �X��X�
 W �Y�� Y�
 � WSEWOZMOVNYE

PARY MORFIZMOW �f�� f�
 
 GDE fi � Xi � Yi 
 i � �� � � MORFIZMY

W KATEGORII Ci � kOMPOZICIQ MORFIZMOW OPREDELQETSQ POKOMPONENT	
NO� �f�� f�
�g�� g�
 � �f�g�� f�g�
 � lEGKO PROWERQETSQ ASSOCIATIWNOSTX

I TO
 �TO PARA ��A� �B
 QWLQETSQ EDINI�NYM MORFIZMOM DLQ OB�EKTA

�A�B
 � eSLI KATEGORII C� 
 C� PREDADDITIWNY
 TO C��C� TAKVE PRE	
DADDITIWNA� �f�� f�

 �h�� h�
 � �f�
h�� f�
h�
 � aNALOGI�NYM OBRA	
ZOM MOVNO OPREDELITX PRQMOE PROIZWEDENIE PROIZWOLXNOGO SEMEJSTWA

KATEGORIJ�
pRIMER ��� � dLQ L�BOJ KATEGORII C MOVNO OPREDELITX DWOJ�

STWENNU� K NEJ KATEGORI� C
� SLEDU��IM OBRAZOM� oB�EKTY U C

� TE

VE
 �TO I U C 
 A C
��X�Y 
 � C�Y�X
 � nEFORMALXNO GOWORQ
 STRELKI

OSTA�TSQ TEMI VE
 NO IH NAPRAWLENIE MENQETSQ NA PROTIWOPOLOVNOE�
kOMPOZICIQ MORFIZMOW W C

� OPREDELQETSQ �EREZ KOMPOZICI� W C �
pUSTX f � X � Y 
 g � Y � Z � MORFIZMY C

� � fAKTI�ESKI �TO
MORFIZMY KATEGORII C WIDA f � Y � X 
 g � Z � Y � pOLAGAEM
g � f � fg �SPRAWA � KOMPOZICIQ W C 
 KOTORAQ S�ITAETSQ ZADANNOJ


�



SLEWA � OPREDELQEMAQ KOMPOZICIQ W C
� 
� nETRUDNO PROWERITX
 �TO

POLU�ILASX KATEGORIQ
 PRI�EM EDINI�NYE MORFIZMY W C
� TE VE
 �TO

I W C � eSLI C � L � KATEGORIQ IZ PRIMERA �
 TO C
� � KATEGORIQ
 SO	

OTWETSTWU��AQ DWOJSTWENNOMU �ASTI�NO UPORQDO�ENNOMU MNOVESTWU

L� � kATEGORIQ
 DWOJSTWENNAQ PREDADDITIWNOJ
 TAKVE BUDET PREDAD	
DITIWNOJ�
oPREDELENIE ���� mORFIZM f � X � Y KATEGORII K NAZYWA	

ETSQ MONOMORFIZMOM
 ESLI DLQ L�BYH g�� g� � Z � X IZ fg� � fg�
SLEDUET g� � g� � mORFIZM f � X � Y KATEGORII K NAZYWAETSQ

�PIMORFIZMOM
 ESLI DLQ L�BYH g�� g� � Y � Z IZ g�f � g�f SLEDU	
ET g� � g� � mORFIZM f NAZYWAETSQ IZOMORFIZMOM
 ESLI SU�ESTWUET
g � Y � X TAKOJ
 �TO gf � �Y 
 fg � �X � dLQ IZOMORFIZMA �ASTO

ISPOLXZUETSQ OBOZNA�ENIE X
f
�� Y 
 ILI PROSTO X �� Y 
 ESLI QSNO


O KAKOM MORFIZME IDET RE�X �ILI VE KONKRETNYJ MORFIZM NE IMEET

ZNA�ENIQ
�
lEGKO PROWERQETSQ
 �TO IZOMORFIZM W L�BOJ KATEGORII QWLQETSQ I

MONOMORFIZMOM I �PIMORFIZMOM� tO�NEE
 PREDLAGAETSQ UPRAVNENIE�
POKAZATX
 �TO ESLI DANY OB�EKTY X�Y 
 I MORFIZMY � � X � Y 

� � Y � X 
 TAKIE
 �TO �� � �X 
 TO � � MONOMORFIZM
 A � � �PI	
MORFIZM� kOMPOZICIQ IZOMORFIZMOW �MONOMORFIZMOW
 �PIMORFIZMOW

� SNOWA IZOMORFIZM �SOOTWETSTWENNO� MONOMORFIZM
 �PIMORFIZM
�
w KATEGORIQH Set 
 Mod 	R MONOMORFIZMY � TO VE SAMOE
 �TO IN�	
EKTIWNYE OTOBRAVENIQ �ILI GOMOMOMORFIZMY

 A �PIMORFIZMY � TO

VE SAMOE
 �TO I S�R�EKCII� oDNAKO SU�ESTWU�T KATEGORII
 W KOTO	
RYH MONOMORFIZMY � NE OBQZATELXNO IN�EKTIWNY
 �PIMORFIZMY NE

OBQZATELXNO S�R�EKTIWNY
 A IN�EKTIWNYJ I S�R�EKTIWNYJ MORFIZM
NE OBQZATELXNO IZOMORFIZM� tAK
 W KATEGORII KOMMUTATIWNYH ASSO	
CIATIWNYH KOLEC S EDINICEJ WLOVENIE KOLXCA CELYH �ISEL Z W POLE

RACIONALXNYH �ISEL Q QWLQETSQ KATEGORNYM �PIMORFIZMOM
 NO NE
S�R�EKCIEJ
 I
 NESMOTRQ NA TO
 �TO �TO MONOMORFIZM
 NE QWLQETSQ
IZOMORFIZMOM ASSOCIATIWNYH KOLEC�
oPREDELENIE ���� fUNKTOR F IZ KATEGORII C W KATEGORI� K

ESTX SLEDU��EE SEMEJSTWO OTOBRAVENIJ�
�
 OTOBRAVENIE IZ KLASSA Ob C W KLASS Ob K 
 OB�EKTU X � Ob C

SOPOSTAWLQETSQ OB�EKT F �X
 � Ob K �
�
 DLQ KAVDOJ PARY OB�EKTOW X�Y � Ob C DOLVNO BYTX OPRE	

�



DELENO OTOBRAVENIE FX Y � C�X�Y 
 �� K�F �X
� F �Y 

 
 SOPOSTAW	
LQ��EE MORFIZMU f � C�X�Y 
 MORFIZM F �f
 � K�F �X
� F �Y 

 �
pRI �TOM DOLVNY BYTX WYPOLNENY USLOWIQ� F �fg
 � F �f
F �g
 

F ��X 
 � �F �X� �
sTROGO GOWORQ
 TAKIM OBRAZOM ZADAETSQ KOWARIANTNYJ FUNKTOR�

�ASTO WSTRE�A�TSQ TAVE KONTRAWARIANTNYE FUNKTORY� w OPREDELE	
NII KONTRAWARIANTNOGO FUNKTORA NADO IZMENITX PUNKT �
 SLEDU��IM
OBRAZOM�
dLQ KAVDOJ PARY OB�EKTOW X�Y � Ob C DOLVNO BYTX OPREDE	

LENO OTOBRAVENIE FX Y � C�X�Y 
 �� K�F �Y 
� F �X

 
 SOPOSTAWLQ�	
�EE MORFIZMU f � C�X�Y 
 MORFIZM F �f
 � K�F �Y 
� F �X

 � pRI
�TOM DOLVNY BYTX WYPOLNENY USLOWIQ� F �fg
 � F �g
F �f
 
 F ��X
 �
�F �X� � lEGKO ZAMETITX
 �TO ZADATX KONTRAWARIANTNYJ FUNKTOR IZ C

W K � �TO TO VE SAMOE
 �TO ZADATX KOWARIANTNYJ FUNKTOR IZ C
� W

K � kAK PRAWILO
 W DALXNEJ�EM FUNKTOROM BUDET NAZYWATXSQ KOWARI	
ANTNYJ FUNKTOR
 KONTRAWARIANTNOSTX OGOWARIWAETSQ OSOBO�
dLQ �KOWARIANTNOGO
 FUNKTORA F IZ KATEGORII C W KATEGORI�

MNOVESTW �A TAKVE W KATEGORII
 �POHOVIE � NA KATEGORI� MNOVESTW

NAPRIMER
 W KATEGORII MODULEJ
 IMEETSQ POLEZNYJ SPOSOB ZAPISI
 ZA	
KL��A��IJSQ W TOM
 �TO WMESTO OTOBRAVENIQ
C�X�Y 
 �� Set�F �X
� F �Y 

 
 SOPOSTAWLQ��EGO MORFIZMU � FUNK	
CI� F ��
 
 MOVNO ZADATX OTOBRAVENIE

C�X�Y 
 � F �X
 �� F �Y 
� ��� x
 �� F ��
�x
 � �x�

PRI�EM OBOZNA�ENIE �x � F ��
�x
 POZWOLQET WYRAZITX SWOJSTWA FUNK	
TORA W FORME
 O�ENX POHOVEJ NA OPISANIE LEWOGO DEJSTWIQ GRUPPY NA

MNOVESTWE� ���
x � ���x
 
 �Xx � x � lEGKO PROWERQETSQ
 �TO ESLI
ZADANY �DEJSTWIQ� WIDA ��� x
 �� �x S UKAZANNYMI WY�E SWOJST	
WAMI
 TO OTOBRAVENIQ F ��
 � F �X
 � F �Y 
 WOSSTANAWLIWA�TSQ PO

FORMULE F ��
�x
 � �x 
 I
 TAKIM OBRAZOM
 SNOWA OPREDELEN FUNKTOR
F W FORME ISHODNOGO OPREDELENIQ�
w SLU�AE KONTRAWARIANTNOGO FUNKTORA IZ C W KATEGORI� MNOVESTW

�ILI POHOVU� NA NEE
 IMEETSQ �KWIWLENTNAQ ZAPISX
 POHOVAQ NA PRA	
WOE DEJSTWIE GRUPPY NA MNOVESTWE�

F �Y 
 � C�X�Y 
 �� F �X
� �y� �
 �� F ��
�y
 � y��

PRI �TOM y���
 � �y�
� 
 y�Y � y �

�



eSLI DANY PREDADDITIWNYE KATEGORII K I C 
 TO FUNKTOR F �
C �� K NAZYWAETSQ ADDITIWNYM
 ESLI DLQ L�BOJ PARY OB�EKTOW

X�Y � Ob C SOOTWETSTWU��EE OTOBRAVENIE C�X�Y 
 �� K�F �X
� F �Y 


QWLQETSQ GOMOMORFIZMOM ABELEWYH GRUPP� 	TO OZNA�AET
 �TO DLQ L�	
BYH MORFIZMOW �� � � X �� Y IMEET MESTO RAWENSTWO F �� 
 �
 �
F ��
 
 F ��
 � rAZUMEETSQ
 F ��
 � � �
rASSMOTRIM NESKOLXKO PRIMEROW FUNKTOROW�
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o LITERATURE PO TEORII KATEGORIJ� w SPISKE LITERATURY W

KONCE U�EBNOGO POSOBIQ TEORII KATEGORIJ POSWQ�ENY SPECIALXNO
 ILI
SODERVAT DOSTATO�NO SODERVATELXNYE KATEGORNYE RAZDELY KNIGI ���

���
 ���
 ����
 ����
 ����
 ����
 ����
 ����
 �����

�� mNOGOOSNOWNYE UNIWERSALXNYE ALGEBRY

oPREDELENIE ���� pUSTX S � NEKOTOROE MNOVESTWO
 �LEMEN	
TY KOTOROGO BUDEM NAZYWATX SORTAMI
 ILI OSNOWAMI� kATEGORIQ S 	
GRADUIROWANNYH MNOVESTW S 	 Sets USTROENA SLEDU��IM OBRAZOM�
oB�EKTY � SEMEJSTWA MNOVESTW X � fXsjs � Sg 
 PRI�EM MNOVES	
TWA Xs PREDPOLAGA�TSQ NEPERESEKA��IMISQ� mORFIZM f � X �� Y

��



� �TO SEMEJSTWO OTOBRAVENIJ WIDA fs � Xs � Ys 
 s � S � kOMPOZICIQ
MORFIZMOW f � X �� Y I g � Y �� Z OPREDELQETSQ POKOMPONENTNO�
�TO SEMEJSTWO gsfs � Xs � Zs KOMPOZICIJ OTOBRAVENIJ fs � Xs � Ys 

gs � Ys � Zs � oB�EKTY IZ S 	 Sets NAZYWA�TSQ TAKVE MNOGOOSNOWNY	
MI �ILI MNOGOSORTNYMI
 MNOVESTWAMI�
pROWERKA SWOJSTW KATEGORII DLQ S 	 Sets � �TO LEGKOE UPRAVNE	

NIE� w SLU�AE
 KOGDA S SOSTOIT IZ ODNOGO �LEMENTA
 S 	GRADUIROWANNYE
MNOVESTWA �ODNOOSNOWNYE ILI ODNOSORTNYE MNOVESTWA
 � �TO �OBY�	
NYE� MNOVESTWA� w OB�EM SLU�AE MOVNO PREDSTAWLQTX SEBE S 	GRADU	
IROWANNOE MNOVESTWO KAK SWOEGO RODA �WEKTOR�
 KOMPONENTY KOTO	
ROGO SNABVENY INDEKSAMI IZ S � mNOGIE OPERACII NAD GRADUIRO	
WANNYMI MNOVESTWAMI �NAPRIMER
 WKL��ENIE
 OB�EDINENIE
 PERESE	
�ENIE
 PROIZWEDENIE
 PROIZWODQTSQ POKOMPONENTNO� nAPRIMER
 ESLI
X � fXsjs � Sg I Y � fYsjs � Sg 
 TO X � Y BUDET OZNA�ATX
 �TO
Xs � Ys DLQ WSEH s � S � eSLI IMEETSQ SEMEJSTWO Xi 
 i � I 
 PRI�EM
Xi � f�Xi
s � Xi�sjs � Sg I Xi � Y DLQ WSEH i � I 
 TO POD PERESE�E	
NIEM �

i�I
Xi PONIMAETSQ GRADUIROWANNOE MNOVESTWO f �

i�I
Xi�sjs � Sg �

pUSTX DAN MORFIZM GRADUIROWANNYH MNOVESTW f � X �� Y S KOM	
PONENTAMI fs � Xs �� Ys 
 s � S � bUDEM NAZYWATX EGO IN�EKTIWNYM

ESLI DLQ KAVDOGO s � S OTOBRAVENIE fs QWLQETSQ IN�EKTIWNYM
 I
S�R�EKTIWNYM
 ESLI WSE fs S�R�EKTIWNY� pOD f �X
 BUDEM PONIMATX
GRADUIROWANNOE PODMNOVESTWO ffs�Xs
js � Sg GRADUIROWANNOGO MNO	
VESTWA Y � lEGKO POKAZATX
 �TO IN�EKTIWNYE MORFIZMY W S	Sets �
�TO W TO�NOSTI KATEGORNYE MONOMORFIZMY
 A S�R�EKTIWNYE � �TO

KATEGORNYE �PIMORFIZMY�
uSLOWIMSQ
 �TO KAVDYJ RAZ
 KOGDA BUDET POQWLQTXSQ GRADUIROWAN	

NOE MNOVESTWO
 OBOZNA�AEMOE
 NAPRIMER
 KAK X �POLUVIRNYJ �RIFT


EGO KOMPONENTY BUDUT OBOZNA�ATXSQ LIBO �EREZ Xs �TA VE BUKWA

NO �RIFT OBY�NYJ

 LIBO �INOGDA
 �EREZ Xs � eSLI VE DAN MOR	
FIZM GRADUIROWANNYH MNOVESTW f � X �� Y �OBOZNA�ENIE POLU	
VIRNYM �RIFTOM WSEGDA BUDET ISPOLXZOWATXSQ TOLXKO DLQ GRADU	
IROWANNYH MNOVESTW I MORFIZMOW MEVDU NIMI

 TO �EREZ fs �TA
VE BUKWA
 NO �RIFT OBY�NYJ
 BUDUT OBOZNA�ATXSQ EGO KOMPONENTY�
wREMQ OT WREMENI MY BUDEM ISPOLXZOWATX DLQ OBOZNA�ENIQ MORFIZ	
MOW GRADUIROWANNYH MNOVESTW I NE POLUVIRNYJ �RIFT
 NAPRIMER

� � X �� Y � w �TOM SLU�AE KOMPONENTY � BUDUT OBOZNA�ATXSQ �EREZ

��



�s � Xs �� Ys 
 s � S � w SLU�AE
 KOGDA S SOSTOIT IZ ODNOGO �LEMENTA

BUDEM ISPOLXZOWATXSQ OBY�NYJ �NE POLUVIRNYJ
 �RIFT
 I NE BUDEM
ISPOLXZOWATX INDEKS SORTA�
kATEGORIQ S 	 Sets BUDET TAKVE OBOZNA�ATXSQ �EREZ S �
oPREDELENIE ���� pUSTX S� �MNOVESTWO WSEH SLOW
 SOSTAWLEN	

NYH IZ SIMWOLOW S �WKL��AQ PUSTOE SLOWO
� iNYMI SLOWAMI
 �TO
SWOBODNAQ POLUGRUPPA S BAZISOM S � sIGNATUROJ NAZYWAETSQ PARA

� � �S��
 
 GDE � OPREDELQETSQ TAK�

� �
�

j�S�a�S�

�a�j�

mNOVESTWA �a�j �NEKOTORYE IZ NIH MOGUT BYTX PUSTYMI
 OBY�NO
PREDPOLAGA�TSQ NEPERESEKA��IMISQ
 HOTQ W NEKOTORYH SLU�AQH UDOB	
NO NE NAKLADYWATX TAKOGO OGRANI�ENIQ� eSLI a � PUSTOE SLOWO
 WMES	
TO �a�j BUDEM PISATX ���j �
oPREDELENIE ���� � �ALGEBROJ �ILI ALGEBROJ W SIGNATURE � �

�S��
 
 BUDET NAZYWATXSQ S 	GRADUIROWANNOE MNOVESTWO A � fAsjs �
Sg WMESTE S SEMEJSTWOM OTOBRAVENIJ WIDA

�A � As� � � � ��Asn �� Aj �

GDE � � �a�j 
 a � s� � � � sn � S� � tAKIE OTOBRAVENIQ NAZYWA�TSQ
n �ARNYMI OPERACIQMI �ALGEBRY A 
� eSLI SLOWO a PUSTOE �SLU�AJ
n � � 

 PROIZWEDENIE As� � � � ��Asn S�ITAETSQ RAWNYM ODNO�LEMENT	
NOMU MNOVESTWU
 I TOGDA OTOBRAVENIE �A MOVNO OTOVDESTWITX S

EGO OBRAZOM� �LEMENTOM KOMPONENTY Aj � tAKIE OTOBRAVENIQ �I SO	
OTWETSTWU��IE IM �LEMENTY
 NAZYWA�TSQ KONSTANTAMI ALGEBRY� �i

TAKIM OBRAZOM
 OPREDELENO OTOBRAVENIE ���j �� Aj 
 OBRAZ KOTOROGO
ESTX MNOVESTWO KONSTANT SORTA j ALGEBRY A 
� rEZULXTAT DEJSTWIQ
OTOBRAVENIQ �A BUDET ZAPISYWATXSQ SLEDU��IM OBRAZOM�

�A � �x�� � � � � xn
 �� x� � � � xn�
A � x� � � � xn� � GDE x� � As�� � � � � xn � Asn
�

w DALXNEJ�EM BUDEM PISATX PROSTO � 
 ESLI QSNO
 O KAKOJ ALGEBRE
ID
T RE�X� eSLI QSNO
 O KAKOJ SIGNATURE IDET RE�X �ILI �TO WOOB�E
NEWAVNO

 � �ALGEBRY NAZYWA�TSQ TAKVE MNOGOOSNOWNYMI �UNIWER	
SALXNYMI
 ALGEBRAMI
 ILI MNOGOSORTNYMI ALGEBRAMI�
oPREDELENIE ���� pUSTX A I B � ALGEBRY ODNOJ I TOJ VE

SIGNATURY � � gOMOMORFIZM ALGEBRY A W ALGEBRU B � �TO OTOBRA	
VENIE GRADUIROWANNYH MNOVESTW f � A� B 
 TAKOE
 �TO DLQ KAVDOGO

��



SIMWOLA � � �a�j I DLQ L�BYH x� � As�� � � � � xn � Asn IMEET MESTO

RAWENSTWO

fj�x� � � � xn�
A
 � fs��x�
 � � � fsn�xn
�

B�

kOGDA NET OPASNOSTI ZAPUTATXSQ W INDEKSAH
 ONI BUDUT OPUSKATXSQ
 I
TOGDA PREDYDU�EE RAWENSTWO PRIOBRET
T WID�

f�x� � � � xn�
 � f�x�
 � � � f�xn
��

zAMETIM
 �TO ODNOTIPNYE KONSTANTY PRI GOMOMORFIZMAH PEREHODQT

DRUG W DRUGA�
w SLU�AE
 KOGDA S SOSTOIT IZ ODNOGO �LEMENTA s �ODNOOSNOWNYE


ILI ODNOSORTNYE ALGEBRY

 TO WSE SLOWA IZ S� IME�T WID s � � � s � n
SIMWOLOW

 I WMESTO �s���s�s PI�ETSQ PROSTO �n 
 A WMESTO ���s PI	
�ETSQ �� �

lEMMA ���� pUSTX DANY GOMOMORFIZMY � �ALGEBR f � A �� B �
I g � B �� C � tOGDA IH KOMPOZICIQ gf � A �� C TAKVE BU�
DET GOMOMORFIZMOM � �ALGEBR� kOMPOZICIQ GOMOMORFIZMOW ASSOCI�
ATIWNA� tOVDESTWENNYE OTOBRAVENIQ 	A � A �� A QWLQ�TSQ

GOMOMORFIZMAMI ALGEBR�

dOKAZATELXSTWO PREDOSTAWLQETSQ �ITATEL� W KA�ESTWE L
GKOGO UPRAV	
NENIQ�
iZ �TOJ LEMMY SLEDUET
 �TO � 	ALGEBRY I IH GOMOMORFIZMY OBRA	

ZU�T KATEGORI�
 KOTORU� MY BUDEM OBOZNA�ATX �EREZ � 	 Alg � iZU�E	
NIE KATEGORIJ TAKOGO WIDA I NEKOTORYH IH PODKATEGORIJ � GLAWNAQ

CELX �TOGO U�EBNOGO POSOBIQ�
pRIWEDEM NESKOLXKO PRIMEROW ALGEBR RAZNYH SIGNATUR�
pRIMER ���� pUSTX S SOSTOIT IZ ODNOGO �LEMENTA
 �� � f�g 


�� � f
g 
 �� � f�g � pRIMERAMI ALGEBR TAKOJ SIGNATURY QWLQ�T	
SQ GRUPPY� w SAMOM DELE
 W MULXTIPLIKATIWNO ZAPISYWAEMOJ GRUPPE
G IMEETSQ EDINICA
 KOTORU� MOVNO OBOZNA�ITX �EREZ � 
 OPERACI�
WZQTIQ OBRATNOGO �LEMENTA MOVNO OBOZNA�ITX KAK x �� x
 � x�� 
 A
BINARNU� OPERACI� UMNOVENIQ � KAK �x� y
 �� xy� � x � y � oTME	
TIM
 ODNAKO
 �TO DALEKO NE WSE � 	ALGEBRY �DLQ DANNOJ SIGNATURY

� 
 QWLQ�TSQ GRUPPAMI�
pRIMER ���� pUSTX S � f�� �g � pOLOVIM ���� � f�g 
 ���� � f
g 


����� � f�g 
 ����� � f�g � tOGDA � 	 ALGEBRA A IMEET DWE KOMPO	
NENTY A� I A� 
 KONSTANTU � � A� 
 �	ARNU� �UNARNU�
 OPERACI�

��




 � A� �� A� 
 I DWE BINARNYE ��	ARNYE
 OPERACII � � Ao �A� �� A�

I � � A� � A� �� A� � pRIMEROM TAKOJ ALGEBRY QWLQETSQ GRUPPA

G � A� WMESTE S DEJSTWIEM �TOJ GRUPPY NA MNOVESTWE X � A� 
 TO
ESTX OTOBRAVENIEM � � G�X �� X 
 �g� x
 �� g � x � gx� � oPERACII
�� 
� � ZDESX IME�T TOT VE SMYSL
 �TO I W PRIMERE ���� kAK I W �TOM
PRIMERE
 DALEKO NE KAVDAQ � 	ALGEBRA PREDSTAWLQET IZ SEBQ GRUPPU
WMESTE S DEJSTWIEM �TOJ GRUPPY NA NEKOTOROM MNOVESTWE�
pRIMER ���� sNOWA PUSTX S � f�� �g � wYBEREM SIGNATURU � TAK


�TOBY EDINSTWENNYM NEPUSTYM MNOVESTWOM �a�j BYLO ���� � f�� �g �
tOGDA � 	ALGEBRU G MOVNO OPISATX KAK PARU MNOVESTW fG�� G�g
WMESTE S DWUMQ OTOBRAVENIQMI �� � � G� �� G� � mOVNO INTERPRETI	
ROWATX TAKIE ALGEBRY KAK ORIENTIROWANNYE GRAFY S MNOVESTWOM WER	
�IN G� I MNOVESTWOM DUG �STRELOK
 G� 
 PRI�EM OPERACIQ � STAWIT

W SOOTWETSTWIE STELKE u � G� WER�INU u� 
 IZ KOTOROJ �TA STREL	
KA WYHODIT
 A OPERACIQ � SOPOSTAWLQET STRELKE u WER�INU u� 
 W
KOTORU� �TA STRELKA WHODIT� qSNO
 �TO PODOBNYM OBRAZOM MOVNO OPI	
SATX KAVDYJ ORIENTIROWANNYJ GRAF� pO�TOMU W DANNOM SLU�AE �	Alg
ESTX KATEGORIQ WSEH ORIENTIROWANNYH GRAFOW I IH GOMOMORFIZMOW�
pRIMER ���� pUSTX S � f�� �� sg � wYBEREM SIGNATURU TAK� �s��s �

f
g 
 �s��� � f�g � tOGDA � 	ALGEBRA A � �TO TRI MNOVESTWA A�� A�� As

WMESTE S DWUMQ OTOBRAVENIQMI 
 � As�A� �� As 
 � � As�A� �� A� �
oB�EKTY TAKOGO WIDA NAZYWA�TSQ AWTOMATAMI
 As NAZYWAETSQ MNO	
VESTWOM SOSTOQNIJ �ILI WNUTRENNIH SOSTOQNIJ
 AWTOMATA
 A� NAZY	
WAETSQ MNOVESTWOM �ILI ALFAWITOM
 WHODNYH SIGNALOW AWTOMATA
 A�

� MNOVESTWOM �ALFAWITOM
 WYHODNYH SIGNALOW� oTOBRAVENIE 
 NA	
ZYWAETSQ FUNKCIEJ PEREHODOW
 OTOBRAVENIE � � FUNKCIEJ WYHODOW�
eSLI K SIGNATURE DOBAWLENO ���s � f�g 
 TO TEM SAMYM W � 	ALGEBRE
A OPREDELENA KONSTANTA � � As 
 NAZYWAEMAQ NA�ALXNYM SOSTOQNIEM

AWTOMATA� aWTOMATY
 W KOTORYH ZADANY NA�ALXNYE SOSTOQNIQ
 NAZY	
WA�TSQ INICIALXNYMI� tEORIQ AWTOMATOW� OB�IRNAQ OBLASTX MATE	
MATIKI S MNOGO�ISLENNYMI PRILOVENIQMI� nEKOTORU� INFORMACI�

O NEJ
 A TAKVE UKAZANIQ NA LITERATURU MOVNO NAJTI W ����
 S� ���	����
uVE PO �TOMU KRATKOMU NABORU PRIMEROW MOVNO DOGADATXSQ
 �TO

TEORIQ MNOGOOSNOWNYH UNIWERSALXNYH ALGEBR OHWATYWAET O�ENX �I	
ROKIJ KRUG MATEMATI�ESKIH STRUKTUR
 DAVE TEH
 KOTORYE NA PERWYJ
WZGLQD NE OTNOSQTSQ K ALGEBRE� pRILOVENIQ TEORII I DALXNEJ�IE KON	

��



KRETNYE PRIMERY MOVNO NAJTI W KNIGAH ���
 ���
 ����
 ����� zAMETIM
E�E
 �TO DAVE KATEGORII �W SLU�AE
 KOGDA KLASS OB�EKTOW QWLQETSQ
MNOVESTWOM
 MOVNO S�ITATX MNOGOOSNOWNYMI UNIWERSALXNYMI AL	
GEBRAMI�
pRODOLVIM IZLOVENIE OSNOWNYH PONQTIJ TEORII MNOGOOSNOWNYH

ALGEBR�
iZOMORFIZMOM ALGEBR A I B NAZYWAETSQ GOMOMORFIZM h � A ��

B 
 DLQ KOTOROGO SU�ESTWUET TAKOJ GOMOMORFIZM g � B �� A 
 �TO
hg � �B I gh � �A � w �TOM SLU�AE g BUDET TAKVE IZOMORFIZMOM

ALGEBR B I A � eSLI h � fhsjhs � As � Bs� s � Sg 
 TO UTWERVDENIE
� h � IZOMORFIZM� RAWNOSILXNO TOMU
 �TO h � GOMOMORFIZM
 I
WSE EGO KOMPONENTY hs QWLQ�TSQ BIEKCIQMI� nALI�IE IZOMORFIZMA
MEVDU A I B OBOZNA�AETSQ SLEDU��IM OBRAZOM� A �� B �
dLQ DANNOJ ALGEBRY A OPREDELIM E
 PODALGEBRU B KAK PODMNO	

VESTWO GRADUIROWANNOGO MNOVESTWA A �TO ESTX DLQ KAVDOGO s � S
IMEET MESTO WKL��ENIE Bs � As 

 TAKOE
 �TO DLQ L�BYH s�� � � � � sn� j �
S 
 L�BOGO � � �a�j 
 GDE a � s� � � � sn � S� 
 I PROIZWOLXNYH b� �
Bs�� � � � � bn � Bsn �LEMENT b� � � � bn�

A SODERVITSQ W Bj � w �ASTNOSTI

WSE KONSTANTY ALGEBRY A SODERVATSQ W B � dRUGIMI SLOWAMI �TO

MOVNO OPISATX TAK� OGRANI�ENIE OTOBRAVENIJ �A NA B PREWRA�AET

B W � 	ALGEBRU
 PRI�
M OTOBRAVENIE WKL��ENIQ B � A STANOWITSQ

GOMOMORFIZMOM � 	ALGEBR� oSNOWNYE SWOJSTWA PODALGEBR SOBRANY W

SLEDU��EJ LEMME�

lEMMA ���� �
 pUSTX DANO PROIZWOLXNOE SEMEJSTWO fBigi�I POD�
ALGEBR ALGEBRY A � tOGDA IH PERESE�ENIE �

i�I
Bi SNOWA QWLQETSQ

PODALGEBROJ A � pRI �TOM PERESE�ENIE OPREDELQETSQ �POKOM�
PONENTNO� KAK S �GRADUIROWANNOE MNOVESTWO� s �Q KOMPONENTA
KOTOROGO ESTX �

i�I
Bi�s � GDE Bi�s ESTX s �Q KOMPONENTA ALGEBRY

Bi �

�
 dLQ L�BOGO GRADUIROWANNOGO PODMNOVESTWA Y ALGEBRY A SU�
�ESTWUET EDINSTWENNAQ NAIMENX�AQ PODALGEBRA hYi � SODER�
VA�AQ Y � �TO OZNA�AET� �TO ESLI ESTX PODALGEBRA B AL�
GEBRY A � I Y � B � TO OBQZATELXNO hYi � B �

�
 eSLI DAN GOMOMORFIZM � �ALGEBR f � A �� B � TO EGO OBRAZ


	



f �A
 ESTX PODALGEBRA ALGEBRY B � �nAPOMNIM� �TO s �Q KOMPO�
NENTA f �A
 ESTX fs�As
 � Bs ��

�
 eSLI DANY DWA GOMOMORFIZM � �ALGEBR f �g � A �� B � PRI�EM
A � hYi � I OGRANI�ENIQ f I g NA Y SOWPADA�T� TO f � g �

dOKAZATELXSTWO� pUNKTY �
 I �
 DOKAZYWA�TSQ LEGKO� �TOBY DO	
KAZATX PUNKT �

 RASSMOTRIM MNOVESTWO I � fCjY � C � A�C �
PODALGEBRA ALGEBRY Ag � mNOVESTWO I NEPUSTO
 TAK KAK A � I �
pOLOVIM hYi � �

C�I
C � sOGLASNO PUNKTU �

 �TO PODALGEBRA A � eSLI

Y � B 
 I B � PODALGEBRA A 
 TO B � I 
 I TOGDA hYi � �
C�I

C � B �

�TOBY DOKAZATX �

 RASSMOTRIM C � fCsjs � Sg 
 GDE Cs � fx �
Asjfs�x
 � gs�x
g � lEGKO PROWERQETSQ
 �TO C � PODALGEBRA ALGEBRY

A 
 PRI�EM Y � C � sLEDOWATELXNO
 A � hYi � C � oTS�DA A � C �
lEMMA DOKAZANA�

eSLI A � hYi 
 TO GOWORQT
 �TO ALGEBRA A POROVDAETSQ MNOVEST	
WOM Y 
 ILI �TO Y ESTX MNOVESTWO OBRAZU��IH �ILI POROVDA��IH

�LEMENTOW ALGEBRY A �

lEMMA ���� w KATEGORII � �Alg SU�ESTWU�T PROIZWOLXNYE PRQ�
MYE PROIZWEDENIQ�

dOKAZATELXSTWO� dADIM QWNU� KONSTRUKCI� PRQMOGO PROIZWEDE	
NIQ SEMEJSTWA � 	ALGEBR Ai 
 i � I � pUSTX s 	Q KOMPONENTA Ai ESTX

Ai�s � oPREDELIM A �
Q

i�I
Ai KAK S 	GRADUIROWANNOE MNOVESTWO


s 	Q KOMPONENTA KOTOROGO As � �TO PRQMOE PROIZWEDENIE MNOVESTW
Q

i�I
Ai�s � pUSTX pi�s � As �� Ai�s � PROEKCII NA i 	J MNOVITELX �W KA	

TEGORII MNOVESTW

 pi � fpi�sjs � Sg � SOOTWETSTWU��IE MORFIZMY

KATEGORII GRADUIROWANNYH MNOVESTW
 TO ESTX pi � A �� Ai � pUSTX
DLQ � � �a�j SOOTWETSTWU��AQ OPERACIQ W ALGEBRE Ai ESTX �i � tOGDA
OPREDELIM OPERACI� �A � As�� � � ��Asm �� Aj SLEDU��IM OBRAZOM�
	LEMENTY Ask �

Q

i�I
Ai�sk � �TO SEMEJSTWA fai�skjai�sk � Ai�sk� i � Ig �

pOLAGAEM

�fai�s�g
 � � � �fai�s�g
�
A � fai�s� � � � ai�s��iji � Ig ��



�



iNYMI SLOWAMI
 OPERACII W ALGEBRE A OPREDELENY �POKOMPONENT	
NO�� dLQ KONSTANT �TO OPREDELENIE SWODITSQ K TOMU
 �TO ESLI m � � 

�i � Ai�j � KONSTANTA
 SOOTWETSTWU��AQ � � ���j W ALGEBRE Ai 

TO SOOTWETSTWU��AQ KONSTANTA �A � Aj ESTX SEMEJSTWO f�iji � Ig �
iZ ��
 SRAZU SLEDUET
 �TO MORFIZMY pi STANOWQTSQ GOMOMORFIZMA	
MI � 	ALGEBR� pUSTX DANO SEMEJSTWO GOMOMORFIZMOW fi � B �� Ai 

KOMPONENTY KOTORYH ESTX OTOBRAVENIQ fi�s � Bs �� Ai�s � sOGLASNO
SWOJSTWAM PRQMOGO PROIZWEDENIQ W KATEGORII �OBY�NYH� MNOVESTW

DLQ KAVDOGO s � S ODNOZNA�NO OPREDELENY OTOBRAVENIQ fs � Bs ��
Q

i�I
Ai�s 
 TAKIE
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TX� DO IZOMORFIZMA� pO�TOMU UNIWERSALXNOE SWOJSTWO MOVNO S�I	
TATX OPREDELENIEM SWOBODNYH ALGEBR�

�� oTNO�ENIQ �KWIWALENTNOSTI I KONGRU�NCII

oPREDELENIE ���� bINARNYM OTNO�ENIEM NA MNOVESTWE X NA	
ZYWAETSQ PROIZWOLXNOE PODMNOVESTWO R � X�X � sOOTWETSTWIEM �IZ
MNOVESTWA X W MNOVESTWO Y 
 NAZYWAETSQ PODMNOVESTWO U � Y�X �
wAVNYMI �ASTNYMI SLU�AQMI SOOTWETSTWIJ MOVNO S�ITATX OTO	

BRAVENIQ �FUNKCII
 IZ X W Y � dLQ �TOGO FUNKCI� f � X � Y
NADO OTOVDESTWITX S E
 GRAFIKOM
 TO ESTX S MNOVESTWOM ��f
 �
f�f�x
� x
jx � Xg � Y � X � pO ANALOGII S �TIM DLQ PROIZWOLXNOGO

SOOTWETSTWIQ U MOVNO ISPOLXZOWATX ZAPISX U � X � Y � oPREDELIM
KOMPOZICI� SOOTWETSTWIJ U � X � Y 
 V � Y � Z 
 KAK PODMNOVEST	
WO V �U � Z�X 
 SOSTOQ�EE IZ WSEH TAKIH �z� x
 � Z�X 
 DLQ KOTO	
RYH NAJDETSQ y � Y 
 TAKOJ
 �TO �y� x
 � U 
 I �z� y
 � V � w KA�ESTWE

UPRAVNENIQ �ITATELX MOVET PROWERITX
 �TO KOMPOZICIQ ASSOCIATIW	
NA
 TO ESTX DLQ W � Z � T IMEET MESTO RAWENSTWO W � �V � U 
 �
�W �V 
�U � tAKIM OBRAZOM
 OPERELENA KATEGORIQ SOOTWETSTWIJ Rel 
 W
KOTOROJ Rel�X�Y 
 � MNOVESTWO PODMNOVESTW Y �X � �ITATEL� STO	
IT PROWERITX
 �TO TOVDESTWENNYE MORFIZMY W �TOJ KATEGORII� �TO

TAK NAZYWAEMYE DIAGONALI� � � X�X 
 � � f �x� x
 j x � Xg � e�E
ODNO POLEZNOE UPRAVNENIE� DOKAZATX
 �TO ESLI U � ��f
 
 V � ��g
 

TO V � U � ��gf
 � dLQ DANNOGO SOOTWETSTWIQ A � X � Y OPREDE	
LIM SOOTWETSTWIE A�� � Y � X KAK MNOVESTWO f�x� y
j�y� x
 � A �
	TO NE OBRATNYJ K A MORFIZM W KATEGORII Rel 
 PROSTO TAKOWO OB	
�EPRINQTOE OBOZNA�ENIE� nAD SOOTWETSTWIQMI
 KAK PODMNOVESTWAMI

MOVNO TAKVE OSU�ESTWLQTX OPERACII OB�EDINENIQ I PERESE�ENIQ�rQD
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�LEMENTARNYH SWOJSTW OPERACIJ S SOOTWETSTWIQMI I BINARNYMI OT	
NO�ENIQMI SOBRAN W SLEDU��EJ LEMME�

lEMMA ���� wO WSEH SLU�AQH� KOGDA OPREDELENY PRIWEDENNYE W NI�
VESLEDU��EM SPISKE OPERACII S SOOTWETSTWIQMI� IME�T MESTO

RAWENSTWA	
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S
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S
j�J Bj
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S
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dOKAZATELXSTWO� dOKAVEM RAWENSTWO �A �B
�� � B�� �A�� � iS	
HODQ IZ SMYSLA �TOGO WYRAVENIQ
 POLAGAEM A � Z � Y 
 B � Y �X �
tOGDA A�B � f�z� x
 � Z�Xj SU�ESTWUET y � Y� TAKOJ
 �TO �z� y
 �
A� �y� x
 � Bg � oTS�DA �A � B
�� � f�x� z
 � X � Zj SU�ESTWUET y �
Y� TAKOJ
 �TO �z� y
 � A� �y� x
 � Bg � s DRUGOJ STORONY
 B�� �
f�x� y
 � X � Y j�y� x
 � Bg 
 A�� � f�z� y
 � Z � Y j�y� z
 � Bg �
oSTAETSQ PRIMENITX OPREDELENIE I UBEDITXSQ
 �TO MNOVESTWA SOWPA	
DA�T� dOKAZATELXSTWO OSTALXNYH RAWENSTW OSTAWLQETSQ �ITATEL� W

KA�ESTWE UPRAVNENIQ�
eSLI DANO BINARNOE OTNO�ENIE R � X�X 
 TO WMESTO �x�� x�
 � R

INOGDA PI�UT x�Rx� 
 I GOWORQT
 �TO x� I x� NAHODQTSQ W OTNO�ENII
R �
oPREDELENIE ���� pUSTX DANO BINARNOE OTNO�ENIE R � X �X �

oNO NAZYWAETSQ

REFLEKSIWNYM
 ESLI DLQ WSEH x � X IMEET MESTO WKL��ENIE

�x� x
 � R � INYMI SLOWAMI
 � � R 
�

SIMMETRI�NYM
 IZ �x�� x�
 � R WSEGDA SLEDUET �x�� x�
 � R �TO
ESTX R � R�� 
�

TRANZITIWNYM
 ESLI �x� y
 � R 
 �y� z
 � R WSEGDA SLEDUET �x� z
 �
R ��TO RAWNOSILXNO TOMU
 �TO R �R � R 
�

eSLI OTNO�ENIE OBLADAET WSEMI TREMQ �TIMI SWOJSTWAMI ODNOWRE	
MENNO
 TO ONO NAZYWAETSQ OTNO�ENIEM �KWIWALENTNOSTI� pRI �TOM

�ASTO ISPOLXZUETSQ SLEDU��EE OBOZNA�ENIE� WMESTO �x� y
 � R PI	
�ETSQ x � y ILI x �R y � tAKIM OBRAZOM
 R QWLQETSQ OTNO�ENIEM


�



�KWIWALENTNOSTI TOGDA I TOLXKO TOGDA
 ESLI DLQ L�BYH x� y� z � X
WYPOLNENY TRI SWOJSTWA� �
 x �R x � �
 x �R y � y �R x � �

x �R y� y �R z � x �R z �
rAZBIENIEM MNOVESTWA X NAZYWAETSQ SEMEJSTWO EGO NEPUSTYH POD	

MNOVESTW fXiji � Ig 
 TAKOE
 �TO X � �
i�I

Xi I Xi�Xj � � DLQ L�BYH

i� j � I� i �� j � rAZBIENIE BUDET �LEMENTOM MNOVESTWA P�P�X

 � 	TO
OZNA�AET
 �TO DWA RAZBIENIQ fX �

iji � I �g I fX ��
j jj � I ��g S�ITA�TSQ

RAWNYMI
 ESLI MEVDU MNOVESTWAMI I � I I �� MOVNO USTANOWITX TAKOE
WZAIMNO	ODNOZNA�NOE SOOOTWETSTWIE i� j 
 �TO X �

i � X ��
j �

tEOREMA ���� sU�ESTUET WZAIMNO�ODNOZNA�NOE SOOTWETSTWIE
MEVDU OTNO�ENIQMI �KWIWALENTNOSTI NA X I RAZBIENIQMI X �
oNO ZADAETSQ SLEDU��IM OBRAZOM� pUSTX E 
 OTNO�ENIE �KWI�
WALENTNOSTI� dLQ KAVDOGO x � X POLOVIM Ex � fy � Xjy �E xg �
tOGDA MNOVESTWO WSEH RAZLI�NYH PODMNOVESTW WIDA Ex OBRAZUET

RAZBIENIE X � oBRATNO� ESLI DANO RAZBIENIE fXiji � Ig � TO OBRA�
ZUEM PODMNOVESTWO X �X � SOSTOQ�EE IZ WSEH PAR �x� y
 � TAKIH�
�TO NAJDETSQ i � I � DLQ KOTOROGO x� y � Xi � uTWERVDAETSQ� �TO
�TO 
 OTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI� I OPISANNYE SOOTWETSTWIQ

WZAIMNO OBRATNY�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX DANO OTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI E �uSTA	
NOWIM PREDWARITELXNO NEKOTORYE SWOJSTWA MNOVESTW WIDA Ex � tAK
KAK x �E x 
 TO x � Ex � oTS�DA SLEDUET
 �TO X � �

x�X
fxg �

�
x�X

Ex � X 
 A ZNA�IT
 X � �
x�X

Ex � pUSTX z � Ex�Ey � 	TO ZNA�IT


�TO z � x 
 z � y 
 ILI x � z 
 z � y 
 OTKUDA x � Ey I TO�NO TAK

VE y � Ex � dLQ L�BOGO w � x TEPERX BUDET w � x � y 
 TO ESTX
Ex � Ey 
 I Ey � Ex � tAKIM OBRAZOM
 MNOVESTWA WIDA Ex LIBO

NE PERESEKA�TSQ
 LIBO SOWPADA�T
 PRI�EM IH OB�EDINENIEM QWLQETSQ

WSE MNOVESTWO X � sLEDOWATELXNO
 ONI OBRAZU�T RAZBIENIE�
oBRATNO
 PUSTX DANO RAZBIENIE
 I OPREDELENO OTNO�ENIE
 OPISAN	

NOE W FORMULIROWKE TEOREMY� pOKAVEM
 �TO �TO OTNO�ENIE �KWI	
WALENTNOSTI� bUDEM PISATX x � y WMESTO UTWERVDENIQ �NAJDETSQ
i � I 
 DLQ KOTOROGO x� y � Xi �� o�EWIDNO
 �TO x � x 
 I �TO OTNO�E	
NIE SIMMETRI�NO� pUSTX x � y 
 I y � z � 	TO ZNA�IT
 �TO NAJDUTSQ
TAKIE i� j � I 
 �TO x� y � Xi 
 y� z � Xj � eSLI i �� j 
 TO PO OPREDELE	
NI� RAZBIENIQ Xi I Xj NE PERESEKA�TSQ
 I PO�TOMU �LEMENT y NE
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MOVET PRINADLEVATX OBOIM �TIM MNOVESTWAM� sLEDOWATELXNO
 i � j 

x� z � Xi � Xj 
 I x � z �
oSTAETSQ LEGKAQ PROWERKA TOGO
 �TO POSTROENNYE SOOTWETSTWIQMEV	

DU OTNO�ENIQMI �KWIWALENTNOSTI I RAZBIENIQMI WZAIMNO OBRATNY�
tEOREMA DOKAZANA�

tAKIM OBRAZOM
 ZADATX RAZBIENIE � �TO WSE RAWNO
 �TO ZADATX OT	
NO�ENIE �KWIWALENTNOSTI
 I NAOBOROT� 	LEMENTY RAZBIENIQ fXiji �
Ig NAZYWA�TSQ KLASSAMI �KWIWALENTNYH �LEMENTOW DLQ SOOTWETSTWU	
��EGO OTNO�ENIQ �KWIWALENTNOSTI E 
 A MNOVESTWO Ex � fyjy �R xg
NAZYWAETSQ KLASSOM �LEMENTOW
 �KWIWALENTNYH �LEMENTU x � X � iZ
DOKAZATELXSTWA TEOREMY SLEDUET
 �TO DWA KLASSA �KWIWALENTNYH �LE	
MENTOW LIBO SOWPADA�T
 LIBO NE PERESEKA�TSQ
 �TO x � Ex 
 I �TO
ESLI y � Ex 
 TO Ey � Ex �
pUSTX DANO OTOBRAVENIE f � X � Y � rASSMOTRIM MNOVESTWO

Ef � X � X 
 SOSTOQ�EE IZ WSEH PAR �x�� x�
 TAKIH
 �TO f�x�
 �
f�x�
 � lEGKO PROWERQETSQ
 �TO �TO OTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI
 I �TO
EGO KLASSY �KWIWALENTNYH �LEMENTOW � MNOVESTWA f���y
 � fx �
Xjf�x
 � yg 
 GDE y � Y 
 TO�NEE � TE IZ NIH
 KOTORYE NE PUSTY�
pROWERIM
 NAPRIMER
 �TO �TI MNOVESTWA OBRAZU�T RAZBIENIE� qSNO

�TO x � f���f�x

 � eSLI y� �� y� 
 TO W f���y�
 I f���y�
 NE MOVET

BYTX OB�IH �LEMENTOW �ODIN I TOT VE x � X NE MOVET ODNOWREMENNO

OTOBRAVATXSQ I W y� 
 I W y� 
� pOPROBUEM OTWETITX NA WOPROS
 KAVDOE
LI OTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI NA X MOVNO PREDSTAWITX W WIDE Ef

DLQ NEKOTOROGO f � X � Y � oKAZYWAETSQ
 �TO OTWET POLOVITELXNYJ�
a IMENNO
 PUSTX DANO OTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI E � X �X 
 I

PUSTX Y � MNOVESTWO WSEH RAZLI�NYH KLASSOW �KWIWALENTNYH �LE	
MENTOW DLQ E � rASSMOTRIM OTOBRAVENIE f � X � Y 
 SOPOSTAWLQQ
�LEMENTU x � X KLASS �LEMENTOW
 �KWIWALENTNYH X 
 TO ESTX f�x
 �
Ex � sOGLASNO OTME�ENNYM WY�E SWOJSTWAM KLASSOW �KWIWALENTNYH

�LEMENTOW f�x
 � f�y
 TOGDA I TOLXKO TOGDA
 KOGDA Ex � Ey 
 �TO
RAWNOSILXNO TOMU
 �TO x � y � oTMETIM E�E
 �TO OTOBRAVENIE f
S�R�EKTIWNO�
dLQ MNOVESTWA KLASSOW �KWIWALENTNYH �LEMENTOW SU�ESTWUET SPE	

CIALXNOE NAZWANIE � FAKTORMNOVESTWO MNOVESTWA X PO OTNO�E	
NI� E 
 I SPECIALXNOE OBOZNA�ENIE � X�E ��ITAETSQ �X PO E �
�
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oTOBRAVENIE f 
 POSTROENNOE WY�E
 BUDEM NAZYWATX ESTESTWENNOJ

PROEKCIEJ X NA FAKTORMNOVESTWO X�E 
 I OBOZNA�ATX KAK
� � X �� X�E �

tEOREMA ���� eSLI DANO OTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI E NA MNO�
VESTWE X � I OTOBRAVENIQ h � X �� Y TAKOE� �TO IZ x� �E x�
SLEDUET h�x�
 � h�x�
 ��TO RAWNOSILXNO TOMU� �TO E � Eh �� TO
SU�ESTWUET� PRITOM TOLXKO ODNO� OTOBRAVENIE g � X�E �� Y �
DELA��EE KOMMUTATIWNOJ SLEDU��U� DIAGRAMMU	

X
��� X�E
� h 
 g

Y

qWNYJ WID OTOBRAVENIQ g TAKOW	 g�Ex
 � h�x
 � oTOBRAVENIE g
IN�EKTIWNO TOGDA I TOLXKO TOGDA� ESLI E � Eh � I S�R�EKTIWNO
TOGDA I TOLXKO TOGDA� ESLI S�R�EKTIWNO h �

dOKAZATELXSTWO� eDINSTWENNOSTX g SLEDUET IZ S�R�EKTIWNOSTI

� � dEJSTWITELXNO
 PUSTX SU�ESTWU�T DWA OTOBRAVENIQ g� I g� 
 TA	
KIH
 �TO g�� � h � g�� � tAK KAK � � S�R�EKCIQ
 TO L�BOJ z � X�E
MOVNO PREDSTAWITX EGO W WIDE z � ��x
 � nO TOGDA g��z
 � g����x

 �
h�x
 
 I TO�NO TAK VE g��z
 � h�x
 � dWA OTOBRAVENIQ
 ZNA�ENIQ KOTO	
RYH SOWPADA�T DLQ KAVDOGO ARGUMENTA
 QWLQ�TSQ RAWNYMI�
pO USLOWI�
 WSE �LEMENTY PODMNOVESTWA Ex OTOBRAVA�TSQ S PO	

MO�X� h W ODIN I TOT VE �LEMENT h�x
 � w �ASTNOSTI
 ESLI Ex� �
Ex 
 TO h�x�
 � h�x
 � pO�TOMU MOVNO KORREKTNO OPREDELITX OTOBRA	
VENIE IZ X�E W Y 
 POLAGAQ g�Ex
 � h�x
 � zDESX Ex RASSMATRIWA	
ETSQ UVE NE KAK PODMNOVESTWO X 
 A KAK �LEMENT DRUGOGO MNOVESTWA

� FAKTORMNOVESTWA X�E � pOSKOLXKU ��x
 � Ex DLQ WSEH x � X 

TO g���x

 � g�Ex
 � h�x
 
 I �TO OZNA�AET
 �TO g� � h �
iN�EKTIWNOSTX g RAWNOSILXNA TOMU
 �TO g�z�
 � g�z�
 WLE�ET

z� � z� � wSPOMINAQ
 �TO z� � Ex� 
 z� � Ex� 
 WIDIM
 �TO �TO �K	
WIWALENTNO TOMU
 �TO h�x�
 � h�x�
 WLE�ET Ex� � Ex� � iNYMI SLO	
WAMI
 �TO OZNA�AET
 �TO Eh � E � oBRATNOE VE WKL��ENIE IMEETSQ PO
USLOWI��
s�R�EKTIWNOSTX g RAWNOSILXNA TOMU
 �TO KAVDYJ y � Y IMEET

WID y � g�Ex
 DLQ NEKOTOROGO x � X � nO NA SAMOM DELE g�Ex
 �

�




h�x
 
 I O�EWIDNO
 �TO OTOBRAVENIE g S�R�EKTIWNO ODNOWREMENNO S

h � tEOREMA DOKAZANA�
tAKIM OBRAZOM
 ESLI f � X �� Y � S�R�EKTIWNOE OTOBRAVENIE


I Ef � OTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI NA X 
 SOOTWETSTWU��EE �TOMU
OTOBRAVENI�
 TO SU�ESTWUET EDINSTWENNAQ BIEKCIQ g � X�Ef �� Y 

TAKAQ 
 �TO g � � � f �

tEPERX OPI�EM
 KAK WYGLQDQT SOOTWETSTWU��IE PONQTIQ I KON	
STRUKCII DLQ GRADUIROWANNYH MNOVESTW� oTNO�ENIEM �KWIWALENT	
NOSTI �GRADUIROWANNYM
 ILI MNOGOOSNOWNYM
 ILI MNOGOSORTNYM
 E

NA GRADUIROWANNOM MNOVESTWE X � fXsjs � Sg BUDEM NAZYWATX POD	
MNOVESTWO GRADUIROWANNOGO MNOVESTWA E � X � X 
 TO ESTX SEMEJ	
STWO E � fEsjs � Sg 
 GDE DLQ KAVDOGO s PODMNOVESTWO Es �
Xs �Xs BUDET OTNO�ENIEM �KWIWALENTNOSTI NA Xs � fAKTORMNOVES	
TWOM X�E GRADUIROWANNOGO MNOVESTWA X PO GRADUIROWANNOMU OT	
NO�ENI� E BUDEM NAZYWATX GRADUIROWANNOE MNOVESTWO �SEMEJSTWO
MNOVESTW
 fXs�Esjs � Sg 
 A ESTESTWENNOJ PROEKCIEJ � � X � X�E
� MORFIZM GRADUIROWANNYH MNOVESTW
 QWLQ��IJSQ SEMEJSTWOM ES	
TESTWENNYH PROEKCIJ �s � Xs � Xs�Es PO WSEM s � S � dLQ KAV	
DOGO MORFIZMA GRADUIROWANNYH MNOVESTW h � X �� Y OPREDELENO

OTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI Eh � fEhsjs � Sg � sPRAWEDLIW ANALOG
TEOREMY ����

tEOREMA ���� eSLI DANO OTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI E NA GRA�
DUIROWANNOM MNOVESTWE X � I MORFIZM GRADUIROWANNYH MNOVESTW

h � X �� Y TAKOJ� �TO E � Eh � TO SU�ESTWUET� PRITOM TOLXKO

ODIN� MORFIZM g � X�E �� Y � DELA��IJ KOMMUTATIWNOJ SLEDU��
�U� DIAGRAMMU	

X
��� X�E
� h 
 g

Y

mORFIZM g IN�EKTIWEN TOGDA I TOLXKO TOGDA� ESLI E � Eh � I
S�R�EKTIWEN TOGDA I TOLXKO TOGDA� ESLI S�R�EKTIWEN h �

dOKAZATELXSTWO� 	TA TEOREMA QWLQETSQ NEPOSREDSTWENNYM SLED	
STWIEM PREDYDU�EJ
 TAK KAK WSE U�ASTWU��IE W FORMULIROWKE OB�	
EKTY
 MORFIZMY I OTNO�ENIQ ESTX SEMEJSTWA OBY�NYH MNOVESTW
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OTOBRAVENIJ I OTNO�ENIJ �KWIWALENTNOSTI
 I WSE DEJSTWIQ S NIMI
�KOMPOZICII OTOBRAVENIJ
 WKL��ENIQ I T�P�
 OPREDELQ�TSQ �POKOM	
PONENTNO�
 TO ESTX PO OTDELXNOSTI DLQ KAVDOGO SORTA� �LEMENTA IZ

MNOVESTWA S � tAK KAK DLQ KAVDOJ KOMPONENTY SPRAWEDLIWA TEOREMA

���
 TO NEOBHODIMYJ NAM REZULXTAT QWLQETSQ SLEDSTWIEM OPREDELENIQ
GRADUIROWANNYH MNOVESTW
 IH MORFIZMOW I OTNO�ENIJ �KWIWALENT	
NOSTI�

oPREDELENIE ���� pUSTX A � � 	 Alg � kONGRU�NCIEJ NA ALGEB	
RE A NAZYWAETSQ PODALGEBRA C � A �A 
 QWLQ��AQSQ
 KROME TOGO

�GRADUIROWANNYM
 OTNO�ENIEM �KWIWALENTNOSTI�
	TO ZNA�IT
 �TO NA KAVDOJ KOMPONENTE As ZADANO OTNO�ENIE �KWI	

WALENTNOSTI �BUDEM OBOZNA�ATX L�BOE IZ NIH �EREZ x � y 

 I SOWOKUP	
NOSTX �TIH OTNO�ENIJ OBLADAET SLEDU��IM SWOJSTWOM� ESLI xi� yi �
Asi 
 � 	 i 	 n 
 xi � yi I � � �s����sn�j 
 TO x� � � � xn� � y� � � � yn� �
tRIWIALXNYE PRIMERY KONGRU�NCIJ� KOGDA KAVDYJ �LEMENT �KWIWA	
LENTEN TOLXKO SEBE SAMOMU ILI KOGDA KAVDYJ �LEMENT �KWIWALENTEN

L�BOMU DRUGOMU �TOGO VE SORTA s � S 
�nETRIWIALXNYE PRIMERY KON	
GRU�NCIJ WOZNIKA�T IZ RASSMOTRENIQ GOMOMORFIZMOW ALGEBR� pUSTX
h � A �� B � GOMOMORFIZM� tOGDA OTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI

Eh BUDET KONGRU�NCIEJ NA A � w SAMOM DELE
 PUSTX xi� yi � Asi 
 PRI
� 	 i 	 n 
 I xi � yi DLQ WSEH i �IMEETSQ W WIDU �KWIWALENTOSTX PO
Ehs

i

� pO OPREDELENI� Eh �TO ZNA�IT
 �TO hsi�xi
 � hsi�yi
 � pUSTX

� � �s����sn�j 
 TOGDA
hj�x� � � � xn�
 � hs��x�
 � � � hsn�xn
� � hs��y�
 � � � hsn�yn
� � hj�y� � � � yn�
 �
	TO OZNA�AET
 �TO x� � � � xn� � y� � � � yn� 
 �TO I TREBOWALOSX DOKA	
ZATX� kONGRU�NCI� Eh BUDEM NAZYWATX QDROM GOMOMORFIZMA h I

OBOZNA�IM �EREZ Ker�h
 � kAK POKAZYWAET SLEDU��AQ TEOREMA
 �TO
NAZWANIE �I OBOZNA�ENIE
 SOGLASUETSQ S TEM
 KOTOROE ISPOLXZUETSQ W
TEORII GRUPP�

tEOREMA ���� wSE KONGRU�NCII NA GRUPPE G MOVNO OPISATX KAK

OTNO�NIQ �KWIWALENTNOSTI WIDA

x � y �� xy�� � N

GDE N 
 NORMALXNAQ PODGRUPPA G � kLASSY �KWIWALENTNYH �LEMEN�
TOW DLQ KONGRU�NCIJ PRI �TOM SOWPADA�T SO SMEVNYMI KLASSAMI

��



Nx PO SOOTWETSTWU��EJ KONGRU�NCII NORMALXNOJ PODGRUPPE N �

dOKAZATELXSTWO� pUSTX C � KONGRU�NCIQ NA MULXTIPLIKATIWNO

ZAPISYWAEMOJ GRUPPE G S EDINICEJ � � pOLOVIM N � fx � Gjx �C

�g � uTWERVDAETSQ
 �TO �TO NORMALXNAQ PODGRUPPA� w SAMOM DELE
 � �
� 
 I ESLI x � � 
 y � � 
 TO PO OPREDELENI� KONGRU�NCII DOLVNO

BYTX x � y � � � � � � � dALEE
 W OPREDELENIE GRUPPY WHODIT UNARNAQ

OPERACIQ WZQTIQ OBRATNOGO �LEMENTA� pO OPREDELENI� KONGRU�NCII

�TO OZNA�AET
 �TO IZ x � y SLEDUET x�� � y�� � w �ASTNOSTI
 ESLI
x � � 
 TO x�� � ��� � � � iTAK
 DOKAZANO
 �TO N � PODGRUPPA�
pUSTX x � N 
 I g � G � PROIZWOLXNYJ �LEMENT�pEREMNOVIM LEWYE
I PRAWYE �ASTI SLEDU��IH �KWIWALENTNOSTEJ� g � g 
 x � � 
 g�� �
g�� � pO OPREDELENI� KONGRU�NTNOSTI �TO DAST g�x�g�� � g���g�� � � �
sLEDOWATELXNO
 gxg�� � N 
 TAK �TO N � NORMALXNAQ PODGRUPPA�
o�EWIDNO
 �TO x � y W GRUPPE DLQ L�BOGO z � G RAWNOSILXNO xz �
yz � �TOBY SDELATX OBRATNYJ PEREHOD
 DOSTATO�NO UMNOVITX OBE �ASTI
SPRAWA NA z�� � eSLI TEPERX WZQTX z � y�� 
 TO POLU�IM TREBUEMOE

UTWERVDENIE� x � y RAWNOSILXNO xy�� � � 
 TO ESTX n � xy�� � N �
pRI �TOM y � n��x � Nx 
 I OBRATNO
 ESLI y � Nx 
 TO y � zx 

z � N 
 �TO RAWNOSILXNO RAWENSTWU z�� � xy�� 
 TO ESTX x � y �
pUSTX N � NORMALXNAQ PODGRUPPA GRUPPY G � iZ TEORII GRUPP

HORO�O IZWESTNO
 �TO GRUPPA G PREDSTAWLQETSQ W WIDE OB�EDINENIQ

RAZLI�NYH SMEVNYH KLASSOW Nx 
 KOTORYE NE PERESEKA�TSQ
 I TEM

SAMYM OBRAZU�T RAZBIENIE MNOVESTWA G � sOOTWETSTWU��EE OTNO�E	
NIE �KWIWALENTNOSTI ��TO TAKVE IZWESTNYJ FAKT
 OPISYWAETSQ TAK�
x � y �T�E� x� y PRINADLEVAT ODNOMU I TOMU VE SMEVNOMU KLASSU

TOGDA I TOLXKO TOGDA
 KOGDA xy�� � N � pROWERIM SWOJSTWO KONGRU	
�NTNOSTI� eSLI x� � y� 
 x� � y� 
 TO xiy

��
i � zi � N 
 i � �� � 
 I

TOGDA �x�x�
�y�y�

�� � x��x�y

��
� 
y��� � x�z�y

��
� � tAK KAK z� � N 
 I

N NORMALXNA
 TO z�y
��
� � y��� z DLQ NEKOTOROGO z � N � tAKIM OB	

RAZOM
 �x�x�
�y�y�

�� � x�y

��
� z � z�z � N � nAKONEC
 ESLI x � y 
 TO

xy�� � N � wOSPOLXZUEMSQ SLEDU��IM SWOJSTWOM NORMALXNYH POD	
GRUPP� ESLI ab � N 
 TO I ba � b�ab
b�� � N � w NA�EM SLU�AE OTS�DA

SLEDUET
 �TO IZ xy�� � N SLEDUET y��x � N � nO �TO OZNA�AET
 �TO
y�� � x�� � tEOREMA DOKAZANA�

lEMMA ���� pERESE�ENIE OTNO�ENIJ �KWIWALENTNOSTI NA MNOVES�
TWE X �KAK PODMNOVESTW X �X � TAKVE QWLQETSQ OTNO�ENIEM

��



�KWIWALENTNOSTI� tO VE SAMOE MOVNO SKAZATX I O PERESE�ENII MNO�
GOOSNOWNYH OTNO�ENIJ �KWIWALENTNOSTI�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX fRijRi � X � X� i � Ig � SEMEJSTWO

OTNO�ENIJ �KWIWALENTNOSTI NA MNOVESTWE X � pROWERIM
 �TO R �
�
i�I

Ri � TAKVE OTNO�ENIE �KWIWALENTOSTI� tAK KAK �x� x
 � Ri DLQ

L�BOGO x � X I WSEH i � I 
 TO �x� x
 � R � �
i�I

Ri � eSLI �x� y
 � R 


TO �x� y
 � Ri DLQ WSEH i � I � nO TOGDA �y� x
 � Ri DLQ WSEH i 
 OTKUDA
SLEDUET
 �TO �y� x
 SODERVITSQ I W PERESE�ENII WSEH �TIH MNOVESTW

TO ESTX W R � aNALOGI�NO
 ESLI �x� y
� �y� z
 � R 
 TO �x� y
� �y� z
 �
Ri DLQ WSEH i � I � tAK KAK Ri � OTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI
 TO
�x� z
 � Ri DLQ WSEH i � I � nO �TO OZNA�AET
 �TO �x� z
 � �

i�I
Ri �

R � mNOGOOSNOWNYJ SLU�AJ LEGKO SLEDUET IZ ODNOOSNOWNOGO� lEMMA
DOKAZANA�

lEMMA ���� �
 pERESE�ENIE KONGRU�NCIJ ESTX KONGRU�NCIQ�

�
 sU�ESTWUET KONGRU�NCIQ hEi � POROVDENNAQ DANNYM OTNO�E�
NIEM E � A �A �TO ESTX NAIMENX�AQ PO WKL��ENI� KONGRU�
�NCIQ� SODERVA�AQ DANNOE OTNO�ENIE��

dOKAZATELXSTWO� uTWERVDENIE �
 ESTX SLEDSTWIE DWUH FAKTOW� PE	
RESE�ENIE PODALGEBR ESTX PODALGEBRA I PERESE�ENIE OTNO�ENIJ �KWI	
WALENTNOSTI ESTX OTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI� oBA �TIH FAKTA BYLI
DOKAZANY WY�E�
pUSTX E � A�A � oPREDELIM hEi KAK PERESE�ENIE WSEH KONGRU�N	

CIJ
 SODERVA�IH E �uVE DOKAZANO
 �TO �TO KONGRU�NCIQ
 SODERVA�AQ
E � iZ POSTROENIQ SRAZU SLEDUET
 �TO L�BAQ KONGRU�NCIQ
 SODERVA�AQ
OTNO�ENIE E 
 SODERVIT I KONGRU�NCI� hEi � lEMMA DOKAZANA�

sLEDSTWIE ���� mNOVESTWO WSEH KONGRU�NCIJ NA DANNOJ ALGEBRE

A � UPORQDO�ENNOE PO WKL��ENI�� ESTX RE�ETKA�

dOKAZATELXSTWO� uPORQDO�ENIE NA MNOVESTWE KONGRU�NCIJ ZADA	
ETSQ TAK� C� 	 C� TOGDA I TOLXKO TOGDA
 ESLI C� � C� � �ITATE	
L� PREDLAGAETSQ PROWERITX SAMOSTOQTELXNO ��TO NETRUDNO

 �TO TO�	
NAQ NIVNQQ GRANX C� � C� � C� � C� 
 A TO�NAQ WERHNQQ GRANX �
C� �C� � hC� �C�i �

��



tEOREMA ���� pUSTX A ESTX � �ALGEBRA� I C 
 KONGRU�NCIQ

NA A � tOGDA NA GRADUIROWANNOM FAKTORMNOVESTWE A�C MOVNO

OPREDELITX STRUKTURU � �ALGEBRY TAK� �TO MORFIZM ESTESTWEN�
NOJ PROEKCII � � A �� A�C STANOWITSQ S�R�EKTIWNYM GOMOMOR�
FIZMOM ALGEBR� TAKIM� �TO C � Ker��
 �

dOKAZATELXSTWO� pUSTX C � fCsjs � Sg 
 GDE DLQ KAVDOGO s � S
Cs � OTNO�ENIE �KWIWALENTNOSTI NA MNOVESTWE As � tOGDA A�C �
fAs�Csjs � Sg �oPREDELIM NA �TOM GRADUIROWANNOM MNOVESTWE STRUK	
TURU � 	ALGEBRY SLEDU��IM OBRAZOM�pUSTX � � �s����sn�j 
 zi � Asi�Csi

DLQ WSEH i � �� � � � � n � mOVNO PREDSTAWITX KAVDYJ �LEMENT zi W WIDE
zi � Csixi DLQ NEKOTOROGO xi � Asi � tOGDA POLAGAEM

�Cs�x�
 � � � �Csnxn
� � Cj�x� � � � xn�
 �

�TOBY DOKAZATX KORREKTNOSTX �TOGO OPREDELENIQ
 NADO UBEDITXSQ
 �TO
ZNA�ENIE PRAWOJ �ASTI NE ZAWISIT OT WYBORA �LEMENTOW x�� � � � xn DLQ

DANNYH z�� � � � � zn � wYBOR DRUGIH �LEMENTOW x��� � � � � x
�
n 
 TAKIH
 �TO

Csixi � Csix
�
i DLQ WSEH i 
 OZNA�AET
 �TO xi � x�i �PO OTNO�ENI� Csi 
�

tOGDA PO OPREDELENI� KONGRU�NTNOSTI x� � � � xn� � x�� � � � x
�
n� 
 A �TO

ZNA�IT
 �TO Cj�x� � � � xn�
 � Cj�x
�
� � � � x

�
n�
 � w SLU�AE n � � MY IMEEM

DELO S KONSTANTOJ
 KOTORAQ PO OPREDELENI� RAWNA �A�C � Cj�
A �

pRI TAKOM OPREDELENII OPERACIJ NA A�C MORFIZM GRADUIROWAN	
NYH MNOVESTW � � A �� A�C 
 KOMPONENTAMI KOTOROGO QWLQ�TSQ

ESTESTWENNYE PROEKCII �s � As �� As�Cs 
 STANOWITSQ GOMOMORFIZ	
MOM ALGEBR� w SAMOM DELE
 TAK KAK �si�xi
 � Csixi 
 TO DANNOE WY�E
OPREDELENIE OPERACIJ W A�C PREWRA�AETSQ W RAWENSTWO

hs��x�
 � � � hsn�xn
� � hj�x� � � � xn�
�

I ESLI �A � ���j �A FAKTI�ESKI �A � Aj 

 TO �A�C � hj��
A
 � 	TO I

ESTX SWOJSTWA
 OPREDELQ��IE GOMOMORFIZM ALGEBR� o�EWIDNO
 �TO ON
S�R�EKTIWEN
 I LEGKO UBEDITXSQ
 �TO C � Ker��
 � tEOREMA DOKAZANA�

oPREDELENIE ���� pOSTROENNAQ W PREDYDU�EJ TEOREME ALGEBRA

A�C NAZYWAETSQ FAKTORALGEBOJ ALGEBRY A PO KONGRU�NCII C �

tEOREMA ���� �tEOREMA O GOMOMORFIZME
� eSLI IMEETSQ KONGRU�
�NCIQ C NA ALGEBRE A � I GOMOMORFIZM h � A �� B TAKOJ� �TO

��



C � Ker�h
 � tOGDA SU�ESTWUET EDINSTWENNYJ GOMOMORFIZM g �
A�C �� B � TAKOJ� �TO KOMMUTATIWNA DIAGRAMMA	

A
��� A�C
� h 
 g

B

gOMOMORFIZM g IN�EKTIWEN TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA C �
Ker�h
 � I S�R�EKTIWEN TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA S�R�EKTIWEN
h �

dOKAZATELXSTWO� wWIDU TEOREMY ��� OSTAETSQ TOLXKO PROWERITX

�TO g QWLQETSQ GOMOMORFIZMOM ALGEBR� 	TO LEGKO SLEDUET IZ OPRE	
DELENIJ� w SAMOM DELE
 w SAMOM DELE
 PUSTX zi � Csixi � Asi�Csi 

i � �� � � � � n 
 I � � �s����sn�j � tOGDA
 ISPOLXZUQ TO
 �TO GOMOMORFIZMOM
QWLQETSQ h 
 PRODELAEM SLEDU��IE WYKLADKI�

gj�z� � � � zn�
 � hj�x� � � � xn�
 � hs��x�
 � � � hsn�xn
� � gs��z�
 � � � gsn�xn
� �
o�EWIDNO TAKVE
 �TO OTOBRAVENIQ gs PEREWODQT SOOTWETSTWU��IE

KONSTANTY DRUG W DRUGA� tEOREMA DOKAZANA�

sLEDSTWIE ���� �tEOREMA OB IZOMORFIZME
� pUSTX DAN S�R�EKTIW�
NYJ GOMOMORFIZM � �ALGEBR h � A �� B � tOGDA B �� A�Ker�h
 �

sLEDSTWIE ���� kAVDAQ � �ALGEBRA IZOMORFNA FAKTORALGEBRE SWO�
BODNOJ ALGEBRY�

dOKAZATELXSTWO� wYBEREM W ALGEBRE A KAKOE	TO POROVDA��EE
EE MNOVESTWO X �ONO MOVET DAVE SOWPADATX S A 
� rASSMOTRIM SWO	
BODNU� ALGEBRU F � Fr��X
 � wKL��ENIE �T�E� MORFIZM GRADUIRO	
WANNYH MNOVESTW
 X � A 
 KAK UVE BYLO POKAZANO WY�E
 ODNOZNA�NO
PRODOLVAETSQ DO GOMOMORFIZMA h � F �� A 
 OBRAZ KOTOROGO ESTX
hXi 
 TO ESTX SOWPADAET S A PO WYBORU X � sLEDOWATELXNO
 h �
S�R�EKCIQ
 I PO TEOREME OB IZOMORFIZME �PREDYDU�EE SLEDSTWIE

OT�DA SLEDUET
 �TO A �� F�Ker�h
 �

w TEOREME ��� NAM POTREBUETSQ SLEDU��AQ LEMMA�

��



lEMMA ���� pUSTX DANO SEMEJSTWO GOMOMORFIZMOW � �ALGEBR
fj � B �� Aj � j � J � rASSMOTRIM SOOTWETSTWU��IJ GOMOMORFIZM

f � B ��
Q

j�J
Aj �TAKOJ� �TO pjf � fj DLQ WSEH j � J �� tOGDA

Ker�f 
 � �
j�J

Ker�fj


dOKAZATELXSTWO� wYBEREM s � S 
 I PUSTX fs I �fj
s � SOOTWET	
STWU��IE KOMPONENTY f I fj � eSLI x � Bs 
 TO fs�x
 � f�fj
sjj � Jg �
oTS�DA SLEDUET
 �TO �fj
s�x�
 � �fj
s�x�
 TOGDA I TOLXKO TOGDA
 KOGDA
�fj
s�x�
 � �fj
s�x�
 DLQ KAVDOGO j � J � pEREHODQ NA QZYK KONGRU	
�NCIJ
 �TO MOVNO SFORMULIROWATX TAK� �x�� x�
 � Ker�f 
s TOGDA I

TOLXKO TOGDA
 ESLI �x�� x�
 � Ker�fj
s DLQ WSEH j � J � 	KWIWALENT	
NAQ FORMA ZAPISI TOGO VE SAMOGO UTWERVDENIQ� Ker�f 
 � �

j�J
Ker�fj
 �

lEMMA DOKAZANA�

lITERATURA PO TEORII OTNO�ENIJ I KONGRU�NCIJ� oTMETIM

KNIGU ����
 SPECIALXNO POSWQ�ENNU� RAZLI�NYM WIDAM OTNO�ENIJ

I KNIGU ���
 W KOTOROJ PODROBNO OPISANY SWOJSTWA KONGRU�NCIJ DLQ

ODNOOSNOWNYH ALGEBR�


� tOVDESTWA I MNOGOOBRAZIQ

nA PROTQVENII WSEGO �TOGO RAZDELA MY ZAFIKSIRUEM MNOVESTWO S 

KATEGORI� S 	GRADUIROWANNYH MNOVESTW S 
 SIGNATURU � I KATEGO	
RI� S 	GRADUIROWANNYH � 	ALGEBR� w NEKOTORYH KONKRETNYH PRIME	
RAH RASSMATRIWA�TSQ �ASTNYE SLU�AI
 W KOTORYH S SOSTOIT IZ OD	
NOGO �LEMENTA �T�E� OBY�NYE MNOVESTWA
�

oPREDELENIE ���� mNOGOOBRAZIEM S 	GRADUIROWANNYH � 	ALGEBR
NAZYWAETSQ POLNAQ PODKATEGORIQ M KATEGORII � 	 Alg 
 OBLADA��AQ
SLEDU��IMI SWOJSTWAMI�

�
 eSLI A � OB�EKT M 
 I B � PODALGEBRA A 
 TO B � OB�EKT

KATEGORII M �

�
 eSLI DAN S�R�EKTIWNYJ GOMOMORFIZM � 	ALGEBR f � A �� B 

I ALGEBRA A QWLQETSQ OB�EKTOM KATEGORII M 
 TO I ALGEBRA B

BUDET OB�EKTOM �TOJ KATEGORII�

��



�
 eSLI DANO SEMEJSTWO ALGEBR fAiji � Ig 
 KAVDAQ IZ KOTORYH QW	
LQETSQ OB�EKTOM M 
 TO IH PRQMOE PROIZWEDENIE

Q

i�I
Ai TAKVE

BUDET OB�EKTOM �TOJ KATEGORII�

oTMETIM SLEDU��EE SWOJSTWO MNOGOOBRAZIJ� eSLI ALGEBRA A PRI	
NADLEVIT M 
 I IMEETSQ DRUGAQ � 	 ALGEBRA B 
 TAKAQ
 �TO A �� B 

TO B TAKVE QWLQETSQ OB�EKTOM KATEGORII M � kOGDA ALGEBRA A ESTX

OB�EKT KATEGORII M 
 BUDEM OBOZNA�ATX �TO W WIDE A � M �
mNOGOOBRAZIQMI ALGEBR QWLQ�TSQ MNOGIE HORO�O IZWESTNYE KATE	

GORII� KATEGORII POLUGRUPP
 GRUPP
 ASSOCIATIWNYH KOLEC
 ALGEBR lI

RE�ETOK
 BULEWYH ALGEBR I T�P� mNOGOOBRAZIQMI QWLQ�TSQ I KATEGO	
RII Alg 	 � PRI L�BYH S I � �
oPREDELENIE ���� sWOBODNOJ ALGEBROJ MNOGOOBRAZIQ M S BAZI	

SOM X NAZYWAETSQ ALGEBRA F � FrM �X
 IZ �TOGO MNOGOOBRAZIQ
 DLQ
KOTOROJ OPREDELEN MORFIZM GRADUIROWANNYH MNOVESTW � � �M �X
 �
X �� F 
 PRI�EM WYPOLNENO SLEDU��EE UNIWERSALXNOE SWOJSTWO� DLQ
L�BOJ DRUGOJ ALGEBRY IZ M � TOLXKO IZ M 
 A NE IZ WSEJ KATEGORII
� 	 Alg 
 I L�BOGO MORFIZMA GRADUIROWANNYH MNOVESTW � � X �� A

SU�ESTWUET
 PRITOM TOLXKO ODIN
 GOMOMORFIZM ALGEBR h � F �� A 

DLQ KOTOROGO IMEET MESTO RAWENSTWO h� � � � iNA�E �TO MOVNO WYRA	
ZITX
 SKAZAW
 �TO DOLVNA BYTX KOMMUTATIWNOJ SLEDU��AQ DIAGRAM	
MA�

X
�
�� F

� � 
 h
A

eSLI MNOGOOBRAZIE M � �TO WSQ KATEGORIQ �	Alg 
 TO WMESTO FrM
BUDEM PISATX
 KAK I W PARAGRAFE �
 Fr� 
 A WMESTO �M � �� � kOGDA
IZ KONTEKSTA QSNO
 O KAKOM MNOGOOBRAZII IDET RE�X
 BUDEM OPUSKATX

�INDEKSY� I PISATX PROSTO Fr I � �

lEMMA ���� sWOBODNAQ ALGEBRA MNOGOOBRAZIQ M S BAZISOM X OPRE�
DELENA S TO�NOSTX� DO IZOMORFIZMA� bOLEE PODROBNO �TO MOVNO

WYRAZITX TAK� eSLI DANY DWE ALGEBRY F� I F� I DWA MORFIZMA GRA�
DUIROWANNYH MNOVESTW �i � X �� Fi � i � �� � � OBLADA��IH ODNIM I

TEM VE UNIWERSALXNYM SWOJSTWOM� SFORMULIROWANNYM W OPREDELE�
NII ���� TO SU�ESTWUET� PRITOM TOLXKO ODIN� IZOMORFIZM ALGEBR

h � F� �� F� � TAKOJ� �TO h�� � �� �

�	



dOKAZATELXSTWO� iZ OPREDELENIQ ��� SLEDUET
 �TO SU�ESTWU�T OD	
NOZNA�NO OPREDELENNYE GOMOMORFIZMY h � F� �� F� I g � F� �� F� 

TAKIE
 �TO h�� � �� I g�� � �� � rASSMOTRIM KOMPOZICI� GOMOMOR	
FIZMOW g�h � F� �� F� �lEGKO PROWERQETSQ
 �TO g�h��� � �� � iZ OPRE	
DELENIQ ��� SLEDUET
 �TO ESLI NEKOTORYJ GOMOMORFIZM f � F� �� F�

SO SWOJSTWOM f�� � �� SU�ESTWUET
 TO ON QWLQETSQ EDINSTWENNYM GO	
MOMORFIZMOM S TAKIM SWOJSTWOM� nO ODIN GOMOMORFIZM S TAKIM SWOJ	
STWOM SU�ESTWUET WSEGDA � �TO TOVDESTWENNYJ GOMOMORFIZM idF�

�
sLEDOWATELXNO
 ESLI ESTX KAKOJ	TO DRUGOJ GOMOMORFIZM g � h S TEM

VE SAMYM SWOJSTWOM
 TO ON OBQZAN SOWPADATX S EDINI�NYM� tAKIM OB	
RAZOM
 g �h � idF�


 I TO�NO TAKIMI VE RASSUVDENIQMI DOKAZYWAETSQ

�TO h � g � idF�

� lEMMA DOKAZANA�

eSLI POSTAWITX W SOOTWETSTWIE ALGEBRE A IZ MNOGOOBRAZIQ M GRA	
DUIROWANNOE MNOVESTWO A �OBOZNA�AQ EGO �EREZ UM �A
 

 A GOMOMOR	
FIZMU f OTOBRAVENIE GRADUIROWANNYH MNOVESTW f �OBOZNA�AEMOE
�EREZ UM �f 
 

 TO POLU�ITSQ FUNKTOR

UM � M �� S�

KOTORYJ NAZYWAETSQ ZABYWA��IM FUNKTOROM�fUNKTOR UM ESTX OGRA	
NI�ENIE FUNKTORA U�	Alg NA POLNU� PODKATEGORI� M KATEGORII

�	Alg � dO KONCA DOKAZATELXSTWA SLEDU��EJ TEOREMY MY FIKSIRUEM

MNOGOOBRAZIE M I BUDEM PISATX WMESTO UM I FrM �X
 PROSTO U I

Fr�X
 � s POMO�X� FUNKTORA U MOVNO DATX STROGU� FORMULIROWKU

DLQ NEFORMALXNYH UTWERVDENIJ O TOM
 �TO ZADAN MORFIZM GRADUI	
ROWANNYH MNOVESTW f � X� A 
 GDE A � �TO � 	ALGEBRA� �nA SAMOM
DELE� �TO OZNA�AET
 �TO ZADAN MORFIZM f � X� U �A
 KATEGORII S �

tEOREMA ���� dOPUSTIM� �TO DLQ L�BOGO BAZISA X W MNOGOOB�
RAZII M SU�ESTWUET SWOBODNAQ ALGEBRA Fr�X
 � FrM �X
 � tOGDA
SOOTWETSTWIE X �� FrM �X
 
 �TO FUNKTOR

Fr � FrM � S �� M �
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 � FrM �X
 
 UDOWLETWORQ��U� OPREDE	
LENI� ���
 I MORFIZM GRADUIROWANNYH MNOVESTW ��X
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� ��X
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tEPERX PRISTUPIM K DOKAZATELXSTWU TOGO
 �TO SWOBODNYE ALGEBRY
SU�ESTWU�T W L�BOM MNOGOOBRAZII�
oPREDELENIE ���� tOVDESTWOM
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 �TO W W MONOMY tk SDE	
LANA �PODSTANOWKA� ai WMESTO xi 
 I WMESTO SIMWOLOW OPERACIJ �POD	
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a�� � � � � an SU�ESTWUET GOMOMORFIZM h 
 TAKOJ
 �TO h�xi
 � ai � pO�	
TOMU UTWERVDENIE � �t�� t�
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 �TOBY �fs�t�
� fs�t�

 � TM �Y
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 � � �
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 ��
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 ��
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 �
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 � pUSTX f � A �� B � S�R�EKTIWNYJ

GOMOMORFIZM I A � V ar�Z
 � wYBEREM PROIZWOLXNYJ GOMOMORFIZM

h � Fr��X
 �� B 
 �LEMENTY s � S 
 i � I I �z�� z�
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hs�zk
 � fs�gs�zk
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 k � �� � � iZ USLOWIQ Aj � V ar�Z

DLQ WSEH j � J SLEDUET
 �TO �hj
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ETSQ IMENNO W TERMINAH TOVDESTW
 I PO�TOMU WSE WOZNIKA��IE TAM
MNOGOOBRAZIQ IME�T WID V ar�Z
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q�K

Zq
 � V ar�Zk
 
 A ZNA�IT
 V ar� �
q�K

Zq
 � �
k�K

V ar�Zk
 � oB	

RATNO
 PUSTX A � �
k�K

V ar�Zk
 � 	TO ZNA�IT
 �TO W ALGEBRE A WY	

POLNENY WSE TOVDESTWA IZ WSEH Zk 
 k � K � sLEDOWATELXNO
 W A

WYPOLNENY TOVDESTWA IZ �
k�K

Zk 
 TO ESTX A � V ar� �
k�K

Zk
 � lEMMA
DOKAZANA�

tEOREMA ���� �g� bIRKGOF
� kAVDOE MNOGOOBRAZIE M MOVNO

PREDSTAWITX W WIDE V ar�Z
 � GDE Z 
 NEKOTOROE MNOVESTWO TOV�
DESTW� bOLEE TO�NYE FORMULIROWKI 
 W SLEDU��IH DWUH PUNKTAH	

��



�
 pUSTX M 
 PROIZWOLXNOE MNOGOOBRAZIE� tOGDA M � V ar�
S

X

TM �X

 �

GDE OB�EDINENIE BERETSQ PO WSEM TEM X � W KOTORYH WSE KOM�
PONENTY Xs KONE�NY�

�
 kAVDOE MNOGOOBRAZIE M MOVNO PREDSTAWITX W WIDE V ar�Z
 �
GDE Z � Fr��X
�Fr��X
 � PRI�EM KAVDAQ KOMPONENTA Xs � s �
S � GRADUIROWANNOGO MNOVESTWA X QWLQETSQ S�ETNYM MNOVES�
TWOM� bOLEE TO�NO	 IMEET MESTO RAWENSTWO M � V ar�TM �X


DLQ OPISANNOGO WY�E X �

dOKAZATELXSTWO� �
� iTAK
 PUSTX Z ESTX OB�EDINENIE WSEH TEH

TM �X
 
 U KOTORYH WSE Xs KONE�NY� bUDEM NAZYWATX TAKIE GRADUI	
ROWANNYE MNOVESTWA KONE�NYMI� dLQ L�BOJ ALGEBRY A � M IMEET

MESTO WKL��ENIE

TM �X
 � �
B�M

TB�X
 � TA�X
 �

pO LEMME ���� �
 IMEEM WKL��ENIE V ar�TM �X

 � V ar�TA�X

 

OTKUDA V ar�TM �X

 � M 
 TAK KAK A � V ar�TA�X

 � zNA�IT


V ar�Z
 � V ar��TM �X

 � �V ar�TM �X

 � M �
oBRATNO
 PUSTX A � V ar�Z
 � zAMENQQ
 ESLI �TO NEOBHODIMO
 AL	

GEBRU A NA IZOMORFNU� EJ
 MOVNO PREDSTAWITX A W WIDE A �
Fr��Y
�C 
 GDE C � NEKOTORAQ KONGRU�NCIQ� pUSTX h � Fr��Y
 ��
A � ESTESTWENNAQ PROEKCIQ
 TAK �TO C � Ker�h
 � wYBEREM L�BOJ

s � S I RASMOTRIM PROIZWOLXNU� PARU �t�� t�
 � TM �Y
s � nAPOM	
NIM
 �TO t� I t� � �TO SLOWA W ALFAWITE �

S
s�S Ys
 � �

S
a�S��j�S �a�j
 


SODERVA�IE LI�X KONE�NOE MNOVESTWO SIMWOLOW IZ
S
s�S Ys � pUSTX

X � Y � KONE�NOE PODMNOVESTWO
 SODERVA�EE WSE TAKIE SIMWOLY�
o�EWIDNO
 �TO Fr��X
 � Fr��Y
 
 A IZ FUNKTORIALXNOSTI TM SLE	
DUET
 �TO TM �X
 � TM �Y
 
 PRI�EM �t�� t�
 � TM �X
s � oGRANI�ENIE h

NA PODALGEBRU Fr��X
 ESTX GOMOMORFIZM IZ Fr��X
 W A � tAK KAK
A � V ar�Z
 � �

X�

V ar�TM �X
�

 
 GDE PERESE�ENIE BERETSQ PO WSEM KO	

NE�NYM X� 
 TO A � V ar�TM �X

 
 A �TO OZNA�AET
 �TO hs�t�
 � hs�t�
 �
iNYMI SLOWAMI
 �t�� t�
 � Cs � wWIDU PROIZWOLXNOSTI �t�� t�
 OTS�DA
SLEDUET
 �TO TM �Y
 � C � Ker�h
 � tEPERX MOVNO PRIMENITX TE	
OREMU O GOMOMORFIZME
 SOGLASNO KOTOROJ SU�ESTWUET EDINSTWENNYJ
GOMOMORFIZM

g � Fr��Y
�TM �Y
 � FrM �Y
 �� A 


��



TAKOJ
 �TO g� � h 
 GDE � � Fr��Y
 �� Fr��Y
�TM �Y
 � ESTEST	
WENNAQ PROEKCIQ� tAK KAK h WYBRAN S�R�EKTIWNYM
 TO S�R�EKTIWEN
I g � tAK KAK FrM �Y
 � M 
 TO I ALGEBRA A 
 KAK GOMOMORFNYJ OB	
RAZ ALGEBRY IZ M 
 SAMA BUDET PRINADLEVATX MNOGOOBRAZI� M � tEM
SAMYM DOKAZANO OBRATNOE WKL��ENIE V ar�Z
 � M �
dOKAVEM PUNKT �
� pREVDE WSEGO
 POKAVEM
 �TO ESLI X TAKOWO


�TO WSE Xs S�ETNY
 TO TM �X
 � �
X�	X

TM �X
�
 
 GDE OB�EDINENIE BE	

RETSQ PO WSEM KONE�NYM X� � X � w SAMOM DELE
 DLQ L�BOGO TOV	
DESTWA �t�� t�
 � TM �X
s SU�ESTWUET LI�X KONE�NOE MNOVESTWO SIM	
WOLOW IZ

S
s�S Xs 
 WHODQ�IH W ZAPISX SLOW t� I t� � 	TO OZNA�A	

ET
 �TO DLQ NEKOTOROGO KONE�NOGO X� � X IMEET MESTO WKL��ENIE

�t�� t�
 � TM �X
�
 � TM �X
 � oTS�DA TM �X
 � �

X�	X
TM �X

�
 � oBRATNOE

WKL��ENIE O�EWIDNO�dALEE ZAMETIM
 �TO L�BOE KONE�NOE Y IZOMORF	
NO �KAK GRADUIROWANNOE MNOVESTWO
 TO ESTX OB�EKT KATEGORII S 
 NE	
KOTOROMU KONE�NOMU X� � X � iMENNO W �TOM MESTE MY ISPOLXZUEM

USLOWIE S�ETNOSTI WSEH Xs � qSNO
 �TO MNOGOOBRAZIE V ar�
S

Y

TM �Y



NE IZMENITSQ
 ESLI IZ OB�EDINENIQ ISKL��ITX IZOMORFNYE Y 
 OSTA	
WIW PO ODNOMU �KZEMPLQRU IZ KAVDOGO KLASSA IZOMORFNYH GRADUIRO	
WANNYH MNOVESTW� tAKIM OBRAZOM OKAZYWAETSQ
 �TO WMESTO

S

Y

TM �Y


MOVNO WZQTX
S

X�	X
TM �X

�
 
 I TOGDA UTWERVDENIE PUNKTA �
 SLEDUET IZ

PUNKTA �
� tEOREMA DOKAZANA�
o LITERATURE PO TEORII MNOGOOBRAZIJ ALGEBR� bOLX�AQ �ASTX

LITERATURY PO MNOGOOBRAZIQM UNIWERSALXNYH ALGEBR POSWQ�ENA SLU	
�A� ODNOOSNOWNYH ALGEBR �W NA�IH OBOZNA�ENIQH �TO SLU�AJ
 KOGDA
MNOVESTWO S SOSTOIT IZ ODNOGO �LEMENTA
� 	TO KNIGI ���
 ���
 ���
 ���

����
 ����
 ����� oSNOWNYE POLOVENIQ TEORII MNOGOOSNOWNYH ALGEBR

PO	WIDIMOMU
 WPERWYE POQWILISX W STATXE ����� nA RUSSKOM QZYKE NE	
KOTORYE SWEDENIQ PO �TOJ TEORII MOVNO NAJTI W KNIGAH ���
 ���
 ����

�����

�	



literatura

�� bUKUR i�
 dELQNU a� wWEDENIE W TEORI� KATEGORIJ I FUNKTOROW�
� m��mIR
 ����� � ��� S�

�� gELXFAND s�i�
 mANIN ��i�mETODY GOMOLOGI�ESKOJ ALGEBRY� W
�	H T� t� �� wWEDENIE W TEORI� KOGOMOLOGIJ I PROIZWODNYE KATE	
GORII� � m�� nAUKA
 gL� RED� FIZ�	 MAT� LIT�
 ����� � ��� S�

�� gLU�KOW w�m�
 cEJTLIN g�e�
 ��ENKO e�l� aLGEBRA� qZYKI�
pROGRAMMIROWANIE� �	E IZD� �kIEW��nAUKOWA DUMKA
 ����� � ��� S�

�� gOLDBLATT r� tOPOSY� KATEGORNYJ ANALIZ LOGIKI� � m�� mIR

����� � ��� S�

�� eR�OW ��l�
 pAL�TIN e�a� mATEMATI�ESKAQ LOGIKA� � m�� nA	
UKA
����� � ��� S�

�� zAMULIN a�w� tIPY DANNYH W QZYKAH PROGRAMMIROWANIQ I BAZAH

DANNYH� � nOWOSIBIRSK� nAUKA
����� � ��� S�

�� kON p� uNIWERSALXNAQ ALGEBRA� � m��mIR
 ����� � ��� S�

�� kURO� a�g� lEKCII PO OB�EJ ALGEBRE� �m��nAUKA
������ ��� S�

�� mALXCEW a�i� aLGEBRAI�ESKIE SISTEMY� � m�� nAUKA
 ����� �
��� S�

��� oB�AQ ALGEBRA� tOM �� � pOD OB�� RED� l�a� sKORNQKOWA� � m��
nAUKA
 ����� � ��� S�

��� oB�AQ ALGEBRA� tOM �� � pOD OB�� RED� l�a� sKORNQKOWA� � m��
nAUKA
 ����� � ��� S�

��� pLOTKIN b�i� uNIWERSALXNAQ ALGEBRA
 ALGEBRAI�ESKAQ LOGIKA I
BAZY DANNYH� � m�� nAUKA
 ����� � ��� S�

��� sKORNQKOW l�a� 	LEMENTY OB�EJ ALGEBRY� � m��nAUKA
����� �
��� S�

��� sMIRNOW d�m� mNOGOOBRAZIQ ALGEBR� � nOWOSIBIRSK� wo �nAU	
KA�
 ����� � ��� S�

��



��� fEJS k�aLGEBRA� KOLXCA
 MODULI I KATEGORII�tOM �� �m��mIR
�����
� ��� S�

��� cALENKO m���
 �ULXGEJFER e�g� oSNOWY TEORII KATEGORIJ� �
m�� nAUKA� gL� RED� FIZ�	 MAT� LIT�
 ����� � ��� S�

��� cALENKO m��� mODELIROWANIE SEMANTIKI W BAZAH DANNYH� � m��
nAUKA
����� � ��� S�

��� �REJDER ��a� rAWENSTWO
 SHODSTWO
 PORQDOK� � m��nAUKA
 �����
� ��� S�

��� Higgins P�J� Algebras with a scheme of operators �� Math� Nachr�
� ����� � Bd� ��
 ��
�� � S� ��� � ����

��� MacLane S� Categories for the Working Mathematician� � New
York
 Springer	Verlag
 ����� � ��� p�

��� Schubert H� Kategorien I�� Berlin
 Akademie	Verlag
 ������ ��� s�

��� Schubert H� Kategorien II� � Berlin
 Akademie	Verlag
 ����� �
��� s�

�



