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Ëåêöèÿ 1Êàðòû, àòëàñû, ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîæåñòâå.Ñâÿçíîñòü è ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèéÈäåÿ îïèñàíèÿ òî÷åê åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñ ïîìîùüþóïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ëåæàùàÿ â îñíî-âå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ïîçâîëèëà ïðèâëå÷ü ê ðåøåíèþãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ìîùíûå ìåòîäû àëãåáðû. Àëãåáðàèçà-öèÿ ãåîìåòðèè ñûãðàëà ÷ðåçâû÷àéíî âàæíóþ ðîëü â ðàçâèòèèíå òîëüêî ãåîìåòðèè, íî è ìàòåìàòèêè â öåëîì. Òàê âîçíèêëàòåîðèÿ äè��åðåíöèðóåìûõ (ãëàäêèõ) ìíîãîîáðàçèé êàê îáîá-ùåíèå è ãëóáîêîå ðàçâèòèå ïîíÿòèé ñèñòåìû êîîðäèíàò è ïî-âåðõíîñòè, áåçîòíîñèòåëüíî ê å¼ ðàñïîëîæåíèþ â ïðîñòðàí-ñòâå.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâîM (êàê ïðàâèëî ìîù-íîñòè êîíòèíóóìà).1. Êàðòà. Êàðòîé íà M íàçûâàåòñÿ òðîéêà τ = (W,ϕ, U),ãäå ϕ : W → U � áèåêöèÿ ïîäìíîæåñòâà W ⊂M , íàçûâàåìî-ãî îáëàñòüþ êàðòû, íà îáëàñòü U ⊂ R
n, íàçûâàåìóþ èçîáðà-æåíèåì êàðòû. Îòîáðàæåíèå ϕ íàçûâàþò êàðòèðóþùèì èëèñèñòåìîé ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà W. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

ϕ−1: U → W íàçûâàþò ïàðàìåòðèçàöèåé êàðòû.Äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ W âîçíèêàþò n îòîáðàæåíèé
ϕi : W → R

1
(i), ϕi(p) = xi (i = 1, n),2



íàçûâàåìûõ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè íà W .2. Ñîãëàñîâàíèå êàðò.�àññìîòðèì äâå êàðòû τα = (Wα, ϕα, Uα) è τβ = (Wβ, ϕβ, Uβ)

(α, β ∈ Γ) íà M òàêèõ, ÷òî Wα ∩Wβ = Wαβ 6= ∅. Îáîçíà÷èì
Uαβ = ϕα(Wαβ), Uβα = ϕβ(Wαβ) (ðèñ. 1).

�èñ. 1.Âîçíèêàþùåå îòîáðàæåíèå f = ϕβ ◦ ϕ
−1
α : Uαβ → Uβα ÿâëÿ-åòÿ áèåêöèåé, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå áèåêòèâ-íîå îòîáðàæåíèå f−1 : Uβα →: Uαβ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîéòî÷êè x ∈ Uαβ, f(x) = y ∈ Uβα è, â ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñàõ,

yi = f i(xj) (i, j = 1, n).Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ïåðåõîäà ñ êàð-òû τα íà êàðòó τβ èëè ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò.3



Äâå êàðòû τα è τβ íàçûâàþòñÿ Cr- 
oãëàñîâàííûìè åñëè1) ìíîæåñòâà Uαβ è Uβα îòêðûòû â Rn; 2) îòîáðàæåíèå f ÿâëÿ-åòñÿ äè��åîìîð�èçìîì êëàññà Cr(0 ≤ r ≤ ∞;ω). Ïðè r = 0îòîáðàæåíèå f ñ÷èòàåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì, à î êàðòàõ τα è τβãîâîðÿò êàê î òîïîëîãè÷åñêè ñîãëàñîâàííûõ.Åñëè r ≥ 1, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ÿêîáèàí ïåðåõîäà ñ êàðòûíà êàðòó:
J = det

[
∂f

∂x

]
6= 0 (∀x ∈ Uαβ).Â ñëó÷àå, êîãäà Wα ∩Wβ = ∅, êàðòû ñ÷èòàþòñÿ ñîãëàñî-âàííûìè â ëþáîì êëàññå.3. Àòëàñ. Íàáîð êàðò A = (τα)α∈Γ íà ìíîæåñòâå M íàçû-âàåòñÿ àòëàñîì êëàññà Cr, åñëè 1) ëþáûå äâå åãî êàðòû Cr-ñîãëàñîâàííûå, 2) A ïîêðûâàåò âñ¼ M , ò. å. M =

⋃
α∈Γ Uα.Ïðè r = 0 àòëàñ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì, à ïðè r ≥ 1 �ãëàäêèì èëè äè��åðåíöèðóåìûì.Îòìåòèì, ÷òî àòëàñ êëàññà Cr àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ èàòëàñîì êëàññà Cs ïðè 0 ≤ s ≤ r.Ïðèìåðû.1) Ïóñòü M = S1 � îêðóæíîñòü â R

2 ñ öåíòðîì â íà÷àëåêîîðäèíàò. Çàäàäèì íà S1 àòëàñ, ñîñòîÿùèé èç äâóõ êàðò τ1 =

(W1, ϕ1, U1) è τ2 = (W2, ϕ2, U2), ñëåäóþùèì îáðàçîì:
b --� b Rxq
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b --� b Rxq
π−π
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ãäå x = ϕ1(p), y = ϕ2(p) � óãëû ìåæäó îñÿìè Ox è Op.Î÷åâèäíî, M = W1 ∪ W2, W12 = W1 ∩ W2 (ðèñ. 2), U12 =

O

�èñ. 2.
(0; π) ∪ (π; 2π), U21 = (−π, 0) ∪ (0; π). Îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà
f = ϕ2 ◦ ϕ

−1
1 : U12 → U21 çàäà¼òñÿ �îðìóëîé

y = f(x) =




x, x ∈ (0; π);

x− 2π, x ∈ (π, 2π).Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
x = f−1(y) =




y, y ∈ (0; π);

y + 2π, y ∈ (−π, 0).ßêîáèàí ïåðåõîäà
J = det

[
∂f

∂x

]
= 1 (äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U12).5



Îòîáðàæåíèÿ f è f−1 àíàëèòè÷åñêèå, òàê ÷òî ðàñìàòðè-âàìûå êàðòû àíàëèòè÷åñêè ñîãëàñîâàíû è çàäàþò àíàëèòè÷å-ñêèé àòëàñ íà M = S1.2) Ïóñòü M = R
1. Çàäàäèì íà ýòîì ìíîæåñòâå äâå êàðòûñëåäóþùèì îáðàçîì: W1 = R1 ϕ1

−→ U1 = R1, x = ϕ1(p) = p äëÿëþáîé òî÷êè p ∈ W1; W2 = R1 ϕ2

−→ U2 = R1, y = ϕ2(p) = p3,äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ W2. Òîãäà W12 = W1 ∩W2 = R1, U12 =

ϕ1(W1 ∩W2) = R
1, U21 = ϕ2(W1 ∩W2) = R

1, à îòîáðàæåíèåïåðåõîäà f = ϕ2 ◦ ϕ
−1
1 : U12 7→ U21 èìååò âèä y = f(x) = x3,

x = f−1(y) = y1/3.Òàê êàê îòîáðàæåíèÿ f è f−1 íåïðåðûâíû, òî êàðòû τ1 =

(W1, ϕ1, U1) è τ2 = (W2, ϕ2, U2) C
0-ñîãëàñîâàíû. Ñîãëàñîâàòüèõ ãëàäêî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå f−1(y) = y

1

3 íåäè��åðåíöèðóåìî â òî÷êå y = 0.Çàìå÷àíèå. Íà ëþáîì ìíîæåñòâåM ìîùíîñòè êîíòèíóìàìîæíî âñåãäà ââåñòè àòëàñ ñîñòîÿùèé èç îäíîé êàðòû τ =

(W,ϕ, U), ãäå U ∈ Rn � ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ñ n ≥

1, èáî òàêîå ïîäìíîæåñòâî â Rn èìååò ìîùíîñü êîíòèíóìàè, ñëåîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êàíòîðà -Áåðíøòåéíà ñóùåñòâóåòáèåêöèÿ ϕ : M → U ìåæäó ðàâíîìîùíûìè ìíîæåñòâàìè.Î÷åíü ÷àñòî ìíîæåñòâî M (ìîùíîñòè êîíòèíóìà) ñ÷èòà-þò òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ïðè ýòîì â îïðåäåëåíèèêàðòû âíîñÿò ñëåäóþùèå äîïîëíåíèÿ.Òðîéêó τ = (W,ϕ, U) íàçûâàþò êàðòîé, åñëèW � îòêðûòîåìîæåñòâî â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M , U � îòêðûòîå6



ìíîæåñòâî â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R
n, à ϕ : W → U� ãîìåîìîð�èçì.Ïîñëå ýòèõ äîïîëíåíèé ìîæåñòâà Wαβ = Wα ∩Wβ, Uαβ =

ϕα(Wα ∩Wβ), Uβα = ϕβ(Wα ∩Wβ) àâòîìàòè÷åñêè ñòàíîâÿòñÿîòêðûòûìè, à îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà f = ϕβ ◦ϕ
−1
α : Uαβ → Uβα� ãîìåîìîð�èçìîì.4. Ýêâèâàëåíòíîñòü àòëàñîâ. �àññìîòðèì íà M àòëàñ

A = {τα}α∈Γ êëàññà Cr è íåêîòîðóþ êàðòó τ = (W,ϕ, U),íåîáÿçàòåëüíî èç A.Êàðòà τ íàçûâàåòñÿ Cr-ñîãëàñîâàííîé ñ àòëàñîì A, åñëè îíà
Cr-
îãëàñîâàíà ñ ëþáîé êàðòîé èç A.Äâà àòëàñàA èB êëàññàCr íàçûâàþòñÿCr-ñîãëàñîâàííûìèíà Ì, åñëè ëþáàÿ êàðòà îäíîãî àòëàñà Cr-ñîãëàñîâàíà ñ êàð-òàìè äðóãîãî.Àòëàñû A è B êëàññà Cr ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëèîíè Cr-ñîãëàñîâàíû.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ââåä¼íîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíò-íîñòè àòëàñîâ åñòü èñòèííîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íàìíîæåñòâå âñåõ Cr-àòëàñîâ. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñ¼ ìíîæåñòâîòàêèõ àòëàñîâ ðàçáèâàåòñÿ íà êëàñû ýêâèâàëåíòíîñòè.Îáúåäèíåíèå âñåõ ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé àòëàñîâ êëàñ-ñàCr ÿâëÿåòñÿ àòëàñîì êëàññàCr, íàçûâàåìûì ìàêñèìàëüíûì
A r.Ìíîæåñòâî M ñ çàäàííûì íà í¼ì ìàñèìàëüíûì àòàñîì A ríàçûâàåòñÿ ãëàäêèì èëè äè��åðåíöèðóåìûì ìíîãîáðàçèåì êëàñ-7



ñà Cr (äè��åðåíöèðóåìûì ïðè r ≥ 0, ãëàäêèì ïðè r = ∞,òîïîëîãè÷åñêèì ïðè r = 0).×òîáû èçáåæàòü "ýêçîòè÷åñêèõ ñèòóàöèé", îïðåäåëåíèå ìíî-ãîîáðàçèÿ ÷àñòî äîïîëíÿþò ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:1) Ìíîãîîáðàçèå M äîëæíî áûòü õàóñäîð�îâûì òîïîëîãè-÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.Ïðèìåð. Ïóñòü M ñîñòîèò èç äâóõ ïðÿìûõ R1
(1) = {x} è

R
1
(2) = {y}, ó êîòîðûõ òî÷êè ñ îòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìèîòîæäåñòâëåíû:

M - p p p p p p
p p p p p p

-

-

R
1

R1

O2

O1

d
s

s

Ñíàáäèì ìíîæåñòâî M äâóìÿ êàðòàìè τ1 = {W1, ϕ1,R
1}

- p p p p -s R
1O1

d -ϕ1 U1 = R
1 : -s sO x

︸ ︷︷ ︸
W1

s
p

è τ2 = {W2, ϕ2,R
1},

- p p p p -s R
1O1

d -ϕ2 U2 = R1 : -s sO x

︷ ︸︸ ︷W2

spãäå x = ϕ1(p) = p, ϕ−1
1 (x) = p, y = ϕ2(p) = p, ϕ−1

2 (y) = p äëÿëþáîé òî÷êè p ïðèíàäëåæàùåé W1 èëè W2 ñîîòâåòñòâåííî.Èìååì: W12 = W1 ∩ W2 (ðèñ. 3), U12 = ϕ(W1 ∩ W2) =8



(−∞; 0), U21 = (−∞; 0).

12 1 2 :W W W= Ç p�èñ. 3.Ôóíêöèÿ ïåðåõîäà ñ êàðòû íà êàðòó èìåþò âèä x = y äëÿëþáîé òî÷êè x ∈ U12. Òàêèì îáðàçîì, êàðòû τ1 è τ2 àíàëèòè÷å-ñêè ñîãëàñîâàíû è îáðàçóþò àòëàñ Aw íà M . Äàëåå, ïî àòëàñó
Aw ñòðîèòñÿ ìàêñèìàëüíûé àòëàñ A w è òåì ñàìûì, àíàëèòè-÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (M,A w). Îäíàêî, ýòî ìíîãîîáðàçèå íåÿâëÿåòñÿ îòäåëèìûì, òàê êàê òî÷êè O1 è O2 íå èìåþò íåïåðå-ñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé;2) Ñ÷¼òíîñòü. �ëàäêàÿ ñòðóêòóðà A r ñîäåðæèò íåêîòîðûéàòëàñ Ar, ñîñòîÿùèé èç ñ÷¼òíîãî ÷èñëà êàðò.Ïðèìåð. ÏóñòüM = R1×R1. Çàäàäèì íà Ì àòëàñ ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì: áóäåì ñ÷èòàòü êàðòîé òðîéêó τ = (Wα, ϕα, Uα),ãäåWα = {α}×R

1, ∀α ∈ R
1, îòîáðàæåíèå ϕα : Wα 7→ Uα = R

1îïðåäåëèì êàê ϕα(p) = x, ∀p = (α, x) ∈ Wα. Î÷åâèäíî, ÷òî
M = ⊎α∈R1Wα, Wα ∩ Wβ = ∅ ïðè α 6= β è âñå êàðòû ñî-ãëàñîâàû â ëþáîì êëàññå. Òàê ÷òî A = {τα}α∈R1 � "ýêçîòè÷å-ñêèé"àòëàñ íà ìíîæåñòâå M = R1 × R1, íå ÿâëÿþùèéñÿ ñ÷åò-íûì.Ïðèìåð. Ñ ïîìîùüþ ñòåðåîãðà�è÷åñêîé ïðîåêöèè ïîñòðî-èì àòëàñ èç äâóõ êàðò íà ñ�åðå S2 ⊂ R

3, çàäàâàåìîé óðàâíå-íèåì x2 + y2 + z2 = 1. 9



2
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(2)X

1
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�èñ. 4.�àñïîëîæèì ïëîñêîñòè R2
(1) è R2

(2) òàê, ÷òîá îíè êàñàëèñüñ�åðû â ïîëþñàõ S è N è ââåä¼ì íà íèõ äåêàðòîâû ñèñòåìûêîîðäèíàò ñ ñîîòâåòâñòâåííî ïàðàëëåëüíûìè îñÿìè (ðèñ. 4).�àññìîòðèì íà S2 äâå êàðòû τ1 = (W1, ϕ1, U1) è
τ2 = (W2, ϕ2, U2) â êîòîðûõ W1 = S2 \ {N}, ϕ1(p) = A, U1 =

R
2
(1); W1 = S2 \ {S}, ϕ2(p) = B, U2 = R

2
(2); W12 = W1 ∩W2 =

S2 \ {N, S}.Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî �óíêöèè ïåðåõîäà ñ êàðòû íàêàðòó çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ϕ12 : x1

(2) =
4x1

(1)

(x1
(1))

2 + (x2
(1))

2
, x2

(2) =
4x2

(1)

(x1
(1))

2 + (x2
(1))

2
,

ϕ21 : x1
(1) =

4x1
(2)

(x1
(2))

2 + (x2
(2))

2
, x2

(2) =
4x2

(2)

(x1
(2))

2 + (x2
(2))

2
.10



Ýòî � äè��åîìîð�èçìû êëàññà C∞.Ïðèñîåäèíÿÿ ê äàííîìó àòëàñó âåñü êëàññ åìó ýêâèâàëåíò-íûõ, ìû ïîëó÷àåì íà S2 ãëàäêóþ ñòðóêòóðó A ∞Îòìåòèì ñëåäóþùèé èíòåðåñíûé �àêò.Òåîðåìà. Íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M ñóùåñòâóåò òàêîéàòëàñ êàðò, â êîòîðîé îáëàñòü êàæäîé êàðòû äè��åîìîð�-íà Rn.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì íàM íåêîòîðûé àòëàñ Ar. Ïî-êàæåì, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîé àòëàñ êàðò, â êîòîðîì îá-ëàñòü êàæäîé êàðòû áûëà áû äè��åîìîð�íà îòêðûòîìó øàðóíåêîòîðîãî ðàäèóñà ǫ â R
n. Ïóñòü p0 ∈M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷-êà, ïðèíàäëåæàùàÿ êàðòå τ = (Wα, ϕα, Uα) èç àòëàñà Ar. Òîãäà

p0 ∈ Wα, ϕα : Wα → Uα = Rn, ϕα(p0) = x0 ∈ Uα. Ïîñêîëüêó Uαîòêðûòî â Rn, òî íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî r0, ÷òî îòêðûòûé øàððàäèóñà r0 ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ëåæèò â Uα. Îáîçíà÷èì ýòîòøàð U(x0, r0), à åãî ïðîîáðàç � ϕ−1
α (U(x0, r0)) = Wp0

⊂Wα.Ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ {Wp}p∈M ÿâëÿåòÿ íîâûì àò-ëàñîì êàðò íà M , êàæäàÿ êàðòà êîòîðîãî äè��åîìîð�íà îò-êðûòîìó øàðó â R
n. ×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, ïîêà-æåì, ÷òî îòêðûòûé øàð ðàäèóñà r0 äè��åîìîð�åí Rn. Äîñòà-òî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé r0=1.Èòàê, ïóñòü (x1, . . . , xn) � òî÷êà â øàðå U(x0, 1) : (x1)2 +

· · · + (xn)2 < 1. Ïîëîæèì
yk =

xk

√
1 − (x1)2 − · · · − (xn)2

, xk =
yk

√
1 + (y1)2 + · · · + (yn)2

.11



Ýòè �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè è îñóùåñòâëÿþò âçàèìíî îä-íîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå êàæäîãî øàðà U(x0, 1) íà Rn. ×. ò. ä.5. Ñâÿçíîñòü è ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ. Ìíîãîîá-ðàçèå M íàçûâàåòÿ ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî òî÷åê
P è Q ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ öåïî÷êà êàðò {τi}i∈1,n ∈ Ar òàêèõ,÷òî P ∈ W1, Q ∈ Wn è Wk ∩Wk+1 6= ∅ (k = 1, n− 1).Åñëè ìíîãîîáðàçèå íåñâÿçíî, òî îíî åñòåñâåííûì îáðàçîìðàñïàäàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü M � ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå ñ àò-ëàñîì êàðò {τ = (Wα, ϕα, Uα)}α∈Γ. Òîãäà ðàçìåðíîñòè âñåõëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ â R

n, îáëàñòÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
Uα, îäèíàêîâû.Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáû äâå òî÷êè ìíîãî-îáðàçèÿ ìîæíî ñîåäèíèòü öåïî÷êàìè ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿêàðò, ïðè÷åì äëÿ ëþáîé ïàðû îáëàñòåé Ui è Ui+1 äè��åîìîð-�èçì âîçìîæåí òîëüêî ïðè èõ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè.×èñëî n, �èãóðèðóþùåå â óòâåðæäåíèè, íàçûâàåòñÿ ðàç-ìåðíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ òàê: n = dimM .Íåñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì, åñëè âñå åãîêîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè èìåþò ðàçìåðíîñòü n.
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Ëåêöèÿ 2Âàæíåéøèå ïðèìåðû âåùåñòâåííûõ ãëàäêèõìíîãîîáðàçèé. Êîìïëåêñíî àíàëèòè÷åñêèåìíîãîîáðàçèÿ1. �ëàäêîñòü íà à��èííîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü An �
n-ìåðíîå à��èííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R. Êàæäûé ðåïåð
{0, ei}i=1,n â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòíóþ áè-åêöèþ ϕ : An → R

n, ïåðåâîäÿùóþ òî÷êó P ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì
OP = xiei â òî÷êó x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, à çíà÷èò, è êàðòó
τ = (W,ϕ, U), ãäå W = An, U = Rn. Ýòà êàðòà ñîñòàâëÿåòîäíîýëåìåíòíûé àòëàñ è çàäàåò íà An íåêîòîðóþ ãëàäêîñòü.Ëþáîé äðóãîé ðåïåð {O, ei′}i′=1,n îïðåäåëÿåò â An íîâóþêàðòó τ ′ = (W ′, ϕ′, U ′), ãäå W ′ = An, U ′ = Rn, ϕ′ : An → Rn.Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà ñ êàðòû íà êàðòó ÿâëÿåòñÿà��èííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ϕ′ ◦ ϕ−1 : R

n → R
n, à çíà÷èò,äè��åîìîð�èçìîì êëàññà Cω. Òàêèì îáðàçîì, íà An ñòðîèòñÿàíàëèòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà.Ïîñêîëüêó êàæäîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âõîäèò êàê ñî-ñòàâíàÿ ÷àñòü â An, âñå ñêàçàííîå âûøå ïðèìåíèìî è ê ëèíåé-íûì ïðîñòðàíñòâàì. Íàïðèìåð, êmn-ìåðíîìó ëèíåéíîìó ïðî-ñòðàíñòâó R(m,n) âåùåñòâåííûõ ïðÿìîóãîëíûõ ìàòðèöm×n.×òîáû ïîëó÷èòü êàðòó íà R(m,n), íåîáõîäèìî ýëåìåíòûêàæäîé ìàòðèöû èç R(m,n) âûïèñàòü â ñòðî÷êó â ïðîèçâîëü-íîì, íî îäèíàêîâîì äëÿ âñåõ ìàòðèö ïîðÿäêå. Ýòó ïðîöåäóðó13



íàçûâàþò îòîáðàæåíèåì ðàçâåðòêè íà R
mn.Òàê âîçíèêàåò nm-ìåðíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèåR(m,n) êëàñ-ñà Cw.�ðïïà GL(n,R) âûäåëÿåòñÿ â R(n, n) = Matn(R) óñëîâèåì

detA 6= 0, äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ GL(n,R).Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ãëàäêî çàâèñèò îò å¼ ýëå-ìåíòîâ, ãðóïïà GL(n,R) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçè-åì ìíîãîîáðàçèÿ Matn(R) ñ èíäóöèðîâàííîé ãëàäêîñòüþ (ïî-äðîáíåå îá ýòîì ãîâîðèòñÿ â Ëåêöèè 7).2. Ìíîãîîáðàçèå ìàòðèö R(m,n; k). �àññìîòðèì ìíîæå-ñòâî ìàòðèö R(m,n) ðàíãà k (0 ≤ k ≤ min(m,n)) è ñíàáäèìåãî ñòðóêòóðîé ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.Ïóñòü X ∈ R(m,n; k). Ñóùåñòâóþò ÷èñëîâûå ìàòðèöû
P (m×m) è Q(n× n), óìíîæåíèå íà êîòîðûå ïîçâîëÿåò ïå-ðåñòàâèòü ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû X ñ òåì, ÷òîáû å¼ áà-çèñíûé ìèíîð îêàçàëñÿ â ëåâîì âåðõíåì óãëó:

X̃ = PXQ =

[
A B

C D

]
,ãäå A(k × k), detA 6= 0, B(k × (n − k)), C((m − k) × k),

D((m− k) × (n− k)).�àññìîòðèì ìíîæåñòâî W , ñîñòîÿùåå èç ìàòðèö âèäà X̃.Òàê êàê ìàòðèöà X̃ èìååò òîò æå ðàíã, ÷òî è ìàòðèöà
˜̃X =

[
E 0

−CA−1 E

]
·

[
A B

C D

]
=

[
A B

0 D − CA−1B

]
,òî áëîê D − CA−1B = 0 è D = CA−1B.14



Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà X̃ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòÿ ìàòðè-öàìè A, B, C, ïðè÷åì íà ìàòðèöû B è C íå íàêëàäûâàåòñÿíèêàêèõ îãðàíè÷åíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâîW îòêðû-òî.�àçâåðòêà ϕ : W → U0 ⊂ R
N , N = k2 + (m − k)k + k(n −

k) = k(m + n − k) áèåêòèâíî îòîáðàæàåò ïîäìíîæåñòâî W âîòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U0 ⊂ RN , òî åñòü òðîéêà (W,ϕ, U0)ÿâëÿåòñÿ êàðòîé íà R(m,n; k).Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ϕ−1 : U0 → W ñîñòîèò â âîññòàíîâ-ëåíèè ìàòðèö A, B, C ïî äàííîé âåêòîð-ñòðîêå è â çàïîëíåíèèíèæíåãî ïðàâîãî áëîêà â X̃ ìàòðèöåé D = CA−1B.Ïóñòü òåïåðü α: R(m,n; k) → R(m,n; k) � áèåêòèâíîå îòîá-ðàæåíèå R(m,n, k) íà ñåáÿ, çàäàþùååñÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâ-êîé ñòðîê èëè ñòîëáöîâ, è ïóñòü Wα = α(W ); ϕα = ϕ ◦ α−1.Òîãäà òðîéêà (Wα, ϕα, U0) òàêæå áóäåò êàðòîé íà R(m,n; k).Ïîñêîëüêó êàæäàÿ m× n ìàòðèöà ðàíãà k ïåðåñòàíîâêàìèñòðîê è ñëîëáöîâ ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà â ìàòðèöó X̃ , ìíî-æåñòâà Wα ïîêðûâàþò âñå ìíîæåñòâî R(m,n; k).Ïóñòü Wα ∩Wβ 6= ∅. Ìíîæåñòâî α−1(Wα ∩Wβ) = α−1Wα ∩

α−1Wβ = α−1Wα∩ (α−1 ◦β)◦β−1Wβ = W ∩ (α−1 ◦β)W ñîñòîèòèç ìàòðèö X̃, êîòîðûå ïîñëå ïåðåñòàíîâêè α−1 ◦ β íå âûõîäÿòèç W .Áàçèñíûé ìèíîð, ðàñïîëîæåííûé â ëåâîì âåðõíåì óãëó âñåõìàòðèö èç W , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ðàöèîíàëüíóþè, ñëåäîâàòåëüíî,íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ ñâîèõ ýëåìåíòîâ. Ïî-15



ýòîìó â U0 = ϕ(W ) ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ýòà �óíêöèÿ îò-ëè÷íà îò íóëÿ, òî åñòü ìíîæåñòâî ϕ(α−1(Wα∩ Wβ)) = ϕα(Wα∩

Wβ), îòêðûòî.Îòîáðàæåíèå ϕβ ◦ϕ
−1
α = ϕ◦ (β−1◦α)◦ϕ−1 : ϕα(Wα∩Wβ) →

ϕβ(Wα∩Wβ) òî÷êó èç ϕα(Wα∩Wβ) ∈ U0, îòâå÷àþùóþ ìàòðèöå
X̃ (à òî÷íåå, ìàòðèöàì A, B, C), ïåðåâîäèò ñíà÷àëà â ìàòðèöó

[
A B

C CA−1B

]
,çàòåì ïîäâåðãàåò ýòó ìàòðèöó íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêå ñòðîêè ñòîëáöîâ è, íàêîíåö, îñóùåñòâëÿåò îòîáðàæåíèå ðàçâåðòêè.Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕβ◦ϕ

−1
α çàäàåòñÿ ðàöèîíàëü-íûìè �óíêöèÿìè êîîðäèíàò, êîòîðûå îïðåäåëåíû è ÿâëÿþòñÿàíàëèòè÷åñêèìè íà ϕ(Wα∩Wβ) , òî åñòü ëþáûå äâå êàðòû âè-äà (Wα, ϕα, U0)C

w ñîãëàñîâàíû. Òàêèì îáðàçîì, íà ìíîæåñòâå
R(m,n; k) ââåäåíà ñòðóêòóðà àíàëèòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.Çàìå÷àíèå. Ïðè m = n = k àòëàñ ñîñòàâëÿåò îäíà êàð-òà (W,ϕ, U0), è ýòî â òî÷íîñòè àòëàñ, çàäàþùèé ãëàäêîñòü íà
GL(n).3. Ìíîãîîáðàçèå k-ðåïåðîâ. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
Ln(R) ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî k-ðåïåðîâ � óïîðÿäî÷åííûõ ñî-âîêóïíîñòåé èç k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, îáîçíà÷àå-ìîå ñèìâîëîì R(n, k) (1 ≤ k ≤ n).Âûáåðåì â Ln(R) áàçèñ {~e1, . . . , ~en}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k-ðåïåðà {~a1, . . . ,~ak} èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå ~as =

n∑
i=1

ai
s~ei (s =16



1, k), êîòîðîå áèåêòèâíî ñîïîñòàâëÿåò k-ðåïåðó ìàòðèöó
[ai

s] =




a1
1 . . . an

1

. . . . . . . . . .

a1
k . . . an

k


òèïà R(k, n; k). Òåì ñàìûì, ìíîæåñòâîR(n, k) ñíàáæàåòñÿ ñòðóê-òóðîé àíàëèòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè k n.4. Ìíîãîîáðàçèå Øòè�åëÿ. Ìíîãîîáðàçèåì Øòè�åëÿíàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ îðòîíîðìèðîâàííûõ k-ðåïåðîâ âÅâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En. Îáîçíà÷àåòñÿ ýòî ìíîãîîáðàçèåñèìâîëîì V (n, k).Î÷åâèäíî, ÷òî V (n, k) ⊂ R(n, k), è âûäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

(~ap · ~aq) = δpq (p, q = 1, k).Ñ÷èòàÿ áàçèñ {~es}(s=1,n) îðòîíîðìèðîâàííûì, ìîæíî âûïè-ñàòü k(k+1)
2 íåçàâèñèìûõ ñîîòíîøåíèé íà ýëåìåíòû ìàòðèöû

ai
s :

n∑
i=1

ai
pa

i
q = δpq (p, q = 1, k).Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîîáðàçèå Øòè�åëÿ íàäåëÿåòñÿ ñòðóê-òóðîé àíàëèòè÷åñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìíîãîîáðàçèÿ k-ðåïåðîâ.�àçìåðíîñòü V (n, k) åñòü N = nk− k(k+1)

2 = k(2n−k−1)
2 (ñì. Ëåê-öèþ 7).5. Ìíîãîîáðàçèå �ðàññìàíà. Ìíîãîîáðàçèåì �ðàññìà-íà (G(n, k)) íàçûâàåòñÿ ñàâîêóïíîñòü âñåõ k-ìåðíûõ ïîäïðî-ñòðàíñòâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Ln(R).Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àòëàñà íàG(n, k) ââåäåì â Ln(R) ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå è âûáåðåì "ñòàíäàðòíûé"îðòîíîðìèðîâàííûé áà-çèñ {~ei}i=1,n. 17



�àññìîòðèì íåêîòîðîå k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E ⊂ Ln(R).Âñåãäà íàéäåòñÿ áàçèñíàÿ k-ïëîñêîñòü E0, íàòÿíóòàÿ íà ñèñòå-ìó óïîðÿäî÷åíûõ âåêòîðîâ {~ei1, ~ei2, . . . , ~eik} (i1 < i2 < · · · < ik)òàêàÿ, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè âåêòîðîâ ~ei1, . . . , ~eik íà Åáóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè âåêòîðàìè ~eE
i1
, . . . , ~eE

ik
.Ñïðîåêòèðóåì íà îñòàëüíûå áàçèñíûå âåêòîðû. Ïðè ýòîìâîçíèêàåò ðàçëîæåíèå ~eE

js
=

k∑

l=1

hl
s~e

E
jl
(s = 1, n− k).Ýòîìó ðàçëîæåíèþ áèåêòèâíî ñîîòâåòñòâóåò k×(n−k) ìàò-ðèöà [hl

s] ∈ R(k, n − k). Âñÿ ñîâîêóïíîñòü E-ïîäïðîñòðàíñòâ,è ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðèö [hl
s], îòâå÷àþùèõ äàííîìó íàáîðóáàçèñíûõ âåêòîðîâ {~ei1, . . . , ~eik}, îáðàçóåò êàðòó. Òàêèõ êàðòáóäåò ðîâíî Ck

n, è êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ýòè êàðòû Cω - ñî-ãëàñîâàíû, îáðàçóÿ òåì ñàìûì àòëàñ Aω.6. Êîìïëåêñíî àíàëèòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü
M � 2n-ìåðíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ àòëàñîì Ar êàðò τα =

(Wα, ϕα, Uα), Uα ⊂ R2n, α ∈ Γ.Îòîæäåñòâèì 2n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R
2n ñ n-ìåðíûì êîìïëåêñíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì C

n, ñ÷èòàÿ,÷òî êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû òî÷êè (z1, . . . , zn) äàþò 2n âåùå-ñòâåííûõ êîîðäèíàò, ðàçáèòûõ íà äâå ãðóïïû ñëåäóþùèì îá-ðàçîì: (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn), zk = xk + iyk, k = 1, n. Òîãäà 2nêîîðäèíàòíûõ �óíêöèé {ϕ1
α(p), . . . , ϕn

α(p), ψ1
α(p), . . . , ψn

α(p)} âêàðòå τα ïðåâðàùàþòñÿ â n êîìïëåêñíûõ �óíêöèé Φj
α = ϕj

α +

iψj
α (j = 1, n), êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíûìè êîîðäèíà-òàìè òî÷êè p ∈M . 18



Íà ïåðåñå÷åíèè êàðò Wα è Wβ ìû èìåëè ñîîòíîøåíèÿ ïå-ðåõîäà â âèäå




x1
α = x1

α(x1
β, . . . , x

n
β, y

1
β, . . . , y

n
β),

. . . . . . . . . . .

xn
α = xn

α(x1
β, . . . , x

n
β, y

1
β, . . . , y

n
β),

y1
α = y1

α(x1
β, . . . , x

n
β, y

1
β, . . . , y

n
β),

. . . . . . . . . . .

yn
α = yn

α(x1
β, . . . , x

n
β, y

1
β, . . . , y

n
β).Ýòè �óíêöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êîìïëåêñíîçíà÷íûå�óíêöèè îò n íåçàâèñèìûõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ:





z1
α = z1

α(z1
β, . . . , z

n
β),

. . . . . . .

zn
α = zn

α(z1
β, . . . , z

n
β).Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè n �óíêöèé ïåðåõîäà ñ êàðòû íàêàðòó.ÌíîãîîáðàçèåM ñ �èêñèðîâàííûì àòëàñîì êàðò {τ i

α}(i=1,n)íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíî àíàëèòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, åñëè�óíêöèè ïåðåõîäà ñ êàðòû íà êàðòó ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî àíà-ëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùåãî êîìïëåêñ-íî àíàëèòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ðàññìîòðèì ñ�åðó S2 ⊂ R3.Â ñîîòâåòñòâèå ñî ñòåðåîãðà�è÷åñêîé ïðîåêöèåé ñ�åðû S2 =

{(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 1} íà ïëîñêîñòü, ðàññìîòðèì äâå êàð-òû: τ1 = {W1, ϕ1, U1}, ãäå W1 = S2 \ {N}, U1 = R
2, ϕ1(p) = A,19



�èñ. 1.è τ2 = {W2, ϕ2, U2}, ãäå W2 = S2 \ {S}, U2 = R
2, ϕ2(p) = B,

W12 = S2 \ {N, S} (ðèñ. 1).Íåòðóäíî âèäåòü,÷òî
ϕ1(p) = A

(
x

1 − z
,

y

1 − z

)
, ϕ2(p) = B

(
x

1 + z
,

y

1 + z

)
.Ââåäåì â êàðòå τ1 êîìïëåêñíóþ êîîðäèíàòó òî÷êè p : V1 =

x+iy
1−z , à â êàðòå τ2 � V2 = x−iy

1+z . Â ïåðåñå÷åíèè êàðò V1 · V2 =
x2+y2

1−z2 = 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, V1 = φ(V2) = 1
V2

� êîìïëåêñíî-çíà÷íûé ïåðåõîä ñ êàðòû íà êàðòó.Òàêèì îáðàçîì, ñ�åðà S2 ñòàíîâèòñÿ êîìïëåêñíî àíàëèòè-÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì.Çàìå÷àíèå. Íå÷åòíîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ íå ìîãóò áûòüíàäåëåíû êîìïëåêñíî àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Îäíàêî è â÷åòíîìåðíûõ ñëó÷àÿõ èìåþòñÿ ïðèìåðû ìíîãîîáðàçèé (ïðî-åêòèâíàÿ ïëîñêîñòü), íå äîïóñêàþùèõ êîìïëåêñè�èêàöèè.20



Ëåêöèÿ 3Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé.Êîìïàêòíîñòü1. Òîïîëîãèÿ íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè. Ïóñòü (M,A r)� ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Ïîäìíîæåñòâî G ⊂ Míàçûâàåòñÿ îòêðûòûì âM , åñëè äëÿ ëþáîé êàðòû τ = (W,ϕ, U)èç ìàêñèìàëüíîãî àòëàñà A r èçîáðàæåíèå ϕ(G∪W ) îòêðûòîâ Rn. Â ÷àñòíîñòè, îáëàñòü âñÿêîé êàðòû íà ìíîãîîáðàçèè åñòüîòêðûòîå ìíîæåñòâî.Òåîðåìà 1 Ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ â ñìûñëå äàííîãî îïðå-äåëåíèÿ ïîäìíîæåñòâ îáðàçóþò òîïîëîãèþ íà M .Äîêàçàòåëüñòâî. Îíî ñîñòîèò â ïðîâåðêå àêñèîì òîïîëîãèè.1)Ïóñòü {Gα}α∈Γ � îòêðûòî. �àññìîòðèì ëþáóþ êàðòó τ =

(W,ϕ, u) ∈ A r è ïåðåñå÷åíèå (
⋃

αGα)∩W . ßñíî, ÷òî ϕ((
⋃

αGα)∩

W )) = ϕ(
⋃

α(Gα ∩W )) =
⋃

α ϕ(Gα ∩W ) � îòêðûòî â R
n, òîåñòü ⋃

αGα(α∈Γ) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.2) Ïóñòü G1 è G2 îòêðûòû, è ïóñòü G = G1∩G2. Äëÿ ëþáîéêàðòû τ = (W,ϕ, u) ∈ A r ϕ(G ∩W ) = ϕ((G1 ∩W ) ∩ (G2 ∩

W )) = ϕ1(G1 ∩W )∩ϕ2(G2 ∩W ) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R
n.Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî äëÿ áèåêöèè ϕ âûïîëíåíî

ϕ(A ∩B) = ϕ(A) ∩ ϕ(B). 21



3)Âñå ìíîæåñòâî M =
⋃

αWα(α∈Γ) îòêðûòî, òàê êàê ϕ(M ∩

W ) = ϕ(W ) îòêðûòî â Rn.4) Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ îòêðûòî.Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå åñòåñòâåííûì îáðàçîìñòàíîâèòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.À ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÿâ-ëÿåòñÿ ëè îòêðûòûì äàííîå ìíîæåñòâî G ⊂ M , íåò íåîáõî-äèìîñòè ðàññìàòðèâàòü ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà G ñ êàðòàìèââåäåííîãî àòëàñà � âïîëíå äîñòàòî÷íî ëèøü òåõ êàðò, êîòî-ðûå ïîêðûâàþò G.Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü {τβ = (Wβ, ϕβ, Uβ)β∈L⊂Γ} � òàêîåñåìåéñòâî êàðò íà M , ÷òî G ⊂
⋃

β Wβ. Òîãäà, äëÿ òîãî,÷òîáû ìíîæåñòâî G áûëî îòêðûòî â M , äîñòàòî÷íî, ÷òî-áû äëÿ ëþáûõ β ìíîæåñòâà ϕβ(G∩Wβ) áûëè îòêðûòû â Rn.
G

M

p

Wb

Wa

�èñ. 1.
22



Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî
G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ïðåäëîæåíèÿ, òî äëÿ ëþáîé êàðòû
τα = (Wα, ϕα, Uα)α ∈ Γ ìíîæåñòâî ϕα(G ∩Wα) îòêðûòî â Rn,òî åñòü ëþáàÿ åãî òî÷êà x � âíóòðåííÿÿ.�àññìîòðèì òî÷êó p = ϕ−1

α (x). Òàê êàê x ∈ ϕα(G ∩ Wα)òî p ∈ G ∩Wα. Âûáåðåì êàðòó τβ òàêóþ, ÷òî p ∈ Wβ. Â ñè-ëó ñîãëàñîâàííîñòè êàðò τα è τβ, ìíîæåñòâà ϕβ(Wα ∩ Wβ) è
ϕα(Wα ∩Wβ) îòêðûòû â R

n. Êðîìå òîãî, ïî óñëîâèþ, ìíîæå-ñòâî ϕβ(G ∩Wβ) òàêæå îòêðûòî. Ïîýòîìó îòêðûòî è ìíîæå-ñòâî ϕβ(G∩Wα ∩Wβ) = ϕβ(G∩Wβ)∩ϕβ(Wβ ∩Wα). Ñ äðóãîéñòîðîíû, ãîìåîìîð�èçì ϕα ◦ ϕ−1
β ïåðåâîäèò ýòî ìíîæåñòâî âîìíîæåñòâî ϕα(G∩Wβ∩Wα), êîòîðîå, ñëåäîâàòåëüíî,òàêæå îò-êðûòî. Ïîñêîëüêó x ∈ ϕα(G∩Wα ∩Wβ) ⊂ ϕα(G∩Wα), òî ýòîäîêàçûâàåò, ÷òî òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé äëÿ ϕα(G∩Wα).×.ò.ï.Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîé êàðòû τ = (W,ϕ, U) ∈ Ar ìíîãîîá-ðàçèÿM ïîäìíîæåòñâî H ∈ W îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ìíîæåñòâî ϕ(H) îòêðûòî â Rn.Îïèðàÿñü íà Ñëåäñòâèå, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ îêðåñò-íîñòü V òî÷êè p ∈ W , ñîäåðæàùàÿñÿ â "êîîðäèíàòíîé îêðåñò-íîñòè" W , òàêæå áóäåò "êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòüþ"ñ êîîð-äèíàòíûì îòîáðàæåíèåì ϕ|V . Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ îêðåñò-íîñòü G òî÷êè p ñîäåðæèò íåêîòîðóþ "êîîðäèíàòíóþ îêðåñò-íîñòü" G∩W . Ýòî îçíà÷àåò,÷òî "êîîðäèíàòíûå îêðåñòíîñòè"êàæäîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ îáðàçóþò áàçó åå îêðåñòíîñòåé.23



Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî åâ-êëèäîâûì, åñëè îíî îáëàäàåò îòêðûòûì ïîêðûòèåì {Wα}, êàæ-äûé ýëåìåíò êîòîðîãî ãîìåîìîð�åí íåêîòîðîìó îòêðûòîìóìíîæåñòâó â R
n (Çíà÷èò M óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìåñ÷åòíîñòè).Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿ-åòñÿ ëîêàëüíî åâêëèäîâûì è êàê òîïîëãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîóäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.Äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà G ⊂M ìíîãîîáðàçèÿêëàññà Cr, âñå êàðòû {τα} ëþáîãî èç àòëàñîâ A r, äëÿ êîòîðûõ

Wα ∩G 6= ∅, ïîðîæäàåò èíäóöèðîâàííóþ ãëàäêóþ ñòðóêòóðóíà G, ïðåâðàùàÿ, òåì ñàìûì, G â îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèåìíîãîîáðàçèÿ M .Î÷åíü ÷àñòî ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðèõîäèòñÿââîäèòü íà ìíîæåñòâå M , óæå ÿâëÿþùèìñÿ òîïîëîãè÷åñêèìïðîñòðàíñòâîì.Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà äîëæ-íà îïðåäåëÿòü íà M èìåþùóþñÿ òîïîëîãèþ, òî åñòü äîëæíàáûòü "ñîãëàñîâàíà"ñ íåé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû àòëàñ,çàäàþùèé íà M ãëàäêóþ ñòðóêòóðó, ñîñòîÿë èç êàðò, îáëàñòèêîòîðûõ áûëè áû çàâåäîìî îòêðûòû â ñóùåñòâóþùåé òîïîëî-ãèè, à îòîáðàæåíèÿ ϕ áûëè áû ãîìåîìîð�èçìàìè. Îêàçûâàåò-ñÿ, ÷òî ýòî óñëîâèå è äîñòàòî÷íî.Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü {τα}α∈Γ � òàêîé àòëàñ íà òîïîëî-ãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Mòîï, ÷òî äëÿ ëþáîãî α Wα � îò-24



êðûòû â Mòîï, à îòîáðàæåíèÿ ϕα : Wα → Uα ÿâëÿþòñÿãîìåîìîð�èçìàìè. Òîãäà ãëàäêîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ àòëàñîì
Ar, ñîãëàñîâàíà òîïîëîãèåé íà .Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 1, ìíîæåñòâî G ⊂

M , òîãäà è òîëüêî òîãäà îòêðûòî â òîïîëîãèè TA, çàäàâàå-ìîé ãëàäêîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé àòëàñîì Ar, êîãäà äëÿ ëþáîãî
α ìíîæåñòâî ϕα(G ∩ Wα) îòêðûòî â Rn, òî åñòü, ïîñêîëüêóîòîáðàæåíèÿ ϕα ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîð�èçìàìè, êîãäà ìíîæå-ñòâî G ∩Wα îòêðûòî â Wα, à ïîòîìó � â ñèëó òîãî, ÷òî Wαîòêðûòî â Mòîï � è â M .Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ìíîæåñòâîG ⊂ M îòêðûòî âMòîï,òî, � ïîñêîëüêó Wα îòêðûòî â M , � ìíîæåñòâî G ⊂Wα òàê-æå îòêðûòî â Mòîï, à åñëè âñå ìíîæåñòâà G∩Wα îòêðûòû â
M , òî ââèäó ðàâåíñòâà G = ∪α(G∩Wα), ìíîæåñòâî G îòêðû-òî âM . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà, îòêðûòûå â òîïîëîãèè TA,� ýòî â òî÷íîñòè ìíîæåñòâà, îòêðûòûå â òîïîëîãèè ïðîñòðàí-ñòâà Mòîï. ×.ò.ï.Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò ëîêàëüíî åâêëèäîâû òîïîëîãè÷å-ñêèå ìíîãîîáðàçèÿ (r = 0), â êîòîðûõ íåëüçÿ ââåñòè ñòðóêòóðóãëàäêîãî Cr-ìíîãîîáðàçèÿ ñ r > 0. Òàêèå òîïîëîãè÷åñêèå ìíî-ãîîáðàçèÿ íàçûâàþòñÿ íåñãëàæèâàåìûìè. Íåîáõîäèìûå è äî-ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íà òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãî-îáðàçèè ãëàäêîñòè, ñîãëàñîâàííîé ñ åãî òîïîëîãèåé, èçâåñòíû,íî äîñòàòî÷íî ñëîæíû.
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2. Êîìïàêòíîñòü. Ïîäìíîæåñòâî ìíîãîîáðàçèÿ M íàçû-âàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç âñÿêîãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà Gñ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïî-êðûòèå.Òåîðåìà 2 Ïóñòü ìíîæåñòâî F ìíîãîîáðàçèÿ M ÿâëÿåò-ñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ Fi (i = 1, m),êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò êîìïàêòíîå èçîáðàæåíèå íà îä-íîé èç êàðò τi = (Wi, ϕi, Ui), Fi ⊂ Wi, ϕi(Fi) � êîìïàêòíî â
Rn. Òîãäà F � êîìïàêòíî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Gα}α∈Γ � îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíî-æåñòâà F . Òîãäà ñåìåéñòâî ϕi(Gα ∩Wi) ïðè êàæäîì i åñòü îò-êðûòîå ïîêðûòèå êîìïàêòà ϕi(Fi). Âûáèðàÿ èç íåãî êîíå÷íîåïîäïîêðûòèå Gkk=1,p è çàñòàâëÿÿ α ïðîáåãàòü ñîîòâåòñòâóþ-ùåå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî çíà÷åíèé, ìû ïîëó÷èì êîíå÷íîå÷èñëî {Gα}, ïîêðûâàþøèõ âñå Fi. ×.ò.ä.×òî êàñàåòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ â öåëîì, òî ìîæíî äàòü ñëåäó-þùåå îïðåäåëåíèå.Ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè òîïîëîãè-÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Mòîï êîìïàêòíî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòüñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.Óòâåðæäåíèå 1. Ìíîãîîáðàçèå (M,A r) êîìïàêòíî, åñëèèç êàæäîãî àòëàñà Ar ∈ A r ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íûé ïîäàò-ëàñ.Óòâåðæäåíèå 2. Ìíîãîîáðàçèå (M,A r) õàóñäîð�îâî òî-ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Mòîï õàóñäîð�îâî.26



Ëåêöèÿ 4Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé.Îðèåíòèðóåìûå ìíîãîîáðàçèÿ è ìíîãîîáðàçèÿ ñêðàåì1. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé.Ïóñòü
(Mn,A r) è (Nm,Br) � äâà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿ, è ïóñòü
M ×N � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íîñèòåëåé ãëàäêèõ ñòðóêòóð.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àòëàñà ïðîèçâåäåíèÿ, âûáåðåì ëþáóþ ïàðóêàðò τ = (W,ϕ, U) ∈ A r è ξ = (Ω, ψ, V ) ∈ Br, è â êà÷åñòâåêàðòû íàM×N ðàññìîòðèì òðîéêó ζ = (W×Ω, ϕ×ψ, U×V ),ãäå îòîáðàæåíèå ϕ × ψ : W × Ω → U × V äåéñòâóåò òàê:
(ϕ × ψ)(p, q) = (ϕ(p), ψ(q)) ∈ Rn+m, ïðè ýòîì ϕ(p) = x ∈

Rn, ψ(q) = y ∈ Rm äëÿ ëþáûõ òî÷åê p ∈ W è q ∈ Ω.Î÷åâèäíî, ÷òî ϕ× ψ åñòü áèåêöèÿ ìåæäó îáëàñòüþ W × Ωè îòêðûòûì ìíîæåñòâîì U × V ⊂ Rn+m. Áîëåå òîãî, åñëèêàðòà τ = (W,ϕ, U) ñîãëàñîâàíà ñ êàðòîé τ ′ = (W ′, ϕ′, U ′),à êàðòà ξ = (Ω, ψ, V ) ñîãëàñîâàíà ñ êàðòîé ξ′ = (Ω′, ψ′, V ′),òî êàðòà ζ = (W × Ω, ϕ × ψ, U × V ) ñîãëàñîâàíà ñ êàðòîé
ζ ′ = (W ′×Ω′, ϕ′×ψ′, U ′×V ′). Äåéñòâèòåëüíî, ÿñíî, ÷òî (W ×

Ω) ∩ (W ′ × Ω′) = (W ∩ W ′) × (Ω ∩ Ω′) è (ϕ(W ) × ψ(Ω)) ∩

(ϕ′(W ′) × ψ′(Ω′)) = (ϕ(W ) ∩ ϕ′(W ′)) × (ψ(Ω) ∩ ψ′(Ω′)).Ïðè ýòîì ((ϕ×ψ)|(W×Ω)∩(W ′×Ω′))◦((ϕ
′×ψ′)|(W×Ω)∩(W ′×Ω′))

−1 =

[(ϕ|W∩W ′) ◦ (ϕ′|W∩W ′)−1] × [(ψ|Ω∩Ω′) ◦ (ψ′|Ω∩Ω′)−1].27



Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îòìåòèì, ÷òî â êâàäðàò-íûõ ñêîáêàõ çàïèñàíû äè��åîìîð�èçìû, äåéñòâóþùèå ìåæ-äó èçîáðàæåíèÿìè êàðò â ïðîñòðàíñòâàõ Rn è Rm ñîîòâåò-ñòâåííî. Èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå åñòü äè��åîìîð�èçì îò-êðûòûõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Rn+m.Ìíîæåñòâî êàðò {ζαβ} = {τα × ξβ}α∈,β∈L îáðàçóþò Dr �àòëàñ íà M × N . Âñå àòëàñû, ýêâèâàëåíòíûå Dr, îáðàçóþòìàêñèìàëüíûé àòëàñ D r. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò ìíîãîîáðàçèå
(Mn ×Nm,D r) ðàçìåðíîñòè m+ n.Îòìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíûé àòëàñ D r, âîîáùå ãîâîðÿ, íåÿâëÿåòñÿ �ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì� ìàêñèìàëüíûõ àòëàñîâ A rè Br. Òàê â R

2 = R
1 × R

1, ìîæíî çàäàòü àòëàñ êàê ñîâîêóï-íîñòü îòêðûòûõ øàðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ íå åñòü ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå äâóõ îòêðûòûõ îòðåçêîâ èç R1.2. Îðèåíòèðóåìûå ìíîãîîáðàçèÿ.Ìíîãîîáðàçèå (M,A r)íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè íà íåì ìîæíî ââåñòè òàêîéàòëàñ êàðò Ar ∈ A r, â êîòîðîì âñå ÿêîáèàíû ïåðåõîäà ñ êàðòûíà êàðòó â îáëàñòÿõ èõ ïåðåñå÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû.�îâîðÿò, ÷òî àòëàñ êàðò, äëÿ êîòîðîãî âñå ÿêîáèàíû ïåðå-õîäà ïîëîæèòåëüíû, çàäàåò íà M îðèåíòàöèþ, à ñàì àòëàñíàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì.Äâà àòëàñà çàäàþò îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ, åñëè èõ îáú-åäèíåíèå � îðèåíòèðîâàííûé àòëàñ.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî àòëàñà Arîðèåíòèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ M , ìíîæåñòâî A r+ âñåõ êàðò,28



ïîëîæèòåëüíî ñîãëàñîâàííûõ ñ êàæäîé êàðòîé àòëàñà Ar, ÿâ-ëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì àòëàñîì, ñîäåðæàùèì Ar, è ïðèòîì,ìàêñèìàëüíûì.Âñÿêèé àòëàñ íà îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè ìîæíî ïðå-âðàòèòü â îðèåíòèðîâàííûé ïóòåì èçìåíåíèÿ ëîêàëüíûõ êîîð-äèíàò â êàæäîé êàðòå. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü {τα(x1
α, . . . , x

n
α)}α∈Γ� ïðîèçâîëüíûé àòëàñ, ñîñòîÿùèé èç ñâÿçíûõ êàðò. Ïîñêîëü-êó M îðèåíòèðóåìî, òî íà íåì ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûéàòëàñ {ξβ(y

1
β, . . . , y

n
β)}β∈L. �àññìîòðèì òî÷êó p, ïðèíàäëåæà-ùóþ ïåðåñå÷åíèþ êàðò τα è ξβ. Åñëè det

(
∂xi

α

∂xj
β

)

p

> 0, òî âêàðòå τα ñîõðàíèì ñèñòåìó êîîðäèíàò (x1
α, . . . , x

n
α), åñëè æå

det

(
∂xi

α

∂xj
β

)

p

< 0, òî â êà÷åñòâå íîâîé ëîêàëüíîé ñèñòåìû â ταâîçüìåì (−x1
α, x

2
α, . . . , x

n
α), ïîñëå ÷åãî ÿêîáèàí ïåðåõîäà â òî÷êå

p ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòäåëüíàÿ êàðòà çàäàåò �ïîëîæèòåëü-íóþ� îðèåíòàöèþ íà ìíîãîîáðàçèè M . Åñëè ÿêîáèàí ïåðåõîäàîò êîîðäèíàò çàäàííîé êàðòû ê êîîðäèíàòàì äðóãîé êàðòûïîëîæèòåëåí, òî ëîêàëüíûå îðèåíòàöèè êàðò íàçûâàþòñÿ ñî-ãëàñîâàííûìè (ïîëîæèòåëüíî ñâÿçàííûìè).Åñëè íà M óæå çàäàíà îðèåíòàöèÿ ñ ïîìîùüþ îðèåíòèðî-âàííîãî àòëàñà, òî ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ëþáîé äðóãîé ñâÿç-íîé êàðòû èç A r ìîæåò áûòü ñîãëàñîâàíà èëè íå ñîãëàñîâàíàñ îðèåíòàöèåé M .Òåîðåìà 1 Íà ñâÿçíîì îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè ñóùå-29



ñòâóåò ðîâíî äâå ðàçëè÷íûå îðèåíòàöèè, ïðè÷åì ëþáàÿ êàð-òà çàäàåò ëîêàëüíóþ îðèåíòàöèþ, ñîâïàäàþùóþ ñ îäíîé èçíèõ.Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü {τα(x1
α, . . . , x

n
α)}α∈Γ è {ξβ(y1

β, . . . , y
n
β)}β∈L� äâà îðèåíòèðîâàííûõ àòëàñà. Åñëè ó äàííîé êàðòû ξβ ëî-êàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ñîâïàäàåò ñ îðèåíòàöèåé àòëàñà {τα}α∈Γ,òî îáà àòëàñà çàäàþò îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ íà M . Â ñàìîìäåëå, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü çíàê ÿêîáèàíà det

(
∂xi

α

∂xj
β

) â ëþáîéòî÷êå p ∈ Wα ∩ Ωβ äëÿ ëþáûõ äâóõ êàðò τα, ξβ.Ïóñòü âûáðàíà òî÷êà p0 ∈ Wα0
∩ Ωβ0

, â êîòîðîé ÿêîáèàíïåðåõîäà ïîëîæèòåëåí. Ñîåäèíèì òî÷êè p0 è p íåïðåðûâíîéêðèâîé ϕ : [0; 1] →M , ϕ(0) = p0, ϕ(1) = p, è ïîêðîåì ýòó êðè-âóþ äâóìÿ öåïî÷êàìè êàðò èç àòëàñîâ τα è ξβ ñîîòâåòñòâåííî.�àññìîòðèì òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü t∗ òåõ òî÷åê èç t ∈ [0; 1],äëÿ êîòîðûõ çíàê ÿêîáèàíà â òî÷êàõ ϕ(t) îòðèöàòåëåí. Î÷å-âèäíî, ÷òî t∗ 6= 0 è ϕ(t∗) 6= p0.Ïîñêîëüêó òî÷êà ϕ(t∗) ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè íåêîòîðîé ïà-ðû êàðò τγ è ξγ, îáëàñòè êîòîðûõ � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, òî âñèëó òîãî, ÷òî ÿêîáèàí ïåðåõîäà â òî÷êå ϕ(t∗) � îòëè÷íàÿ îòíóëÿ �óíêöèÿ, íàéäåòñÿ òî÷êà ϕ(t′) , t′ < t∗, â êîòîðîé ÿêîáè-àí îòðèöàòåëåí. Íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü, òàê êàê t∗ � òî÷íàÿíèæíÿÿ ãðàíü â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå èäîêàçûâàåò òåîðåìó.3. Ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì. Ïóñòü N � ÷àñòü ìíîãîîáðà-çèÿ M . 30



Òî÷êà p ∈ N ⊂ M íàçûâàåòñÿ j-óãëîâîé (j = 1, dimM),åñëè âM ñóùåñòâóåò êàðòà τ = (W,ϕ, U), â êîîðäèíàòàõ êîòî-ðîé ϕ(N∩W ) èçîáðàæàåòñÿ j�óãëîì â R
n, òî åñòü ìíîæåñòâîìòî÷åê {x = (x1, x2, . . . , xn) : ‖x‖ < 1, x1 ≥ 0, . . . , xj ≥ 0}, ïðè-÷åì òî÷êà p ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó êîîðäèíàò: p (0, 0, . . . , 0).Ìíîãîîáðàçèåì ñ óãëàìè íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå, êàæäàÿòî÷êà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ j-óãëîâîé (j ≥ 0). Ïðè j = 0 òî÷êà

p ∈M , íî p ∈ N .Ìíîãîîáðàçèå, òî÷êè êîòîðîãî 0-óãëîâûå èëè 1-óãëîâûå, íà-çûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì. Êðàé �- ýòî ìíîæåñòâî 1 �óãëîâûõ òî÷åê, êîòîðûå îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∂M.Òåîðåìà 2 Êðàé ∂Mn � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè
n− 1.Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â êà÷åñòâå îáëàñòåé êàðò íà ∂Mnïåðåñå÷åíèÿ {W ∗

α} = {∂M ∩ Wα}α∈, à â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõêîîðäèíàò íà ϕ|W ∗

α
� êîîðäèíàòû {x2

α, . . . , x
n
α, x

1
α = 0}. Ôóíê-öèè ïåðåõîäà ñ êàðòû íà êàðòó ϕαβ|U∗

αβ
îñòàþòñÿ ãëàäêèìè êàêîãðàíè÷åíèÿ íà êðàå ãëàäêèõ �óíêöèé ϕαβ çàìåíû êîîðäèíàòíà ìíîãîîáðàçèè M

n. Î÷åâèäíî, dim ∂Mn = n− 1. ×.ò.ä.Ïðèìåð. Øàð Dn, n∑
i=1

(xi)2 ≤ 1, â Rnÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðà-çèåì ñ êðàåì Sn−1.Òåîðåìà 3 Åñëè ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì îðèåíòèðóåìî, òî èêðàé îðèåíòèðóåì. 31



n
R

n-1
R

n-1
R

n
R

M

Wa Wb

*W
b

*Wa

bjaj
1

bj -1

aj -

Ua Ub

*Uab
*Uba

abj

M¶

p

�èñ. 1.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå êîîðäèíàòû â êàðòàõ τα è τβ íåîò-ðèöàòåëüíû (îáëàñòè êàðò ïåðåñåêàþòñÿ ñ êðàåì).Ïîñêîëüêó M îðèåíòèðóåìî, òî ìû âñåãäà ìîæåì äîáèòüñÿòîãî, ÷òî ÿêîáèàí ïåðåõîäà â ïåðåñå÷åíèè êàðò áóäåò ïîëîæè-òåëåí. Ïîñêîëüêó äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ W ∗
α ∩ W ∗

β ïåðâûå êîîðäè-íàòû x1
α = x1

β = 0, òî ∂x1
β

∂xs
α
äëÿ s = 2, n. Ïîýòîìó det(

∂xi
β

∂xj
α

) =
∂x1

β

∂x1
α
· det(

∂xk
β

∂xs
α
) > 0 (k, s = 2, n). Íî òàê êàê x1

β > 0 òîãäà è32



òîëüêî òîãäà, êîãäà x1
α > 0, òî ∂x1

β

∂x1
α

∣∣∣
U∗

αβ

> 0 è det
(

∂xk
β

∂xs
α

)∣∣∣
U∗

αβ

> 0.×.ò.ï.Ïóñòü M � îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ∂M èïóñòü {τα = (Wα, ϕα, Uα)}α∈� àòëàñ, çàäàþùèé îðèåíòàöèþ íà
M . Òîãäà îðèåíòàöèÿ êðàÿ, çàäàâàåìàÿ àòëàñîì
{τ ∗β = (W ∗

β , ϕ
∗
β, U

∗
β)}β∈L, ãäå W ∗

β = Wβ ∩ ∂M , ϕ∗
β = ϕβ|∂M ,

U ∗
β = ϕ∗

β(W
∗
β ), íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííîé ñ îðèåíòàöèåé ìíî-ãîîáðàçèÿ M .Ïðè n = 1 âñÿêàÿ îáëàñòü U ⊂ M åñòü îòðåçîê (íà ïðÿìîéèëè îêðóæíîñòè), à ∂U ñîñòîèò èç åãî êîíöîâ.Îðèåíòàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M çàäàåò íà ýòèõ îòðåçêàõ íà-ïðàâëåíèå, è ìû ââåäåì îðèåíòàöèþ íà ∂U , ñ÷èòàÿ, ÷òî îäèíêîíåö êàæäîãî îòðåçêà èìååò çíàê ìèíóñ, à äðóãîé � çíàêïëþñ.

Ëåêöèÿ 5�ëàäêèå �óíêöèè íà ìíîãîîáðàçèÿõ. �ëàäêîåðàçáèåíèå åäèíèöû1. �ëàäêèå �óíêöèè íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Ïóñòü G � îò-êðûòîå ìíîæåñòâî íà ìíîãîîáðàçèè (M,A r) è ïóñòü çàäàíîîòîáðàæåíèå f : G→ R1, íàçûâàåìîå �óíêöèåé íà G .�àññìîòðèì òî÷êó p0 ∈ G è êàðòó τ = (W,ϕ, U), ïîêðûâà-33



1
R

n
R

M

U

G
W

0p

j
1j -

f

*f

GU

0x

�èñ. 1.þùóþ ýòó òî÷êó. Òàê êàê G è W � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, òîïåðåñå÷åíèå G ∪W îòêðûòî è èçîáðàæàåòñÿ â R
n îòêðûòûììíîæåñòâîì UG = ϕ(G ∪W ), x0 = ϕ(p0).Ïðè íàëè÷èè êàðòû τ , åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðåä-ñòàâëÿþùàÿ �óíêöèÿ f ∗ = f ◦ ϕ−1 : Rn → R1.Îòîáðàæåíèå f : G → R

1 íàçûâûåòñÿ ãëàäêîé �óíêöèåéêëàññà Cs(s ≤ r) â òî÷êå p0 ∈ G, åñëè äëÿ ëþáîé êàðòû τ ∈ Arïðåäñòàâëÿþùàÿ �óíêöèÿ f ∗ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé êëàññà Cs âòî÷êå x0 = ϕ(p0) ∈ UG.Ôóíêöèÿ f : G→ R
1 íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé �óíêöèåé êëàññà

Cs â îáëàñòè G, åñëè îíà ãëàäêàÿ â ëþáîé òî÷êå p ∈ G.Òåîðåìà 1 Ôóíêöèÿ f : G → R1 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êëàññà34



Cs(s ≤ r) â òî÷êå p0 ∈ G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿíåêîòîðîé êàðòû τ ∈ A r �óíêöèÿ f ∗ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåéêëàññà Cs â òî÷êå x0 = ϕ(p0).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ � êàðòà èç óñëîâèÿ Òåîðåìû. �àñ-ñìîòðèì êàðòó τ ′ = (W ′, ϕ′, U ′), ñîäåðæàùóþ òî÷êó p0, â êî-òîðîé ïðåäñòàâëÿþùàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä f ∗′ = f ◦ ϕ′−1. Íî
f ∗′ = (f ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ ϕ′−1) = f ∗ ◦ ψ, ãäå ψ � îòîáðàæåíèåïåðåõîäà ñ êàðòû τ ′ íà τ êëàññà Cr. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ
f ∗′ � �óíêöèÿ êëàññà Cs â òî÷êå p0. ×.ò.ä.Ìíîæåñòâî âñåõ ãëàäêèõ �óíêöèé êëàññà Cs â îáëàñòè Gîáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Os(G) .Ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî íàäåëèòü ñòðóêòóðîé ëèíåéíîãî ïðî-ñòðàíñòâà: äëÿ ëþáûõ f, g ∈ Os(G) îïðåäåëèì ëèíåéíóþ êîì-áèíàöèþ αf + βg : G → R1, α, β ∈ R, òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîé
p0 ∈ G (αf + βg)(p0) = αf(p0) + βg(p0).Âîçíèêøåå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íîìåðíî.Äàëåå, ìíîæåñòâî Os(G) íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé êîëüöà, âêîòîðîì îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ f · g : G → R1 îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì: (f · g)(p0) = f(p0)g(p0) ∈ R

1 äëÿ ëþáîé
p0 ∈ G. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå àêñèîìû êîëüöà âûïîë-íåíû. Èòàê, Os(G) � êîëüöî (ëîêàëüíûõ) ãëàäêèõ �óíêöèéêëàññà Cs â îáëàñòè G.Â ÷àñòíîñòè, êîãäà G = M , òî Os(M) íàçûâàåòñÿ êîëüöîìãëîáàëüíûõ �óíêöèé.2. �ëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû. Ñåìåéñòâî {ϕα}α∈Γ ãëàä-35



êèõ íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé ϕα: M → R
1 íàçûâàåòñÿ ëî-êàëüíî êîíå÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ M ñó-ùåñòâóåò å¼ îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî�óíêöèé èç {ϕα}α∈Γ îòëè÷íî îò íóëÿ.Ñåìåéñòâî �óíêöèé {ϕα}α∈Γ íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì ðàçáèåíè-åì åäèíèöû, åñëè∑

α
ϕα(p) = 1 äëÿ ëþáîé p ∈M .Ïîêàæåì, ÷òî ãëàäêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû ñóùåñòâóåò íàêîìïàêòíûõ è ïàðàêîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì C

∞ � ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ �óíêöèéêëàññà C∞ íà ìíîãîîáðàçèè M , SupGf � òî÷íóþ âåðõíþþãðàíü �óíêöèè f íà ìíîæåñòâå G, Supf(p) � íîñèòåëü �óíê-öèè f , òî åñòü çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåõ òî÷åê p ∈ M , âêîòîðûõ f(p) 6= 0.Ëåììà 1. Ïóñòü A,B ⊂ Rn � äâà íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä-ìíîæåñòâà, ïðè÷¼ì A � çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî (êîìïàêò-íî), B � çàìêíóòî. Òîãäà íà R
n ñóùåñòâóåò C∞-�óíêöèÿ

ϕ(x) òàêàÿ, ÷òî ϕ(x) ≡ 1 íà A è ϕ(x) = 0 íà B. Ïðè ýòîìâñþäó 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 < a < b - äâà âåùåñòâåííûõ ÷èñëà.�àññìîòðèì íà R
1 ñëåäóþùóþ �óíêöèþ (ðèñ. 2):

f(x) =





exp( 1
x−b −

1
x−a) ïðè a < x < b,

0 äëÿ îñòàëüíûõ x.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî f(x)� ãëàäêàÿ �óíêöèÿ íà R1 êëàñ-
36



f

a bx
x�èñ. 2.ñà C∞. �àññìîòðèì �óíêöèþ (ðèñ. 3)

F (x) =

x∫

a

f(t) dt

/ b∫

a

f(t) dt,

F

a b 1
R�èñ. 3.

F (x) =





0 ïðè x ≥ b,
1 ïðè x ≤ a,óáûâàåò îò 1 äî 0 ïðè a ≤ x ≤ b.37



Î÷åâèäíî, ÷òî è F (x) � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ íà R
1 êëàññà C∞.�àññìîòðèì íà Rn �óíêöèþ Ψ(x) (ðèñ. 4), îïðåäåë¼ííóþ�îðìóëîé

y

n
R

( )nD a

( )nD b�èñ. 4.
Ψ(x1, x2, ..., xn) = F ((x1)

2
+ ...+ (xn)2) .Ïðè ýòîì

Ψ(x) =





0 ïðè r2 ≥ b

1 ïðè r2 ≤ aóáûâàåò îò 1 äî 0 ïðè a ≤ r2 ≤ b ,ãäå r2 =
n∑

i=1

(xi)2, à ãëàäêîñòü �óíêöèè Ψ(x) � êëàññà C∞.Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà A è B èç óñëîâèÿ Ëåììû.Òàê êàê A êîìïàêòíî, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð ñ�åð
Sn−1

i (i = 1, m) òàêèõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì îòêðûòûåøàðû Dn
i (∂D̄n

i = Sn−1
i ) ñîñòàâëÿþò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A:38



A ⊂
m⋃

i=1

Dn
i . Ïîñêîëüêó A ∩B = ∅ è B � çàìêíóòî, òî ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî Dn

i ∩ B = ∅ äëÿ ëþáîãî i = 1, m.Ëþáóþ ñ�åðó Sn−1
i ìîæíî óìåíüøèòü äî ñ�åðû S ′n−1

i ⊂

Sn−1
i òàê, ÷òî íàáîð øàðîâ D′n

i áóäåò âïèñàííûì ïîäïîêðûòè-åì ìíîæåñòâà A.�àññìîòðèì �óíêöèè Ψi(x) ∈ C∞(Rn) òàêèå, ÷òî
Ψi(x) =





1 íà Dn
i
′

0 âíå Dn
i .Ïîëîæèì ϕ(x) = 1−

m∏
i=1

(1−Ψi(x)). ßñíî, ÷òî ϕ(x) ∈ C∞(Rn),
ϕ(x) = 1 íà A è ϕ(x) = 0 íà B. ×.ò.ä.Ëåììà 2. Ïóñòü C � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ãëàäêîãîìíîãîîáðàçèÿ M ; ïóñòü C ⊂ V ãäå V � îòêðûòî â M. Òîãäàñóùåñòâóåò �óíêöèÿ ϕ(p) ∈ C∞(M) òàêàÿ, ÷òî 0 ≤ ϕ(p) ≤

1 íà M, ϕ(p) = 1 íà C è ϕ(p) = 0 âíå V.Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà Ëåììà óæå äîêàçàíà íàìè äëÿ M =

R
n. �àññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé.Ïóñòü τα = (Wα, ϕα, Uα) � ëîêàëüíàÿ êàðòà íà M , è ïóñòü

Sα ⊂Wα � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â Wα. Ìíîæåñòâî Uα =

ϕα(Wα) îòêðûòî â R
n. Â ñèëó Ëåììû 1 íà ýòîì ìíîæåñòâåñóùåñòâóåò �óíêöèÿ fα(x) òàêàÿ, ÷òî fα(x) ≡ 1 íà ϕα(Sα),

supp fα(x) ⊂ ϕα(Wα), òî åñòü fα = 0 âíå Uα.
39



�àññìîòðèì �óíêöèþ Fα(p) íà M òàêóþ, ÷òî
Fα(p) =




fα(ϕα(p)) p ∈ Wα

0 p /∈ Wα .Î÷åâèäíî, ÷òî Fα ∈ C
∞(M), Fα ≡ 1 íà Sα è Fα ≡ 0 âíå WαÒåïåðü ðàññìîòðèì êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî C ⊂ V , ãäå

V � îòêðûòî âM . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè C, ñóùåñòâóåò êîíå÷-íûé íàáîð êàðò ñ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ {W1, ...,WN} è êîì-ïàêòíûõ ìíîæåñòâ {S1, ..., SN} òàêèõ, ÷òî C ⊂
N⋃

α=1
Sα, Sα ⊂

Wα, N⋃
α=1

Wα ⊂ V . Äëÿ êàæäîãî Wα ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ Fα ∈

C∞(M) òàêàÿ, ÷òî Fα ≡ 1 íà Sα è Fα ≡ 0 âíå Wα.�àññìîòðèì �óíêöèþ F = 1 −
N∏

α=1
(1 − Fα).Î÷åâèäíî, ÷òî

F (p) ≡ 1 íà C è F (p) ≡ 0 âíå N⋃
α=1

Wα. Â ÷àñòíîñòè, F (p) ≡ 0âíå V. ×.ò.ä.Òåîðåìà 2 . Ïóñòü Ì� êîìïàêòíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ;ïóñòü {Wα}α=1,N � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ïîêðûòèå Ì êî-îðäèíàòíûìè îáëàñòÿìè. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð �óíêöèé
ϕα ∈ C∞(M) òàêèõ, ÷òî 1) Supp ϕα ⊂ Wα äëÿ ëþáûõ α, 2)
0 ≤ ϕα(p) ≤ 1 äëÿ ëþáûõ p ∈ M , 3) ∑

α
ϕα(p) = 1 äëÿ ëþáûõ

p ∈M .Äîêàçàòåëüñòâî . �àññìîòðèì ïîêðûòèå {Wα}α=1,N . Ìîæ-íî ïîñòðîèòü âïèñàííîå ïîäïîêðûòèå {Vα}α=1,N òàêîå, ÷òî
V α ⊂ Wα (Í.Áóðáàêè. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ). Äëÿ êàæäîé ïà-ðû (Wα, Vα), ñîãëàñíî Ëåììå 2, ñóùåñòâóþò �óíêöèè ψα ∈40



C∞(M) òàêèå, ÷òî 0 ≤ ψα ≤ 1 íà Ì, ψα ≡ 1 íà V α è ψα ≡ 0âíå Wα .Ïîëîæèì ψ(p) =
N∑

α=1
ψα. Î÷åâèäíî, ÷òî ψ(p) ∈ C∞(M) è

ψ(p) > 0 äëÿ ëþáîé p ∈ M . Ïóñòü ϕα(p) = ψα(p)/ψ(p). Òîãäà
1 =

N∑
α=1

ϕα(p), è ñèñòåìà �óíêöèé {ϕα}α=1,N óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèÿì Òåîðåìû. ×.ò.ä.Ñèñìåìà �óíêöèé {ϕα} íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì åäèíèöû,ïîä÷èí¼ííûì ïîêðûòèþ {Wα}.Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðà-çèé, íî îíà ëåãêî îáîáùàåòñÿ è íà ïàðàêîìïàêòíûå õàóñäîð-�îâû ìíîãîîáðàçèÿ.Äîêàçàííàÿ Òåîðåìà èìååò ðÿä ïîëåçíûõ ñëåäñòâèé.Ñëåäñòâèå 1. Íà ëþáîì êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè ñóùå-ñòâóåò ñîáñòâåííî ðèìàíîâà ìåòðèêà.�àññìîòðèì îòêðûòîå ïîêðûòèå {Wα}α=1,N îáëàñòÿìè îïðå-äåëåíèÿ êàðò τα ìíîãîîáðàçèÿ Ì. Â êàæäîé êàðòå çàäàäèììåòðèêó g(α)
ij = δij. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëîæèì

gij(p) =
N∑

α=1

g
(α)
ij ϕα(p),ãäå {ϕα} � ðàçáèåíèå åäèíèöû ïîä÷èíåííîå ïîêðûòèþ. �ëàä-êîñòü gij î÷åâèäíà. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ϕα(p) ≥ 0 äëÿ ëþáîé

p ∈ M è òàê êàê ïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííî ðèìàíîâûõ ìåòðèêîáðàçóåò âûïóêëûé êîíóñ ( òî åñòü åñëè g1 è g2 � äâå ñîá-ñòâåííî ðèìàíîâûõ ìåòðèêè è 
,d � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà,òî cg1 + dg2� ñîáñòâåííî ðèìàíîâà ìåòðèêà), òî îïðåäåë¼ííàÿ41



íàìè ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííî ðèìàíîâîé.Ñëåäñòâèå 2. Íà âñÿêîì êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè ñóùå-ñòâóåò ðèìàíàâà ñâÿçíîñòü. Ýòî âûòåêàåò èç Ñëåäñòâèÿ 1.�àçáèåíèå åäèíèöû èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ïðè äîêàçàòåëüñòâåðÿäà âàæíûõ �àêòîâ â òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ íà ìíîãîîáðà-çèÿõ.
Ëåêöèÿ 6�ëàäêèå îòîáðàæåíèÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé.Óïðîùåíèå ïðåäñòàâëÿþùèõ �óíêöèé îòîáðàæåíèéñ ëîêàëüíî ïîñòîÿííûì ðàíãîì. Ïîãðóæåíèå,âëîæåíèå è ñóáìåðñèÿ1. �ëàäêèå îòîáðàæåíèÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé. �àñ-ñìîòðèì äâà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿ (Mn,A r1) è (Nm,Br2).Ïóñòü çàäàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F : M → N , F (p0) =

q0. Â ëîêàëüíûõ êàðòàõ τ = (W,ϕ, U), ξ = (Ω, ψ, V ), ñîäåðæà-ùèõ òî÷êè p0 è q0 ñîîòâåòñòâåííî, è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-âèþ F (W ) ⊂ Ω, âîçíèêàåò îòîáðàæåíèå F ∗ = ψ ◦ F ◦ ϕ−1:
U → V , U ∈ Rn, V ∈ Rm, F ∗(x0) = y0, x0 = ϕ(p0), y0 = ψ(q0),íàçûâàåìîå ïðåäñòàâëÿþùèì.Îòîáðàæåíèå F : M → N íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì êëàññà Cs(0 ≤ s ≤ r = min(r1, r2)) â òî÷êå p0 ∈ M , åñëè äëÿ ëþáîé42
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�èñ. 1.ïàðû êàðò, ñîäåðæàùèõ òî÷êè p0 è q0 ñîîòâåòñòâåííî, ïðåä-ñòàâëÿþùåå îòîáðàæåíèå F ∗ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì êëàññà
Cs (0 ≤ s ≤ r = min(r1, r2)) â òî÷êå x0 = ϕ(p0).Îòîáðàæåíèå F : M → N íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì êëàññà Cs âîáëàñòè G ⊂M , åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êëàññà Cs â ëþáîéòî÷êå p ∈ G.Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 1 Åñëè îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êëàññà
Cs â òî÷êå p ∈ M â îäíîé ïàðå êàðò èç A r1 è Br2, òî îíîÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì òîãî æå êëàññà â òî÷êå p è â ëþáîé äðóãîéïàðå êàðò.Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïåðåõîäå ê íîâîé ïàðå êàðò è ó÷¼-òå ãëàäêîñòè �óíêöèé ñîãëàñîâàíèÿ.43



Îòîáðàæåíèå F : M → N ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé íàçûâà-åòñÿ äè��åîìîð�èçìîì êëàññà Cs, åñëè 1) îíî áèåêòèâíî, 2)ãëàäêîå êëàññà Cs, 3) îáðàòíîå îòîáðàæåíèå F−1 : N → M�ãëàäêîå êëàññà Cs.ÌíîãîîáðàçèÿM èN äè��åîìîð�íû, åñëè ñóùåñòâóåò äè�-�åîìîð�èçì îäíîãî íà äðóãîå.Òåîðåìà 2 Åñëè Mn è Nn� ìíîãîîáðàçèÿ êëàññà Cr, è Níàäåëåíî ãëàäêîé ñòðóêòóðîé, èíäóöèðîâàííîé ãîìåîìîð�èç-ìîì F : Mn → Nn, òî M è N � Cr-äè��åîìîð�íû.Ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåé òîïîëîãèè, ìû íå ðàçëè÷àåì ãîìåî-ìîð�íûõ ïðîñòðàíñòâ. Åñòåñòâåííî óñëîâèòüñÿ íå ðàçëè÷àòüãîìåîìîð�íûõ ìíîãîîáðàçèéMn èNn, ãäåNn íàäåëåíî ñòðóê-òóðîé ìíîãîîáðàçèÿ, èíäóöèðîâàííîé ãîìåîìîð�èçìîì
F : Mn → Nn. Íî òîãäà, ñîãëàñíî Òåîðåìå, Mn è Nn äè�-�åîìîð�íû.Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äè��åîìîð�íîñòü ìíîãîîáðàçèéÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ ìíî-ãîîáðàçèé.Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè ãîìåîìîð�íûå, íî íå äè��åîìîð�-íûå ìíîãîîáðàçèÿ? Ýòîò âîïðîñ áûë ðåø¼í Äæ.Ìèëíîðîì.Îí ïîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóþò ðîâíî 28 ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé(�ñ�åðûÌèëíîðà�, çàäàâàåìûå âR10 = C5 óðàâíåíèÿìè z6k−1

1 +

z2
2+z2

3+z2
4+z2

5 = 0, |z1|
2+|z2|

2+|z3|
2+|z4|

2+|z5|
2 = 1, k = 1; 28)ãîìåîìîð�íûõ S7, íî íå äè��åîìîð�íûõ äðóã äðóãó. Èçâåñò-íî òàêæå, ÷òî åñëè ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèé ìåíüøå 4, òî èç44



èõ ãîìåîìîð�íîñòè ñëåäóåò äè��åîìîð�íîñòü, òî åñòü äëÿ òà-êèõ ìíîãîîáðàçèé òîïîëîãè÷åñêàÿ è äè��åðåíöèðóåìàÿ êëàñ-ñè�èêàöèÿ ñîâïàäàþò.2. �àíã ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå. �àññìîòðèìäâà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿ (Mn,A r1) è (Nm,Br2) è ïóñòü F :
M → N � îòîáðàæåíèå êëàññà Cs (0 < s ≤ r = min(r1, r2)).Âûáåðåì òî÷êè p0 ∈ M è q0 = F (p0) ∈ N , ïðèíàäëåæàùèåîáëàñòÿì êàðò τ = (W,ϕ, U) ∈ A r1 è ξ = (Ω, ψ, V ) ∈ Br2 ñîîò-âåòñòâåííî. Ïðåäñòàâëÿþùåå îòîáðàæåíèå F ∗: Ux0

→ Vy0
, ãäå

x0 = ϕ(p0), y = ψ(q0), F ∗(x0) = y0, Ux0
= ϕ(W∩F−1(Ω)) ⊂ Rn,

Vy0
= ψ(W ∩ F (Ω)) ⊂ R

m, åñòü îòîáðàæåíèå êëàññà Cs åâêëè-äîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé ââîäèòñÿ ïîíÿòèåìàòðèöû ßêîáè è å¼ ðàíãà â òî÷êå x0:
Jx0

(F ∗) =




∂y1

∂x1 . . . ∂y1

∂xn... . . . ...
∂ym

∂x1 . . . ∂ym

∂xn




∣∣x0Ïóñòü rangJx0
(F ∗) = k0 ≤ min(m,n) .�àíãîì îòîáðàæåíèÿ F : M → N â òî÷êå p0 íàçûâàåòñÿðàíã ìàòðèöû ßêîáè ïðåäñòàâëÿþùåãî îòîáðàæåíèÿ F ∗ â òî÷-êå x0 = ϕ(p0) :

rangp0
F = rangJx0

(F ∗).Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ðàíãà ãëàäêîãî îòîá-ðàæåíèÿ â òî÷êå êîððåêòíî, òî åñòü íå çàâèñèò îò âûáîðà êàðò,ïîêðûâàþùèõ òî÷êè p0 è q0. 45



Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè áàçèñíîãî ìèíîðà ìàòðèöû Jx0
(F ∗)â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p0 èìååò ìåñòî íåðà-âåíñòâî rangp0

F ≤ rangpF .�îâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå F : M → N èìååò ëîêàëüíî ïî-ñòîÿííûé ðàíã â òî÷êå p0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü
Wp0

òî÷êè p0, ÷òî rangp0
F = rangpF äëÿ ëþáîé p ∈ Wp0

.Êîãäà rangpF = min(m,n) � ìàêñèìàëåí, òî÷êà p íàçûâà-åòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ F . Â ñëó÷àå rangpF <

min(m,n), òî÷êà p� ñèíãóëÿðíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ F .3. Óïðîùåíèå ïðåäñòàâëÿþùèõ �óíêöèé ãëàäêîãîîòîáðàæåíèÿ. �àññìîòðèì ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F : Mn →

Nm êëàññà Cr1 (r1 ≤ r2), êîòîðîå â òî÷êå p0 èìååò ëîêàëüíîïîñòîÿííûé ðàíã k0. Ïîêàæåì, ÷òî çà ñ÷åò âûáîðà ïîäõîäÿùèõêàðò íà M è N ìîæíî ìàêñèìàëüíî óïðîñòèòü ïðåäñòàâëÿþ-ùåå îòîáðàæåíèå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé ïàðå êàðò, ïîêðûâàþùèõòî÷êè p0 ∈M è q0 = F (p0) ∈ N , ïðåäñòàâëÿþùåå îòîáðàæåíèåçàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: y1 = f 1(x1, ..., xn), . . . , ym =

fm(x1, ..., xn). Ñ÷èòàåì, ÷òî êîîðäèíàòû çàíóìåðîâàíû òàê,÷òîíå ðàâíûé íóëþ ìèíîð ïîðÿäêà k0 ìàòðèöû ßêîáè ðàñïîëîæåíâ å¼ ëåâîì âåðõíåì óãëó.Ïåðåéä¼ì â íîâóþ êàðòó τ → τ̄ íà Ì:
x̄1 = f 1(x1, ..., xn), . . . , x̄k0 = f k0(x1, ..., xn),

x̄k0+1 = xk0+1, . . . , x̄n = xn.Îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà α: Ux0
→ Ūx0

èìååò ñëåäóþùóþ ìàòðè-46



öó ßêîáè:
Jx0

(α) =




∂f1

∂x1 . . . ∂f1

∂xk0

∂f1

∂xk0+1 . . . ∂f1

∂xn... . . . ... ... . . . ...
∂fk0

∂x1 . . . ∂fk0

∂xk0

∂fk0

∂xk0+1 . . . ∂fk0

∂xn

0 . . . 0 1 . . . 0... . . . ... ... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . 1




,

ïðè÷¼ì det Jx0
(α) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé�óíêöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ûx0

⊂ Ux0
, ÷òî îòîá-ðàæåíèå α̂ = α|Ûx0

áóäåò äè��åîìîð�èçìîì êëàññà Cr1.Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê íîâîé êàðòå íà Mïðåäñòàâëÿþùåå îòîáðàæåíèå F̄ ∗ èìååò âèä:
y1 = x̄1, . . . , yk0 = x̄k0,

yk0+1 = f̄ k0+1(x̄1, ..., x̄n), . . . , yn = f̄n(x̄1, ..., x̄n),ñ ìàòðèöåé ßêîáè
Jx0

(F
∗
) =




1 . . . 0 0 . . . 0... . . . ... ... . . . ...
0 . . . 1 0 . . . 0

∂f̄k0+1

∂x1 . . . ∂f̄k0+1

∂xk0

∂f̄k0+1

∂xk0+1 . . . ∂f̄k0+1

∂xn... . . . ... ... . . . ...
∂f̄m

∂x1 . . . ∂f̄m

∂xk0

∂f̄m

∂xk0+1 . . . ∂f̄m

∂xn




Ïîñêîëüêó rangJx̄0
(F̄ ∗) = k0, òî ∂f̄ i

∂x̄j
= 0 (i = k0 + 1, m; j =

k0 + 1, n) è f̄ i = f̄ i(x̄1, ..., x̄k0), i = k0 + 1, m.47



Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ìíîãîîáðàçèþ N , íà êîòîðîì âûáåðåìíîâóþ êàðòó ξ → ξ, ñ îòîáðàæåíèåì ïåðåõîäà β : Vy0
→ V y0

,ïîëîæèâ ȳ1 = y1, . . . , ȳk0 = yk0, ȳk0+1 = yk0+1−f̄ k0+1(y1, ..., yk0),
. . . , ȳm = ym − f̄m(y1, ..., yk0). Î÷åâèäíî,

Jy0
(β) =




1 . . . 0 0 . . . 0... . . . ... ... . . . ...
0 . . . 1 0 . . . 0

−∂f̄k0+1

∂y1 . . . −∂f̄k0+1

∂yk0
1 . . . 0... . . . ... ... . . . ...

−∂f̄m

∂y1 . . . − ∂f̄m

∂yk0
0 . . . 1




,

det Jy0
(β) = 1, ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíûé âèä ïðåäñòàâëÿþùåãîîòîáðàæåíèÿ ¯̄F ∗ òàêîâ:

y1 = x1, . . . , yk0 = xk0, yk0+1 = 0, . . . , ym = 0, (∗)ãäå ÷åðòî÷êè îïóùåíû.Òåîðåìà 3 Åñëè F : Mn → Nm� ãëàäêîå îòîáðàæåíèå êëàñ-ñà Cr1(r1 ≤ r2) ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé (Mn,Ar1) è (Nm,Br2)èìååò ëîêàëüíî ïîñòîÿííûé ðàíã k0 ≤ min(n,m), òî íà M èN ìîæíî âûáðàòü ëîêàëüíûå êàðòû òàê, ÷òî ïðåäñòàâëÿþ-ùåå îòîáðàæåíèå â íèõ áóäåò èìåòü âèä (∗).Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ðàíã F ìàêñèìàëåí è k0 = m ≤ n, òîïðåäñòàâëÿþùåå îòîáðàæåíèå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-çîì:
y1 = x1, . . . , ym = xm.48



Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ðàíã F ìàêñèìàëåí è k0 = n ≤ m, òîïðåäñòàâëÿþùåå îòîáðàæåíèå èìååò âèä:
y1 = x1, . . . , yn = xn, yn+1 = 0, . . . , ym = 0.4. Íåêîòîðûå òèïû ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé. �ëàäêîåîòîáðàæåíèå F : Mn → Nm êëàññà Cs (s ≤ min(r1, r2)) ãëàä-êèõ ìíîãîîáðàçèé (Mn, Ar1) è (Nm, Br2) íàçûâàåòñÿ ãëàäêèìîòîáðàæåíèåì ñ ìàêñèìàëüíûì ãëîáàëüíî ïîñòîÿííûì ðàí-ãîì, åñëè rangpF = k è k = min(n,m) â ëþáîé òî÷êå p ∈M .1) Ïîãðóæåíèå (èììåðñèÿ). Åñëè n ≤ m è rangpF =

n, ∀p ∈ M , òî îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòüñÿ ïîãðóæåíèåì (èì-ìåðñèåé) êëàññà Cs.Ïðèìåð 1. Ïóñòü M = R1, N = R2. Íà M âûáèðàåòñÿêàðòà τ = (W,ϕ, U), ãäåW = R1, U = R1, ϕ:W → U , ϕ(p) = päëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈M . ÍàN âûáèðàåòñÿ êàðòà ξ = (Ω, ψ, V ),ãäå Ω = R
2, V = R

2, ψ : Ω → V , ψ(q) = (q) äëÿ ëþáîé òî÷êè
q ∈ N .Îòîáðàæåíèå F : M → N çàäàäèì ïðåäñòàâëÿþùèì îòîá-ðàæåíèåì F ∗ : R

1 → R
2 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ëî-êàëüíûå êîîðäèíàòû íà M x1 = t, à íà N � y1 = x, y2 = y.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
F ∗




x = t2,

y = t3.Ìàòðèöà ßêîáè èìååò âèä Jt(F
∗) =

[
2t

3t2

], ïðè÷¼ì rangtF =49



1 = dimM ïðè ëþáîì t 6= 0. Â òî÷êå t = 0 rang0F = 0 (!), òîåñòü íàøå îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì.Ïðèìåð 2. Âûáåðåì â êà÷åñòâå èñõîäíûõ óñëîâèÿ Ïðèìåðà1, íî âèäîèçìåíèì ïðåäñòàâëÿþùåå îòîáðàæåíèå:
F ∗ :





x = t2 − 1,

y = t3 − t.Ìàòðèöà ßêîáè äëÿ F ∗ Jt(F
∗) =

[
2t

3t2 − 1

] èìååò ðàíã ðàâ-íûé 1 ïðè ëþáîì t ∈ (−∞,+∞). Ýòî � ïîãðóæåíèå.Îòìåòèì, ÷òî èç �îðìóëû y1 = x1, . . . , yn = xn, yn+1 = 0,
. . . , ym = 0 ñëåäóåò ëîêàëüíàÿ èíüåêòèâíîñòü ïîãðóæåíèÿ.Ëþáîå ïîãðóæåíèå ëîêàëüíî èíüåêòèâíî.Ïðèìåð 2 ïîêàçûâàåò ëîêàëüíóþ èíüåêòèâíîñòü îòîáðàæå-íèÿ F, íå ÿâëÿþùóþñÿ ãëîáàëüíîé (òî÷êè t = ±1 èìåþò îäèíîáðàç).�àññìîòðèì èíüåêòèâíîå ãëîáàëüíîå ïîãðóæåíèå F : M →

N , F (M) ⊂ N , Fïð : M → F (M) � áèåêöèÿ.Íà ìíîæåñòâå F (M) ìîæíî ðàññìîòðåòü äâå òîïîëîãèè: îä-íà ïåðåíîñèòñÿ îòîáðàæåíèåì F ñ ìíîãîîáðàçèì , äðóãàÿ èíäó-öèðóåòñÿ òîïîëîãèåé ìíîãîîáðàçèÿ N . Ýòè òîïîëîãèè, âîîáùåãîâîðÿ, íå ñîâïàäàþò.2. Âëîæåíèå. Èíüåêòèâíîå ïîãðóæåíèå F : M → N íà-çûâàåòñÿ âëîæåíèåì, åñëè îòîáðàæåíèå Fïð : M → F (M) åñòüãîìåîìîð�èçì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M íà òîïîëîãè-50



÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî F (M) ⊂ N ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãè-åé.Ïðèìåð 3. Âûáåðåì èñõîäíûå äàííûå, êàê â ïðåäûäóùèõïðèìåðàõ, íî ïðåäñòàâëÿþùåå îòîáðàæåíèå çàäàäèì â âèäå
F ∗ :





x = e−bt cos at

y = e−bt sin at
(a > 0, b > 0).Ìàòðèöà ßêîáè

Jt(F
∗) =

[
−be−bt cos at− ae−bt sin at

−be−bt sin at+ ae−bt cos at

]
,

rangJt(F
∗) = 1, äëÿ ëþáîãî t ∈ (−∞,+∞).Ýòî îòîáðàæåíèå ãëîáàëüíî èíüåêòèâíî è â ïîëÿðíûõ êî-îðäèíàòàõ ïðåäñòàâëÿåò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ ñïèðàëü r = e−bt.Êàæäóþ òî÷êó ýòîé êðèâîé ìîæíî çàêëþ÷èòü â íåêîòîðóþîêðåñòíîñòü èç N = R2, òàê ÷òî ïåðåíåñ¼ííàÿ òîïîëîãèÿ ñîâ-ïàäàåò ñ èíäóöèðîâàííîé.Äîáàâèì ê âûøåñêàçàííîìó, ÷òî åñëè F (M) çàìêíóòî â

Nòîï, òî îòîáðàæåíèå F : M → N íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûìâëîæåíèåì.3. Ñóáìåðñèÿ (íàëîæåíèå). Ïóñòü n ≥ m. �ëàäêîå îòîá-ðàæåíèå F : M → N êëàññà Cs(s ≤ min(r1, r2)) íàçûâàåòñÿñóáìåðñèåé (íàëîæåíèåì), åñëè rangpF = m = dimN äëÿ ëþ-áîé p ∈M .Ïðèìåð 4. �àññìîòðèì M = R
2, N = R

1, êàðòû íà êîòî-ðûõ âûáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî Ïðèìåðàì 1�3.51



Ïðåäñòàâëÿþùåå îòîáðàæåíèå çàäàäèì òàê:
F ∗ : z = arctg(x+ y).Ìàòðèöà ßêîáè

Jt(F
∗) =

[
1

1 + (x+ y)2

1

1 + (x+ y)2

]èìååò ðàíã ðàâíûé 1 äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈M .Â çàêëþ÷åíèå, ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà çàìå÷àòåëüíóþòåîðåìó Õ.Óèòíè.Òåîðåìà 4 Âñÿêîå Cr� ìíîãîîáðàçèå Mn ìîæåò áûòü Cr�âëîæåíî â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R2n+1.Òåîðåìå ìîæíî ïðèäàòü äðóãóþ �îðìóëèðîâêó: Âñÿêîå ìíî-ãîîáðàçèå Mn äè��åîìîð�íî ïîäìíîãîîáðàçèþ åâêëèäîâà ïðî-ñòðàíñòâà R2n+1.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àáñòðàêòíîå ïîíÿòèå ìíîãîîáðàçèÿ íåøèðå, ÷åì ïîíÿòèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàí-ñòâàõ, è ìîæíî áûëî áû îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî èõ ðàññìîòðå-íèåì. Îäíàêî ýòî íå âñåãäà öåëåñîîáðàçíî. Ìíîãèå çàäà÷è îìíîãîîáðàçèÿõ ïðîùå ðåøàþòñÿ áåç ïðèâëå÷åíèÿ âëîæåíèÿ.
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Ëåêöèÿ 7Ïîäìíîãîîáðàçèÿ ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.Êàñàòåëüíûé âåêòîð è êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâîãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â òî÷êå1. Ïîäìíîãîîáðàçèÿ ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.Ïîäìíî-æåñòâî S ⊂ Mn, ãäå (Mn,A r) � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå êëàññà
Cr, íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè k (êî-ðàçìåðíîñòè n − k), åñëè äëÿ ëþáîãî p ∈ S íà ìíîãîîáðàçèè
M ñóùåñòâóåò òàêàÿ êàðòà τ = (W,ϕ, U) ∈ Ar, ÷òî ϕ (S ∩W )åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rk ⊂ Rn.Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîïîäïðîñòðàíñòâî Rk ëîêàëüíî çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè xk+1 =

... = xn = 0 ïðè âûáîðå ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â Rn.Äè��åðåíöèðóåìàÿ ñòðóêòóðà íà S èíäóöèðóåòñÿ ñòðóê-òóðîé îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ. Òàê êàðòàìè íà S ÿâëÿ-þòñÿ òðîéêè ξ = (Ω, ψ, V ), ãäå Ω = S ∩W , V = ϕ (S ∩W ),
ψ = ϕ |S∩W : Ω → V . Âñå ýòî ìîæíî óñëîâíî çàïèñàòü òàê:
ξ = τ |S .Ïîêðûâ S êàðòàìè ξβ, íåòðóäíî äîêàçàòü èõ Cr - ñîãëàñî-âàííîñòü. Ñîâîêóïíîñòü êàðò {ξβ}β∈L åñòü àòëàñ Br, ïî êîòî-ðîìó ñòðîèòñÿ ìàêñèìàëüíûé àòëàñ Br, òàê ÷òî S ñòàíîâèòñÿãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì (S,Br).Çàìå÷àíèå. Â ëèòåðàòóðå ìîæíî âñòðåòèòü è òàêîå îïðå-äåëåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ: åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê S ñîäåðæèòñÿ53



â ìíîãîîáðàçèè M è âêëþ÷åíèå i : S → Måñòü äè��åðåíöè-ðóåìîå âëîæåíèå, òî S íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçè-åì ìíîãîîáðàçèÿ M (çäåñü S ñíàáæåíî èíäóöèðîâàííîé òîïî-ëîãèåé). Èíîãäà ïðè îïðåäåëåíèè ïîäìíîãîîáðàçèÿ òðåáóåòñÿëèøü, ÷òîáû âêëþ÷åíèå áûëî ïîãðóæåíèåì.2. Çàäàíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõóðàâíåíèé. �àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå (Mn,A r), ñîäåðæàùåå

m
R

n
R

U

0p

1j -

0x 0'x

j

W

'U

1'j -'j

'W
S

�èñ. 1.ïîäìíîãîîáðàçèå S. Ïóñòü òî÷êà p0 ∈ S ëåæèò â äâóõ êàðòàõ
τ = (W,ϕ, U) ∈ A r è τ ′ = (W ′, ϕ′, U ′) ∈ A r. Îòîáðàæåíèåïåðåõîäà ϕ ◦ ϕ′−1 â ýòèõ êàðòàõ èìååò âèä

x1 = f 1(x1′, . . . , xn′

), . . . , xn = fn(x1′, . . . , xn′

).Äîïóñòèì, ÷òî â êàðòå τ , â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì, S54



çàäàíî òàê:
xk+1 = . . . = xn = 0.Òîãäà äëÿ òî÷êè p0 ∈ S ìîæíî çàïèñàòü:

x1 = f 1(x1′, . . . , xn′

), . . . , xk = f k(x1′, . . . , xn′

),

0 = f k+1(x1′, . . . , xn′

), . . . , 0 = fn(x1′, . . . , xn′

).Ïðè ýòîì �óíêöèè f k+1, . . . , fn �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû è
rang

(D (f t)D (x′)

)
= n− k

(
t = k + 1, n

).Àáñòðàãèðóÿñü îò ýòîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè, ìîæíî ñêà-çàòü, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå S ⊂ M ðàçìåðíîñòè k ëîêàëüíîìîæåò áûòü çàäàíî ñèñòåìîé èç n − k óðàâíåíèé ñ �óíêöèî-íàëüíî íåçàâèñèìûìè ëåâûìè ÷àñòÿìè:
S1 (p) = 0, . . . , S(n−k) (p) = 0 .Òåîðåìà 1 Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäìíîæåñòâî S ãëàäêîãî ìíî-ãîîáðàçèÿ (Mn,A r) (r ≥ 1) áûëî ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåìêëàññà Cr è êîðàçìåðíîñòè l = n − k, íåîáõîäèìî è äîñòà-òî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ S ñóùåñòâîâàëî òàêîåîòêðûòîå ìíîæåñòâî G ⊂ M , ÷òî

S ∩G =
{
p ∈ G : S1 (p) = . . . = Sl (p) = 0

}
,ãäå St (t = 1, n− k) � ñèñòåìà �óíêöèé êëàññà Cr è ðàíãà l,îïðåäåëåííûõ íà G.Íàáîð �óíêöèé St

(
t = 1, n− k

) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûìèóðàâíåíèÿìè ïîäìíîãîîáðàçèÿ S. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îò-êðûòîå ìíîæåñòâî G, êîòîðîå ñîäåðæèò S öåëèêîì è ïðè ýòîì55



óäîâëåòâîðÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ Òåîðåìû, òî St = 0
(
t = 1, n− k

)íàçûâàþòñÿ ãëîáàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.Ïðèìåð 1. ÏóñòüM = R
n, τ = (Rn, ϕ, Rn) ∈ Aω. Çàäàäèì�óíêöèþ f : M = Rn → R1 ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîéòî÷êè p ∈ Rn f(p) = (x1)2 + . . .+ (xn)2 − r2 (r > 0). Òîãäà

rang

(
D(f)

D(x)

)
=

{
1, ∀p ⊂ Rn\{0},

0, p = 0.Çàäàäèì ïîäìíîæåñòâî S òàê: S = {p ∈ Rn : f(p) = 0}. Òî÷-êà 0 /∈ S, ñëåäîâàòåëüíî ñ�åðà Sn−1 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèìïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ R
n.Ïðèìåð 2. Ïóñòü = R2, τ =

(
R2, ϕ, R2

)
∈ Aω. �àññìîòðèì�óíêöèþ f(p) = (x1)2− (x2)2−r2, r 6= 0. �àíã ìàòðèöû ßêîáè

rang

(
D(f)

D(x)

)
=

{
1, ∀p ∈ R2\{0},

0, p = 0.Òî÷êà p = 0 íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ f(p) = 0, ñëåäî-âàòåëüíî, ïîäìíîæåñòâî S = {p : f(p) = r2} ÿâëÿåòñÿ àíàëè-òè÷åñêèì íåñâÿçíûì ìíîãîîáðàçèåì (äâå âåòâè ãèïåðáîëû).Ïðèìåð 3. Ïðè òåõ æå èñõîäíûõ óñëîâèÿõ, ðàññìîòðèì�óíêöèþ f(p) = (x1)2 − (x2)2. �àíã ìàòðèöû ßêîáè �
rang

(
D(f)

D(x)

)
=

{
1, ∀p ∈ R2\{0}

0, p = 0
.Òî÷êà p = 0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ f(p) = 0, ïîýòîìóìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ f(p) = 0, íåÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì. Åñëè æå ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî56



S =
{
p : p ∈ R2\ {0}

}, òî óðàâíåíèå f(p) = 0 çàäàåò ïîäìíî-ãîîáðàçèå ñ ÷åòûðüìÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè.3. Êàñàòåëüíûå âåêòîðû è êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-ñòâî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðè èçó÷åíèè ìåòðè÷åñêèõñâîéñòâ êðèâûõ, ïîâåðõíîñòåé è îáëàñòåé åâêëèäîâà ïðîñòðàí-ñòâà âàæíóþ ðîëü èãðàþò èí�èíèòåçèìàëüíûå ñâîéñòâà îáú-åêòîâ, òî åñòü òàêèå ñâîéñòâà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ â î÷åíüìàëîé îêðåñòíîñòè �èêñèðîâàííîé òî÷êè ïóòåì ïðåíåáðåæå-íèÿ âåëè÷èíàìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì ðàññòî-ÿíèå äî òî÷êè.Ñ ïîäîáíûìè ñèòóàöèÿìè ìû èìåëè äåëî â ìàòåìàòè÷åñêîìàíàëèçå.Â òåîðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé òàêæå èìåþò ìåñòî ñþæå-òû, â êîòîðûõ âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü ïðåíåáðåæåíèÿ áåñêî-íå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè. Ýòî èëëþñòðèðóþò ïîíÿòèÿ êàñà-òåëüíîãî âåêòîðà è êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.3.1. Êàñàòåëüíûé âåêòîð. Ïóñòü Mn- ãëàäêîå ìíîãîîá-ðàçèå êëàññà Cr. Èíòåðâàë I = (α, β) ∈ R1 òàêæå áóäåì ðàñ-ñìàòðèâàòü êàê ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ïîêðûòîå îäíîé êàðòîéêëàññà Cs(s ≤ r).Ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé êëàññà Cs íàçûâàåòñÿ ãëàäêîåîòîáðàæåíèå g : J →M êëàññà Cs(0 ≤ s ≤ r).Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðèâàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó p0 â �ìî-ìåíò� t0, åñëè g(t0) = p0. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäå-íèé, ìîæíî ñ÷èòàòü t0 = 0. 57
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0x

�èñ. 2.Âûáåðåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè p0 ∈ M êàðòó τ = (W,ϕ, U).Òîãäà âîçíèêàåò ïðåäñòàâëÿþùåå îòîáðàæåíèå g∗ = g ◦ ϕ:
JW → U , ãäå JW = g−1(w) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òàê êàêîòîáðàæåíèå g−1, êàê ìèíèìóì, íåïðåðûâíî.Êîîðäèíàòíûå �óíêöèè g∗i : Jw → R1 (i = 1, n) � �óíêöèèêëàññà Cs, ïðè íàïèñàíèè êîòîðûõ ÷àñòî ñèìâîë ∗ îïóñêàåòñÿ:
g∗i ≡ gi, gi = xi ◦ g, ãäå xi = ϕi : W → R1.Ïóñòü s ≥ 1. Ìíîæåñòâî âñåõ êðèâûõ êëàññà Cs, ïðîõîäÿ-ùèõ ÷åðåç òî÷êó p0 â �ìîìåíò� t0 = 0, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì
K s

p0
.Ââåäåì íà ýòîì ìíîæåñòâå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè T :êðèâàÿ g ñ÷èòàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé êðèâîé h â òî÷êå p0 =

g(0) = h(0), åñëè äëÿ ëþáîé êàðòû τ = (W,ϕ, U), p0 ∈ W ,58



èìååò ìåñòî dgi

dt

∣∣∣∣
0

=
dhi

dt

∣∣∣∣
0

.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî T � èñòèííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü(âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðå�ëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è òðàí-çèòèâíîñòè).Êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ â òî÷êå p0 êðèâûõ íàçûâàåòñÿ êàñà-òåëüíûì âåêòîðîì íà ìíîãîîáðàçèè â òî÷êå p0 è îáîçíà÷àåòñÿòàê: ξp0
= {g}.×èñëà ξi

x0
=
dgi

dt

∣∣∣∣
t0=0

íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè (êîîðäèíà-òàìè) êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ξp0
â äàííîé êàðòå.Ïîêàæåì, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü êðèâûõ â äàííîé òî÷êå ìíî-ãîîáðàçèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà êàðòû. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèìïåðåõîä ñ êàðòû íà êàðòó: τ = (W,ϕ, U) → τ ′ = (W ′, ϕ′, U ′),ñ �óíêöèÿìè ïåðåõîäà f = ϕ′ ◦ ϕ−1 : U → U ′, èëè xi′ =

f i(xκ) (i, κ = 1, n).Òîãäà dgi′

dt

∣∣∣∣
0

=
n∑

κ=1

∂f i

∂xκ

∣∣∣∣
x0

dgκ

dt

∣∣∣∣
0

, èëè ξi′ = ξκAi′

κ, ãäå Ai′

κ =

∂xi

∂xκ

′
∣∣∣∣∣
x0

.Èç ðàâåíñòâà dgi

dt

∣∣∣∣
0

=
dhi

dt

∣∣∣∣
0

ñëåäóåò dgi

dt

′
∣∣∣∣∣
0

=
dhi

dt

′
∣∣∣∣∣
0

, ÷òî èäîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü êðèâûõ â íîâîé êàðòå. ×.ò.ï.Îòìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ìû ïîëó÷èëè çà-êîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïðè ïåðåõîäå ñ êàðòûíà êàðòó:
ξi′

p0
= Ai′

κξ
κ
p0

(i′ = 1′, n′; κ = 1, n).59



Çäåñü Ai′
κ � ýëåìåíòû íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû ïåðåõîäà (ìàò-ðèöû ßêîáè ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà â òî÷êå p0).3.2. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Ôàêòîð-ìíîæåñòâî

K s
p /T

def
= TpM, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êëàññû ξp =

{g} ýêâèâàëåíòíûõ â òî÷êå p êðèâûõ, íàçûâàåòñÿ êàñàòåëü-íûì ïðîñòðàíñòâîì ê ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå p.Ââåäåì íà TpM ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ôàêòè-÷åñêè ëþáàÿ êàðòà τ = (W,ϕ, U) ∈ Ar â îêðåñòíîñòè òî÷êè pçàäàåò îòîáðàæåíèå τ : TpM → Rn êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâàâî ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç n âåùåñòâåííûõ ÷è-ñåë, òàê êàê êàæäûé âåêòîð ξp çàäàåòñÿ â êîíêðåòíîé êàðòåóïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì êîîðäèíàò: τ(ξp) = ξ∗x(ξ
1, ..., ξn).Îáðàòíî, ëþáîìó íàáîðó ÷èñåë a∗(a1, ..., an) ∈ Rn ìîæíîñîïîñòàâèòü êðèâóþ â òî÷êå p : g∗ = {g1(t) = a1t, ..., gn(t) =

ant) ñ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ξp = {g}, ξi
p = dgi

dt

∣∣∣
0

= ai.Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå τ : TpM → Rn åñòü áèåêöèÿ,ïîýòîìó ëèíåéíàÿ ñòðóêòóðà èç Rn ïåðåíîñèòñÿ â êàñàòåëüíîåïðîñòðàíñòâî. Ïðè ýòîì
ξp + ηp = τ−1(ξ∗x + η∗x) = τ−1(τ(ξp) + τ(ηp)),

(αξ)p = τ−1(ατ(ξp0
)) ∀α ∈ R.�àññìîòðèì â R

n ñòàíäàðòíûé áàçèñ e∗1 (1, 0, . . . , 0), . . ., e∗n
(0, . . . , 0, 1). Òîãäà âåêòîðû τ−1(e∗i ) = e i|p0

(i = 1, n) îáðàçó-þò â Tp0
M áàçèñ, íàçûâàåìûé �íàòóðàëüíûì�, à ðàçëîæåíèþ

ξ∗ = ξie∗i ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð ξp0
= τ−1(ξ∗) = ξi ei|p0

.60
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