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�5. ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ È ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅÇÍÀ×ÅÍÈß.Ñ�ÅÄÍÈÅ ÇÍÀ×ÅÍÈß ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÅËÈ×ÈÍ.ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÜ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÈÇÌÅ�ÅÍÈß1. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:Òå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L̂, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå
L̂Ψ = LΨ,íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè L, à ñîîòâåòñâóþùèå èì ðå-øåíèÿ íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè Ψ.2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé:à) îðòîíîðìèðîâàííîñòü

∞
∫

−∞

Ψ∗
mΨndx = δmn =

{

1, m = n

0, m 6= n
� äèñêðåòíûé ñïåêòð,

∞
∫

−∞

Ψ∗ (x, A′)Ψ (x, A) dx = δ (A′ −A) � íåïðåðûâíûé ñïåêòð,
Ψm, Ψn (Ψ (x, A′) , Ψ(x, A)) � ñîáñòâåííûå �óíêöèèîïåðàòîðà Â.á) ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ëþáóþ �óíêöèþ Ψ(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþ-ùåì âèäå:
Ψ(x) =

∑

n
cnΨn (x) ,ãäå cn =
∫

Ψ∗
n (x)Ψ (x) dx

} � äèñêðåòíûé ñïåêòð,
Ψ(x) =

∫

{A}
c(A)Ψ (x, A) dAãäå c(A) =
∫

Ψ∗ (x, A) Ψ (x) dx







� íåïðåðûâíûé ñïåêòð.3



3. Ñðåäíåå çíà÷åíèå �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû A, îïèñûâàå-ìîé îïåðàòîðîì Â:
A =

∫

Ψ∗ÂΨ dx.4. Âåðîÿòíîñòü:Âåðîÿòíîñòü íàéòè çíà÷åíèå ìåõàíè÷åñêîé âåëè÷èíû A ðàâíûìîäíîìó èç åå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé An ðàâíà êâàäðàòó ìîäóëÿ àì-ïëèòóäû ñîáñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ψn

ω (An) = |cn|2 ,
∑

n

|cn|2 = 1 � äèñêðåòíûé ñïåêòð,
ω (A) = |c(A)|2 ,

∫

|c(A)|2 dA = 1 � íåïðåðûâíûé ñïåêòð.5. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ ìèêðî÷àñòèöû âòî÷êå ïðîñòðàíñòâà (x, y, z) â ìîìåíò âðåìåíè t:
ω (x, y, z, t) = |Ψ(x, y, z, t)|2 .6. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ èìïóëüñà ~p ìèê-ðî÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t:

ω(~p) = |c(~p)|2 , c(~p) =

∫

d~r Ψ∗
p (~r, t)Ψ (~r, t),

Ψp (~r, t) = (2π~)−3/2 exp

{

− i

~
(~p~r − Et)

} � âîëíà äå-Áðîéëÿ,
∫

d~p ω(~p) = 1.4



Ïðèìåð 1. Íàéòè ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà M̂2, ñîîòâåò-ñòâóþùåå åãî ñîáñòâåííîé �óíêöèèΨ(θ, ϕ) = c (cos θ + 2 sin θ cosϕ).�åøåíèå: Èñïîëüçóåì ÿâíûé âèä îïåðàòîðà M̂2:
M̂2 = −~

2

[

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]

.Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå
M̂2Ψ(θ, ϕ) =M2Ψ(θ, ϕ) ,êîòîðîå ïîñëå ïîäñòàíîâêè îïåðàòîðà ïðèíèìàåò âèä:

− ~
2

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂Ψ

∂θ

)

− ~
2

sin2 θ

∂2Ψ

∂ϕ2
= M2Ψ.�àñêðûâàÿ åãî, ïîëó÷àåì

− ~
2

sin θ

∂

∂θ
[sin θ · c · (− sin θ + 2 cos θ cosϕ)] =

= 2c
~
2

sin2 θ
sin θ cosϕ = 2~2c (cos θ + 2 sin θ cosϕ) .Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì M2 = 2~2.Ïðèìåð 2. Íàéòè ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿîïåðàòîðà èìïóëüñà p̂x.�åøåíèå: Óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ�óíêöèé îïåðàòîðà p̂x èìååò âèä

−i~∂Ψ
∂x

= pxΨ.�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî íàõîäèòñÿ
dΨ

Ψ
=
i

~
pxdx,

lnΨ =
i

~
pxx+ const.Îòñþäà ñîáñòâåííûå �óíêöèè èìåþò âèä

Ψ = Ceipxx/~,5



ãäå C - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå áûëî âñþäóêîíå÷íûì, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû px ÿâëÿëîñü âåùåñòâåííûì ÷èñëîì.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì ðåøåíèå áóäåò íåïðåðûâíûì è îäíîçíà÷-íûì. Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåïðåðûâåí, ò.å.
−∞ < px <∞.Íîðìèðóåì ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà px ñëåäóþùèì îáðà-çîì:
∫

Ψ∗ (p′x, x) Ψ (px, x) dx = |C|2
∫

e
i
~
x(px−p′x)dx = |C|2 2π~δ(p′x − px),ãäå δ(p′x − px) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà.Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå �óíêöèè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷å-íèÿì (p′x è px) îðòîãîíàëüíû, òî

|C|2 2π~δ (p′x − px) = δ (p′x − px) .Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî C = 1/
√
2π~, à íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå�óíêöèè îïåðàòîðà p̂x ïðèíèìàþò âèä

Ψ(px, x) =
1√
2π~

e
i
~
pxx.

Ïðèìåð 3. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èì-ïóëüñà ÷àñòèöû â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, íàõîäÿùåéñÿ â îäíîìåðíîéïðÿìîóãîëüíîé áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå, âîëíîâàÿ�óíêöèÿ êîòîðîé èìååò âèä:
Ψ(x) =

√

2

l
cos

π

l
x.�åøåíèå:�àçëîæèì ðàññìàòðèâàåìîå ñîñòîÿíèå Ψ(x) =

√

2
l
cos π

l
x ïî ñîá-ñòâåííûì �óíêöèÿì Ψ(px, x) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñïåêòð ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé íåïðåðûâåí:

Ψ(x) =

∫

C(px)Ψ(px, x) dpx =
1√
2π~

∫

C(px)e
ipxx/~ dpx.6



Âåðîÿòíîñòü çíà÷åíèÿ èìïóëüñà px åñòü
ω(px) = |C(px)|2 .Êîý��èöèåíò C(px) íàõîäèòñÿ ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ñîîòíîøå-íèþ:

C(px) =

∫

Ψ∗(x)Ψ(px, x)dx =
1√
πl~

∫ l

0

sin
π

l
xe

i
~
pxxdx =

=
1

2i

1√
πl~

{
∫ l

0

ei(
π
l
+ px

~ )xdx−
∫ l

0

e−i(π
l
− px

~ )xdx

}

=

=
1

2

1√
πl~

2π

l

(

ei
px
~
l + 1

)

π2~2 − p2xl
2
~
2l2 =

=
ei

px
~
l + 1

π2~2 − p2xl
2

√
πl~3.Îòñþäà

ω(px) = πl~3

(

1 + cos pxl
~

)2

+ sin2 pxl
~

(π2~2 − p2xl
2)2

=
4πl~3

(π2~2 − p2xl
2)2

cos2
pxl

2~
.

Ïðèìåð 4. Îïðåäåëèòü âîçìîæíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïå-ðàòîðà M̂z è èõ âåðîÿòíîñòè äëÿ ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè
Ψ(ϕ) = C cos2 ϕ.�åøåíèå: Íàéäåì êîý��èöèåíò C, èñõîäÿ èç íîðìèðîâî÷íîãîñîîòíîøåíèÿ:
∫ 2π

0

ψ2 (ϕ) dϕ = c2
∫ 2π

0

cos4 ϕdϕ = c2
∫ 2π

0

(

1 + cos 2ϕ

2

)2

dϕ =

=
c2

4

∫ 2π

0

(

1 + 2 cos 2ϕ+
1 + cos 4ϕ

2

)

dϕ =

=
c2

4

(

ϕ+ sin 2ϕ+
ϕ

2
+

1

8
sin 4ϕ

)
∣

∣

∣

∣

2π

0

=
3

4
πc2 = 1.Îòñþäà íàõîäèì C = 2/

√
3π. 7



�àçëîæèì �óíêöèþ Ψ(ϕ) ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì îïåðàòîðà
M̂z (êîòîðûå èìåþò âèä Ψm(ϕ) =

1√
2π
eimϕ):

Ψ(ϕ) = C cos2 ϕ =
1√
3π

(1 + cos 2ϕ) =

=
1√
3π

(

1 +
1

2
e2iϕ +

1

2
e−2iϕ

)

=

=

√

2

3
Ψ0 +

1√
6
Ψ+2 +

1√
6
Ψ−2.Îòñþäà î÷åâèäíî, ÷òî âîçìîæíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðà-òîðà M̂z â ñîñòîÿíèè ψ (ϕ) åñòü

Mz = 0, +2~, −2~,ïîñêîëüêó Ψ0, Ψ±2 åñòü ñîáñòâåííûå �óíêöèè M̂z, ñîîòâåòñòâóþùèåñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì
0, ±2~

(

M̂zψm = ~mψm

)

.Èõ âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ êîý��èöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ Cm:
ω0 = |C0|2 =

2

3
,

ω±2 = |C±2|2 =
1

6
.Äëÿ ïðîâåðêè ïîäñ÷èòûâàåì ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü:

ω0 + ω+2 + ω−2 =
2

3
+

1

6
+

1

6
= 1,òî åñòü íîðìèðîâêà âåðîÿòíîñòè âûïîëíÿåòñÿ.Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå èìïóëüñà px, êâàäðà-òà èìïóëüñà p2x è ñðåäíå-êâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ èìïóëüñà ∆p2x÷àñòèöû, çàêëþ÷åííîé â îäíîìåðíóþ áåñêîíå÷íî ãëóáîêóþ ïîòåí-öèàëüíóþ ÿìó øèðèíû l, â ñîñòîÿíèè, îïèñûâàåìîì âîëíîâîé �óíê-öèåé

Ψ =

√

2

l
cos

π

l
x.8



�åøåíèå: Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ �è-çè÷åñêîé âåëè÷èíû, èçîáðàæåííîé îïåðàòîðîì
p̂x = −i~ d

dxçàïèøåì
px =

∫

Ψ∗ÂΨ dx = −2i~
π

l2

∫ l/2

−l/2

cos
π

l
x sin

π

l
x dx =

= −i~π
l2

∫ l/2

−l/2

sin
2π

l
x dx = i~

π

l2
l

2π
cos

2π

l
x

∣

∣

∣

∣

l/2

−l/2

= 0. (0.1)Ïî àíàëîãèè íàéäåì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äðóãèõ âåëè÷èí.
p̂2x = (p̂x)

2 = −~
2 d

2

dx2
,

p2x =

∫ l/2

−l/2

Ψ∗
(

−~
2 d

2

dx2

)

Ψ dx = ~
22

l

(π

l

)2
∫ l/2

−l/2

cos2
π

l
x dx =

=
2π2~2

l3

∫ l/2

−l/2

1 + cos 2πx
l

2
dx =

=
π2~2

l3

(

x+
l

2π
sin

2π

l
x

)
∣

∣

∣

∣

l/2

−l/2

=
π2~2

l2
,

∆p2x = (px − px) = p2x − px
2 = p2x =

π2~2

l2
.

9



ÇÀÄÀ×È È ÓÏ�ÀÆÅÍÈß
5.1 ×àñòèöà íàõîäèòñÿ â ÿùèêå äëèíîé l (x ∈ [0, l]) ñ àáñîëþò-íî íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè è îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé �óíê-öèåé Ψ. Âû÷èñëèòü íîðìèðîâî÷íóþ êîíñòàíòó C.à) Ψ = C cos(πx/l),á) Ψ =

C

2
sin(πx/l) cos(πx/l),â) Ψ = C sin(7πx/l).5.2 ×àñòèöà íàõîäèòñÿ â ÿùèêå äëèíîé [−l, l] ñ àáñîëþòíî íåïðî-íèöàåìûìè ñòåíêàìè è îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé �óíêöèåé

Ψ = C exp(ipx/~). Âû÷èñëèòü íîðìèðîâî÷íóþ êîíñòàíòó C.5.3 Íàéòè ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòî-ðîâà) d

dx
, á) i d

dx
, â) k̂x = p̂x

~
.5.4 Íàéòè ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòî-ðîâà) d

dϕ
, á) i d

dϕ
, â) M̂z.5.5 Íàéòè ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòî-ðîâà) −ieix d

dx
, á) p̂x + x̂, â) p̂y + ŷ, ã) p̂z + ẑ.5.6 Íàéòè ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñëåäóþ-ùèõ îïåðàòîðîâ:à) x− i

d

dx
,á) − ∂2

∂x2
(ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ: Ψ(x) = 0 ïðè x = 0, l),â) −

[

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

] (ñ�åðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò) ïðè ãðà-íè÷íîì óñëîâèè: Ψ(r) = 0 ïðè r ≥ r0.10



5.7 Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Â, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîá-ñòâåííîé �óíêöèè ΨA(x) (−∞ < x <∞)1) Â = − ∂2

∂x2
, ΨA = C sin 2x;2) Â = − ∂2

∂x2
+ x2,

ΨA = C exp
(

−x2

2

),
ΨA = Cx exp

(

−x2

2

),
ΨA = C

(

2x2 − 1
)

exp
(

−x2

2

)

;3) Â =
∂2

∂x2
+

2

x

∂

∂x
, ΨA =

C

x
sin ax;4) Â =

∂2

∂x2
+

2

x

(

∂

∂x
+ 1

), ΨA = C exp (−x),
ΨA = C (2− x) exp [−(x/2)] .5.8 Íàéòè îáùóþ ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ îïåðàòîðîâà) p̂x, p̂y, p̂z;á) x̂, p̂y;â) p̂x, p̂2x.5.9 Äîêàçàòü, ÷òî äâå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû A è B ìîãóò áûòü èç-ìåðåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîðû ýòèõ âåëè÷èí Âè B̂ êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì.5.10 Ïîêàçàòü, ÷òî ýíåðãèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ìîæåò ïðèíèìàòüëþáûå çíà÷åíèÿ (íåïðåðûâíûé ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé).5.11 Íàéòè ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñïåêòð ýíåðãèè ýëåêòðîíà, äâè-æóùåãîñÿ â ïîñòîÿííîì è îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ~H

(Hx = Hy = 0, Hz = H).5.12 Äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå �óíêöèè Ψ1 è Ψ2 ñàìîñîïðÿæåííîãîîïåðàòîðà Â, ïðèíàäëåæàùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷å-íèÿì A1 è A2 äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, îðòîãîíàëüíû ìåæäó ñîáîé.5.13 Íàéòè ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â îäíîìåðíîé áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïî-òåíöèàëüíîé ÿìå øèðèíîé l.11



5.14 Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì óáåäèòüñÿ â îðòîãîíàëüíîñòèñîáñòâåííûõ �óíêöèé: à) îïåðàòîðà ïîëíîé ýíåðãèè Ĥ ÷àñòèöû,íàõîäÿùåéñÿ â îäíîìåðíîé áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîéÿìå øèðèíîé l (ñì. ïðåäûäóùåå çàäàíèå), á) îïåðàòîðà M̂z.5.15 Èìååòñÿ äâå íîðìèðîâàííûå, ëèíåéíî íåçàâèñèìûå, íåîðòîãî-íàëüíûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó è òîìóæå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ A îïåðàòîðà Â. Íàéòè äâå ëèíåé-íûå êîìáèíàöèè U1 è U2 ýòèõ �óíêöèé, êîòîðûå áûëè áû îð-òîíîðìèðîâàííûìè. Áóäóò ëè �óíêöèè U1 è U2 ñîáñòâåííûìè�óíêöèÿìè îïåðàòîðà Â? Áóäóò ëè îíè âûðîæäåííûìè?5.16 Èìåþòñÿ òðè íîðìèðîâàííûå, íåçàâèñèìûå è íåîðòîãîíàëüíûåñîáñòâåííûå �óíêöèè Ψ1, Ψ2 è Ψ3 ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó èòîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ A îïåðàòîðà Â. Íàéòè òðè ëè-íåéíûå êîìáèíàöèè ýòèõ �óíêöèé (U1, U2 è U3), êîòîðûå áûëèáû âçàèìíî îðòîãîíàëüíû. Áóäóò ëè �óíêöèè U1, U2 è U3 âû-ðîæäåííûìè?5.17 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìåõàíè÷åñêàÿ âåëè÷èíà èçîáðàæàåòñÿ ñà-ìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì, òî åå ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòàýòîé âåëè÷èíû � ïîëîæèòåëüíîå.5.18 Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñâîáîäíîé ÷àñòè-öû.5.19 Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå èìïóëüñà îäíîìåðíîãî äâèæå-íèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå:
p̄x =

~

2i

∫
(

Ψ∗∂Ψ

∂x
−Ψ

∂Ψ∗

∂x

)

dx = m

∫

jxdx.5.20 Ïîêàçàòü, ÷òî â ñîñòîÿíèè Ψ, ãäå îïåðàòîð M̂z èìååò îïðåäå-ëåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ñðåäíèå çíà÷åíèÿMx èMy ðàâíûíóëþ (âîñïîëüçîâàòüñÿ êîììóòàöèîííûì).5.21 Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå îïåðàòîðà p̂x ÷åðåç êîììóòàòîð îïåðàòî-ðîâ Ĥ è x̂, ïîêàçàòü, ÷òî â îäíîìåðíîì ïîòåíöèàëüíîì ïîëå âñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà Ψ ñðåäíåå çíà÷å-íèå p̄x ðàâíî íóëþ. Ïðèìå÷àíèå: ïðè ðåøåíèè âîñïîëüçîâàòü-ñÿ óðàâíåíèåì ĤΨ = EΨ. 12



5.22 Íàéòè âåðîÿòíîñòè îòäåëüíûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé è ñðåäíþþêèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ÷àñòèöû â îäíîìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîéáåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå øèðèíîé l, åñëè ÷à-ñòèöà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ñ âîëíîâîé �óíêöèåé:à) Ψ(x) = C sin2
πx

l
,á) Ψ(x) = Cx (l − x),â) Ψ(x) = C sin

πx

l
cos

πx

l
.5.23 Âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà ìîìåíòà èìïóëüñà â ñî-ñòîÿíèè Ψ(θ, ϕ) = C sin θ cosϕ.5.24 Îïðåäåëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ìåõàíè÷åñêîé âåëè÷èíû, îïèñû-âàåìîé îïåðàòîðîì M̂2

z â ñîñòîÿíèè Ψ(ϕ) = C sin2 ϕ.5.25 Íàéòè ïðîèçâåäåíèå ∆x∆px äëÿ ÷àñòèöû, çàêëþ÷åííîé â îäíî-ìåðíîé áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå, íàõîäÿùåéñÿâ íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè
Ψ =

√

2

l
cos

π

l
x.5.26 Âû÷èñëèòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ px è p2xà) äëÿ îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, íàõîäÿùåãîñÿâ îñíîâíîì ñîñòîÿíèè Ψ = C exp

(

−α2x2
), α2 = mω/~;á) äëÿ ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ íà n-ì ýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå âîäíîìåðíîé áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

Ψn(x) = C cosπxn/l.5.27 Âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
U =

kx2

2îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé ω â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè Ψ = Ce−α2x2,ãäå α2 = k/2~ω, k � êîý��èöèåíò êâàçèóïðóãîé ñèëû.5.28 Íàéòè ñðåäíþþ ýíåðãèþ ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòî-ðà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïåðâîì âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè ñ âîëíîâîé13



�óíêöèåé
Ψ1 =

(mω

~

)3/4
(

2√
π

)1/2

e−mωx2/~.5.29 Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàññòîÿíèÿ r îò íà÷àëà îòñ÷åòà ñèñòå-ìû êîîðäèíàò ÷àñòèöû, ñîñòîÿíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ âîëíî-âîé �óíêöèåé
Ψ =

1√
2πr0

1

r
sin

nπ

r0
r (0 ≤ r ≤ r0) .5.30 Äëÿ 1s-ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà ñ âîëíîâîé �óíê-öèåé Ψ1s(r) =

(

πa3
)−1/2

e−r/a, a = ~
2/me2 âû÷èñëèòü ñðåäíå-êâàäðàòè÷íûå âåëè÷èíû: T , T 2, ∆T 2, U , U 2, ∆U 2.5.31 Âû÷èñëèòü ñðåäíèé ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë, âîçíèêàþ-ùèé îò 1s-ýëåêòðîíà íà ÿäðå àòîìà âîäîðîäà.5.32 Â ñîñòîÿíèè ñ âîëíîâîé �óíêöèåé

Ψ(x) = C exp

{

− x2

4σ2
+ ik0x

}

âû÷èñëèòü ñðåäíå-êâàäðàòè÷íûå çíà÷åíèÿ: x, x2, ∆x2, px,
p2x, ∆p2x.Ïðîâåðüòå ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé.5.33 Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ 1s-ýëåêòðîíà àòîìà âîäî-ðîäà:1) â îáëàñòè 0 ≤ r ≤ 2a,2) â îáëàñòè 10a ≤ r ≤ ∞,3) â îáëàñòè 0 ≤ r ≤ a.5.34 Íàéòè ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äëÿ 2p -ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ êî-òîðîãî èìååò âèä:

Ψ21 =
1√
6a3

e−r/2a r

2a
,ãäå a = ~

2/me2. 14



5.35 Äëÿ 2p-ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà (ñì. ïðåäûäóùåå çàäàíèå)âû÷èñëèòü:1) íàèáîëåå âåðîÿòíîå ðàññòîÿíèå îò ÿäðà r;2) ñðåäíå-êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå (r − r)2;3) ñðåäíþþ âåëè÷èíó êóëîíîâñêîé ñèëû;4) ñðåäíå-êâàäðàòè÷íóþ ñêîðîñòü è ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîòåíöè-àëüíîé ýíåðãèè.5.36 ×àñòèöà ñ ìàññîé m íàõîäèòñÿ â îäíîìåðíîé áåñêîíå÷íî ãëó-áîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå øèðèíîé l. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòüïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöû â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè Ψ1 =

√

2

l
cos

π

l
x, åñ-ëè ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé �óíêöèåé Ψ(x) =

C sin2
π

l
x. Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè â ñîñòîÿíèè Ψ(x).5.37 ×àñòèöà ñ ìàññîé m íàõîäèòñÿ â îäíîìåðíîé áåñêîíå÷íî ãëó-áîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå øèðèíîé l. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòüïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöû íà n-ì ýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå ωn:

(

Ψn =

√

2

l
cos

π

l
xn

)

,åñëè ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé �óíêöèåé
Ψ(x) = Cx (l − x); âû÷èñëèòü ωn äëÿ n = 1, 2, 3. Îïðåäå-ëèòü ñðåäíå-êâàäðàòè÷íóþ �ëóêòóàöèþ ýíåðãèè è ïîëîæåíèÿ÷àñòèöû â ñîñòîÿíèè Ψ(x) :

(

∆E2, ∆x2
).5.38 Îïðåäåëèòü âîçìîæíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà M̂z èèõ âåðîÿòíîñòè äëÿ ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèèà) Ψ(ϕ) = C sin2 ϕ,á) Ψ(ϕ) = C (1 + cosϕ)2.Âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå M̂z äëÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé.5.39 Èìåÿ â âèäó, ÷òî ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà âîëíîâîãî÷èñëà k̂ = p̂

~
åñòü Ψk(x) =

1√
2π
eikx, íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âåðî-ÿòíîñòåé ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé âîëíîâîãî ÷èñëà kà) äëÿ ÷àñòèöû íà n-ì óðîâíå â îäíîìåðíîé áåñêîíå÷íî ãëóáî-15



êîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå øèðèíîé l,á) äëÿ îñöèëëÿòîðà â ñîñòîÿíèè Ψ(x) = Ce−α2x2.5.40 Ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà â àòîìå îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé �óíêöèåé
Ψ(r) =

1√
πa3

e−r/a, a =
~
2

me2
.Íàéòè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ pr è p2r.
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ÎÒÂÅÒÛ È ÓÊÀÇÀÍÈß5.1 à) C =
√

2/l, á) C = 4
√

2/l, â) C =
√

2/l.5.2 C = 1/
√
2l.5.3 à) Ψ =
1√
2π
eAx � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, èç óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè

Ψ(x) ïðè x = ±∞ ñëåäóåò, ÷òî A = iλ, λ � ëþáîå âåùåñòâåí-íîå ÷èñëî (ñïåêòð íåïðåðûâåí),á) Ψ =
1√
2π
e−iAx, A � ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî (ñïåêòðíåïðåðûâåí);â) Ψ =

1√
2π
eikx, k � ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî (ñïåêòð íåïðå-ðûâåí).5.4 à) Ψ(ϕ) = CeAϕ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. Â ñèñòåìó îäíîçíà÷íî-ñòè ñîáñòâåííîé �óíêöèè íóæíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå ðà-âåíñòâà Ψ(ϕ) = Ψ(ϕ+ 2π), îòñþäà eA2π = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

A = im, ãäå m = 0,±1,±2, . . .

Ψ = Ceimϕ (ñïåêòð äèñêðåòíûé);á)Ψ(ϕ) = Ce−iAϕ. Èç óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîñòèΨ(ϕ) = Ψ(ϕ+ 2π),èìååì A = n, n = 0, 1, 2, . . . (ñïåêòð äèñêðåòíûé);â) Ψ(ϕ) = Ceimϕ, Mz = ~m (ñïåêòð äèñêðåòíûé).5.5 à) Ψ(x) = C exp
(

iAe−ix
), ãäå A � ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî(ñïëîøíîé ñïåêòð);á) Ψ(x) = C exp

{

i
(

Ax− x2

2

)

/~
} èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå ïðèâñåõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ A.Çàäà÷è â), ã) ðåøàþòñÿ àíàëîãè÷íî.5.6 à) Ψ(x) = C exp i

(

Ax− x2

2

) (ñïëîøíîé ñïåêòð), A � ëþáîå äåé-ñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå;á) Ψ(x) = C sin
(√

Ax+ α
). Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íàõîäèì

α = 0, A =
π2

l2
n2, n = 1, 2, 3, . . . (äèñêðåòíûé ñïåêòð).17



â) Ââåäåì íîâóþ �óíêöèþ Ψ = U
r . Ïîäñòàâèâ ýòó �îðìóëó âóðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïîëó÷èì

−d
2U

dr2
= AU.�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ U = C sin

(√
Ar + α

), îòêóäà Ψ(r) =

C sin
(√

Ar + α
).Èç óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè Ψ ïðè r = 0 ñëåäóåò, ÷òî α = 0. Èçãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì

A =
π2

r20
n2, n = 1, 2, 3, . . . ,ò.å. ñïåêòð � äèñêðåòíûé.5.7 1) A = 4; 2) A = 1, 3, 5; 3) A = α2; 4) A = 1, 1/4.5.8 à) Ψ(x, y, z) = C exp {i (xpx + ypy + zpz) /~};á) Ψ(x, y, z) = f (x, z) exp (ipyy/~);â)Ψ(x, y, z) = f (y, z) exp (±ikxx/~), ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ �óíê-öèÿ.5.9 �àìèëüòîíèàí ýëåêòðîíà â îäíîðîäíîì ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîìïîëå åñòü Ĥ =

1

2m

(

~p− e

c
~A
)2, ãäå ïðè Hx = Hy = 0, Hz = H,

Ay = xH, Ax = Az = 0, Ĥ =
1

2m
~̂p2 +

e2

2mc2
x2H2 − eH

mc
xp̂y.Óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé

− ~
2

2m
∆Ψ− i~

eHx

mc

∂Ψ

∂y
+

(

eH

2mc
x2 − E

)

Ψ = 0.Êîîðäèíàòû y è z ÿâíî â óðàâíåíèå íå âõîäÿò, ðåøåíèå çàïèøåìâ âèäå:
Ψ = C exp

{

i

~
(pyy + pzz)

}

f (x) .Îòñþäà, äëÿ f (x) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
d2f

dx2
+

2m

~2

(

E ′ − e2H2

2mc2
(x+ δ)2

)

f = 018



ãäå E ′ = E − p2z
2m

, δ = cpy
eH

.�åøåíèå: fn = cne
− 1

2
ξ2Hn (ξ),ãäå H (ξ) - ïîëèíîì Ýðìèòà, ξ =

√

2ma

~
(x+ δ), a =

eH

2mc
, cn -íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü, n = 0, 1, 2, 3, . . .. Îòñþäà Ψnpypz =

cnC exp
{

i
~
(pyy + pzz)

}

e−
1

2
ξ2Hn (ξ), Enpz =

e~H

2mc
(2n+ 1) +

p2z
2m

.Ïîñëåäíèé ÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ýëåê-òðîíîâ, ñâîáîäíî äâèæóùèõñÿ âäîëü îñè z, è îñîáîãî èíòåðåñàíå ïðåäñòàâëÿåò.5.13 Ψn =

√

2

l
sin

πx

l
n, En =

π2~2n2

2ml2
.5.15 Âîçüìåì U1 = Ψ1, U2 = c1Ψ1 + c2Ψ2.Ïðè÷åì 1) ∫ U ∗

1U2 dx = 0, îòêóäà c1/c2 = −
∫

Ψ∗
1Ψ2dx = S;2) ∫ U ∗

2U2 dx =1, îòêóäà |c1|2 + |c2|2 = 1 è |ck|2 + |c2|2 a2 = 1,
c2 = eiα/

√
1 + S2; c1 = c2a = Seiα/

√
1 + S2.Êîý��èöèåíòû c1, c2 îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåí-íîãî �àçîâîãî ìíîæèòåëÿ eiα. Ôóíêöèè U1, U2 ÿâëÿþòñÿ âû-ðîæäåííûìè, îíè îòâå÷àþò îäíîìó è òîìó æå ñîáñòâåííîìóçíà÷åíèþ A.5.16 Â êà÷åñòâå èñêîìûõ U1, U2 è U3 âîçüìåì ñëåäóþùèå ëèíåéíûåêîìáèíàöèè: U1 = Ψ1; U2 = aΨ1 +Ψ2; U3 = bΨ1 + cΨ2 +Ψ3.Êîý��èöèåíòû a, b, c íàõîäèì èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè:

a = −S12; b =
S13 − S12S23

|S12|2 − 1
; c =

S23 − S∗
12S13

|S12|2 − 1
,ãäå S12 =

∫

Ψ∗
1Ψ2 dx; S∗

12 =
∫

Ψ1Ψ
∗
2 dx; S13 =

∫

Ψ∗
1Ψ3dx;

S23 =
∫

Ψ∗
2Ψ3 dx.Íîðìèðîâàííûå �óíêöèè U1, U2, U3:

U1 = Ψ1; U2 =
a√
a2 + 1

Ψ1 +
1√
a2 + 1

Ψ2,

U3 =
b√

b2 + c2 + 1
Ψ1 +

c√
b2 + c2 + 1

Ψ2 +
1√

b2 + c2 + 1
Ψ3.19



Ôóíêöèè U1, U2, U3 � âûðîæäåííûå, ò.ê. îòâå÷àþò îäíîìó èòîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ A.5.18 T =
~
2k2

2m
, ãäå k � âîëíîâîå ÷èñëî.Ïðèìå÷àíèå: Èñïîëüçóéòå âîëíîâóþ �óíêöèþ ñâîáîäíîé ÷à-ñòèöû (ïðèìåð 8).5.21 [

Ĥ, x̂
]

= −i~p̂x/m,
px =

im

~

∫

(

Ψ∗Ĥx̂Ψ−Ψ∗x̂ĤΨ
)

dx =

=
im

~

∫

(

Ψ∗ĤU − EΨ∗U
)

dx =

=
im

~

∫

(

Ψ∗ĤU − UĤ∗Ψ∗
)

dx = 0,ò.ê. H � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, U = xΨ,
ĤΨ = EΨ, Ĥ∗Ψ∗ = EΨ∗.5.22 à) Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè C2 = 8/3l,

T =

∫

Ψ∗ p̂
2

2m
Ψ dx = − ~

2

2m

∫

Ψ∗d
2Ψ

dx2
dx =

2

3

π2~2

ml2
,á) C2 = 30/l5, T = 5~2/ml2.
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Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ
1. Ñèìâîë Êðîíåêåðà:

δmn =

{

1, m = n;
0, m 6= n.2. δ - �óíêöèÿ Äèðàêà è åå ñâîéñòâà:

δ (x) =
1

2π

∞
∫

−∞

eikxdk;

∞
∫

−∞

δ (x) dx = 1;

∞
∫

−∞

f (x) δ (x− a) dx = f (a) ;

∞
∫

−∞

f (x) δ (x) = f (0)3. �àóññîâ èíòåãðàë:
∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π,

∫ ∞

0

x2ne−x2/a2 dx =
√
π
2n!

n!

(a

2

)2n+1

,

∫ ∞

0

x2n+1e−x2/a2 dx =
n!

2
a2n+2.
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