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ÂÂÅÄÅÍÈÅÊâàíòîâàÿ ìåõàíèêà � ýòî ðàçäåë òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè, â êîòî-ðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà è ñòðîåíèå àòîìîâ è ìîëåêóë, ñâîé-ñòâà àíñàìáëåé (ñèñòåì) ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêàÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ñîâðåìåííîé �èçèêè òâåðäîãî òåëà (çîííîé òåî-ðèè), íà åå ïîëîæåíèÿõ ïîñòðîåíà êâàíòîâàÿ õèìèÿ, êâàíòîâàÿ ýëåê-òðîäèíàìèêà è äðóãèå ðàçäåëû òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëü-íîé �èçèêè. Íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ïîíÿòèÿ �êâàíòîâàÿ �èçèêà� è�êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà�. Ïåðâîå ïîíÿòèå � áîëåå îáùåå è íàðÿäó ñêâàíòîâîé ìåõàíèêîé âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê óïîìÿíóòûå âûøå ðàç-äåëû, òàê è òàêèå íàóêè, êàê êâàíòîâàÿ ýëåêòðîíèêà, òåîðèÿ êâàí-òîâàííûõ ïîëåé è ò.ä.Â îñíîâå êâàíòîâîé �èçèêè ëåæèò �óíäàìåíòàëüíîå ïîëîæåíèåî äèñêðåòíîñòè ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö âàòîìàõ è àíñàìáëÿõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Â îñíîâó æå êâàíòîâîéìåõàíèêè ïîëîæåíà èäåÿ î êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîì äóàëèçìå â ïðî-ÿâëåíèè ñâîéñòâ ÷àñòèö ìèêðîìèðà, à äèñêðåòíîñòü èçìåíåíèÿ �è-çè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñëåäóåò êàê ñëåäñòâèå îñíîâíîãî ïîëîæå-íèÿ. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ñ�îðìèðîâàëàñü â ïåðèîä 1925-1927 ã.ã.â ðàáîòàõ âåëèêèõ �èçèêîâ ÕÕ â. Ý. Øðåäèíãåðà, Â. �åéçåíáåðãà,Í. Áîðà, Ì. Áîðíà, Ï. Äèðàêà è äð. Êàê è ëþáàÿ �èçè÷åñêàÿ òåî-ðèÿ, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà îïèðàåòñÿ íà ýêñïåðèìåíòàëüíûå �àêòû.Îíà íå òîëüêî îáúÿñíÿåò òå �èçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, êîòîðûå âûçâàëèíåïðåîäîëèìûå çàòðóäíåíèÿ â êëàññè÷åñêîé �èçèêå, íî è ïðåäñêà-çàëà ðÿä íîâûõ ÿâëåíèé, âïîñëåäñòâèè îáíàðóæåííûõ ýêñïåðèìåí-òàëüíî. Áóäó÷è áîëåå îáùåé �èçè÷åñêîé òåîðèåé, êâàíòîâàÿ ìåõà-íèêà ïîä÷èíÿåòñÿ ïðèíöèïó ñîîòâåòñòâèÿ, âêëþ÷àÿ â ñåáÿ, êàê ïðå-äåëüíûé ñëó÷àé, êëàññè÷åñêóþ ìåõàíèêó.Ïðî÷íîé îïîðîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ ýëåãàíòíûé è ìîù-íûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, îñíîâàííûé íà òåîðèè îïåðàòîðîâ.�àçâèòûé èçíà÷àëüíî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå äëÿ îïèñàíèÿ âíóòðè-ÿäåðíûõ è àòîìàðíûõ ïðîöåññîâ, è ñòàâøèé çàòåì íàäåæíûì �èí-ñòðóìåíòîì� â êâàíòîâîé õèìèè, îí äîñòèã â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêîãîóðîâíÿ, ÷òî íàõîäèò óñïåøíîå ïðèìåíåíèå â èçó÷åíèè áèî�èçè÷å-ñêèõ ïðîöåññîâ â îòäåëüíûõ êëåòêàõ æèâûõ ñèñòåì.3



�1. ÊÎ�ÏÓÑÊÓËß�ÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÂÅÒÀ1. Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ �îòîíà (êâàíòà ñâåòà):
E = ~ω, ~p = ~~k, ãäå ~k � âîëíîâîé âåêòîð, |~k| = 2π/λ, λ � äëèíàâîëíû, ω � ÷àñòîòà ñâåòà.2. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ïðè âçàèìî-äåéñòâèè ìèêðîñèñòåìû (ýëåêòðîí, àòîì, ìîëåêóëà è ò. ä.)ñî ñâåòîì:

~ω + E = ~ω′ + E ′,
~~k + ~p = ~~k′ + ~p′,ãäå E, E ′ è ~p, ~p′ � ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ìèêðîñèñòåìû äî è ïîñëå (ñîøòðèõîì) âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñâåòîì, ñîîòâåòñòâåííî.3. Ôîðìóëà Ýéíøòåéíà äëÿ âíåøíåãî �îòîý��åêòà:

~ω = T +A,ãäå ~ω � ýíåðãèÿ êâàíòà ñâåòà,
T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ �îòîýëåêòðîíà,
A � ðàáîòà âûõîäà ýëåêòðîíà.4. Ôîðìóëà Êîìïòîíà äëÿ ðàññåÿíèÿ �îòîíà íà ïåðâîíà-÷àëüíî ïîêîèâøåéñÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöå ñ ìàññîé:

∆λ =
4π~

mc
sin2 θ/2, Λ =

~

mc
,ãäå ∆λ = λ'-λ � èçìåíåíèå äëèíû âîëíû �îòîíà, ðàññåÿííîãî ïîäóãëîì θ ê ïåðâîíà÷àëüíîìó íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ; Λ � êîìïòîíîâ-ñêàÿ äëèíà âîëíû.
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Ïðèìåð 1. ×åìó ðàâíà (â ýÂ) ýíåðãèÿ �îòîíà ñ äëèíîé âîëíûa) λ1 = 5000A?b) λ2 = 0.5A?�åøåíèå: Ýíåðãèÿ êâàíòà ñâåòà ïðîïîðöèîíàëüíà ÷àñòîòå êîëå-áàíèé ñâåòà ω è âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì E = ~ω. Âîñïîëüçîâàâøèñüèçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì ω = 2πc/λ, âûðàçèì ýíåðãèþ �îòîíà ÷å-ðåç äëèíó ñâåòîâîé âîëíû
E = 2π~c/λ. (0.1)Âûïèøåì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ âõîäÿùèõ â (0.1) âåëè÷èí:

~ = 1.057 · 10−34Äæ·ñ, λ1 = 5000A = 5 · 10−5ì,
2π~ = h = 6.62 · 10−34Äæ·ñ, λ2 = 0.5A = 5 · 10−9ì,
c = 3 · 108 ì/ñ.Ïîäñòàâèâ èõ â (0.1) ïîëó÷èì:

E1 =
6.62 · 10−34 · 3 · 108

5 · 10−5
Äæ = 3.972 · 10−21Äæ,èëè

E1 =
3.972 · 10−21

1.6 · 10−19
ýÂ = 2.48 ýÂ.Ýíåðãèÿ �îòîíà ñ ìåíüøåé äëèíîé âîëíû ñîãëàñíî (0.1) áóäåò áîëü-øå:

E2 =
E1

10−4
= 24800 ýÂ = 2.48 êýÂ.Ïðèìåð 2. Îïðåäåëèòü êðàñíóþ ãðàíèöó �îòîý��åêòà äëÿ öèí-êà (ðàáîòà âûõîäà A = 3.74 ýÂ) è ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü �îòîýëåê-òðîíîâ, âûðûâàåìûõ ñ åãî ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîìàãíèòíûì èçëó÷å-íèåì ñ äëèíîé âîëíû 250 íì.�åøåíèå: Êðàñíîé ãðàíèöåé �îòîý��åêòà íàçûâàåòñÿ äëèíà âîë-íû îáëó÷àþùåãî ñâåòà, ïðè êîòîðîé åùå âîçìîæåí �îòîý��åêò ñïîâåðõíîñòè ìåòàëëà. Ïðè îáëó÷åíèè ñâåòîì ýòîé äëèíû âîëíû ñêî-ðîñòü, à ñëåäîâàòåëüíî, è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ �îòîýëåêòðîíîâ ðàâ-íà íóëþ. Ïîýòîìó óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ �îòîý��åêòà ïðèíè-ìàåò ñëåäóþùèé âèä: 5



~ω −A = T =
mϑ2

2ãäå ~ω � ýíåðãèÿ �îòîíîâ, ïàäàþùèõ íà ïîâåðõíîñòü ìåòàëëà, A �ðàáîòà âûõîäà, T � ìàêñèìàëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, â ñëó÷àåêðàñíîé ãðàíèöû ïðèìåò âèä:
~ω0 = A, èëè 2π~/λ0 = A.Îòñþäà íàõîäèì

λ0 = 2π~/A. (0.2)Ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü �îòîýëåêòðîíîâ, âûðûâàåìûõ èç ìåòàë-ëà ñâåòîì äëèíîé âîëíû λ = 250 íì, îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ óðàâíå-íèÿ (0.1):
ϑ =

√

2

m
(~ω −A) =

√

2

m

(

2π~c

λ
− A

)

. (0.3)Âûïèøåì âñå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèå(0.2) è (0.3), âûðàçèâ èõ â ñèñòåìå ÑÈ:
2π~ = 6.62 · 10−34 Äæ·ñ, λ = 250 íì = 2.5 · 10−7 ì,
c = 3 · 108 ì/ñ, m = 0.91 · 10−30 êã,
A = 3.74 ýÂ = 3.74 · 1.6 · 10−19 Äæ = 5.98 · 10−19 Äæ.Ïîäñòàâèì ýòè ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ â (0.2) è (0.3)

λ0 =
6.62 · 10−34 · 3 · 108

5.98 · 10−19
= 3.32 · 10−7ì = 332 íì,

ϑ =

√

2

0.91 · 10−30

(

6.62 · 10−34 · 3 · 108
2.5 · 10−7

− 5.98 · 10−19

)ì/ñ =
= 6.6 · 105ì/ñ.

Ïðèìåð 3. Ôîòîí ñ ýíåðãèåé 0.75 ÌýÂ ðàññåÿí íà ñâîáîäíîìýëåêòðîíå ïîä óãëîì θ = 60◦. Íàéòè à) ýíåðãèþ ðàññåÿííîãî êâàí-6



òà; á) êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ýëåêòðîíà îòäà÷è; â) íàïðàâëåíèå åãîäâèæåíèÿ.�åøåíèå:à) ýíåðãèþ ðàññåÿííîãî �îòîíà íàéäåì, èñïîëüçóÿ �îðìóëó Êîìï-òîíà:
λ′ − λ =

4π~

mc
sin2 θ/2, (0.4)ãäå λ′ � äëèíà âîëíû ðàññåÿííîãî �îòîíà, λ � äëèíà âîëíû ïàäàþ-ùåãî êâàíòà ñâåòà, θ � óãîë ðàññåÿíèÿ, m � ìàññà ïîêîÿ ýëåêòðîíà,

c � ñêîðîñòü ñâåòà.Âûðàçèâ (0.4) äëèíû âîëí ÷åðåç ýíåðãèþ �îòîíîâ ñ ó÷åòîì èç-âåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ω =2πc/λ, ïîëó÷èì
1

~ω′ −
1

~ω
=

2

mc2
sin2 θ/2.Îòñþäà íàõîäèì ýíåðãèþ ðàññåÿííîãî �îòîíà:

~ω′ =
~ω

1 +
2~ω

mc2
sin2 θ/2

. (0.5)Ïîäñòàâèâ â (0.5) ñëåäóþùèå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ:
~ω = 0.75 ÌýÂ,
mc2 = 0.91 · 10−30 · 1016 Äæ = 8.19 · 10−15 Äæ =

8.19 · 10−15

1.6 · 10−19
ýÂ =

= 5.1 · 104 ýÂ = 510 êýÂ = 0.51 ÌýÂ, ïîëó÷èì:
hω′ =

0.75

1 + 2
0.75

0.51
sin2 300

= 0.43 ÌýÂ.á) Ñîãëàñíî ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè âçàèìîäåéñòâèè ìèêðîñè-ñòåìû (â äàííîì ñëó÷àå ýëåêòðîíà) ñî ñâåòîì êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿýëåêòðîíà îòäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
T = E ′ − E = ~ω′ − ~ω.Â ðåçóëüòàòå èìååì T = 0.75− 0.43 = 0.32 ÌýÂ.7



Îòñþäà ìîæíî íàéòè è àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè ýëåêòðîíà îòäà÷è.â) Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà îòäà÷è íàéäåì, ïðèìåíèâçàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà:
~pf = ~p′f + ~p′e,ãäå ~pf � èìïóëüñ ïàäàþùåãî �îòîíà, ~p′f � èìïóëüñ ðàññåÿííîãî �î-òîíà, ~p′e � èìïóëüñ ýëåêòðîíà îòäà÷è.

tanϕ =
CDOD =

CA sin θOA− CA cos θ
=

=
p′f sin θ

pf − p′f cos θ
=

=
sin θ

pf/p′f − cos θ
.Òàê êàê pf = ~|~k| = ~

2π

λ
=

~ω

c
, p′f =

~ω′

c
, ïîëó÷èì:

tanφ =
sin θ

~ω/~ω′ − cos θ
. (0.6)Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò çàäà÷è à), âûðàæåíèå (0.6) ìîæíî ïðèâåñòèê âèäó:

tanϕ =
sin θ

1 + 2
~ω

mc2
sin2

θ

2
− cos θ

=
sin θ

(1− cos θ)

(

1 +
~ω

mc2

) ,îòêóäà
tanϕ =

sin 60◦

(1− cos 60◦) (1 + 0.75/0.51)
= 0.701 è φ ≈ 35◦.
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ÇÀÄÀ×È È ÓÏ�ÀÆÅÍÈß
1.1 Êàêîâà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà, åñëè åãî èìïóëüñ ðàâåíèìïóëüñó �îòîíà ñ äëèíîé âîëíû λ = 1A?1.2 Êðàñíàÿ ãðàíèöà �îòîý��åêòà êàëèÿ è âîëü�ðàìà ðàâíû 6000Aè 2700 A, ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîâà ðàáîòà âûõîäà ýëåêòðîíîâ âýòèõ ñëó÷àÿõ?1.3 Îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü �îòîýëåêòðîíîâ, âûðûâà-åìûõ ñ ïîâåðõíîñòè ñåðåáðà A = 4.28 ýÂ óëüòðà�èîëåòîâûìèëó÷àìè ñ äëèíîé âîëíû λ = 0.155 ìêì?1.4 Ïðè íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè çàäåðæèâàþùåé ðàçíî-ñòè ïîòåíöèàëîâ �îòîòîê ñ ïîâåðõíîñòè ëèòèÿ (A = 2.39 ýÂ),îñâåùàåìîãî ñâåòîì ñ äëèíîé âîëíû λ0, ïðåêðàùàåòñÿ. Èçìåíèâäëèíó âîëíû â η = 1.5 ðàçà óñòàíîâèëè, ÷òî äëÿ ïðåêðàùåíèÿòîêà íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü çàäåðæèâàþùóþ ðàçíîñòü ïîòåíöè-àëîâ â n = 2 ðàçà. Âû÷èñëèòü λ0.1.5 �àáîòà âûõîäà ýëåêòðîíà èç ñåðåáðà A = 4.28 ýÂ. Íàéòè ïîòåí-öèàë ñåðåáðÿíîãî øàðèêà ïðè åãî äëèòåëüíîì îáëó÷åíèè ìîíî-õðîìàòè÷åñêèì ñâåòîì ñ äëèíîé âîëíû λ = 0.1 ìêì.1.6 Óçêèé ïó÷îê ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ ïà-äàåò íà ðàññåèâàþùååñÿ âåùåñòâî. Ïðè ýòîì äëèíû âîëí èçëó-÷åíèÿ, ðàññåÿííîãî ïîä óãëàìè θ1 = 60◦ è θ2 = 120◦, îòëè÷àåòñÿâ η = 2 ðàçà. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ðàññåÿíèå ïðîèñõîäèò íà ñâîáîäíûõýëåêòðîíàõ, íàéòè äëèíó âîëíû ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ.1.7 Â ý��åêòå Êîìïòîíà �îòîí ïðè ñîóäàðåíèè ñ ýëåêòðîíîì ðàñ-ñåÿí ïîä óãëîì θ = 90◦. Ýíåðãèÿ ðàññåÿííîãî �îòîíà 0.4 ÌýÂ.Îïðåäåëèòü ýíåðãèþ �îòîíà äî ðàññåèâàíèÿ.1.8 Ôîòîí ñ λ = 0.17 A âûðûâàåò èç ïîêîèâøåãîñÿ àòîìà ýëåêòðîí,ýíåðãèÿ ñâÿçè êîòîðîãî E = 69.3 êýÂ. Íàéòè èìïóëüñ, ïåðåäàí-íûé àòîìó â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðîöåññà, åñëè ýëåêòðîí âûëåòåëïîä ïðÿìûì óãëîì ê íàïðàâëåíèþ ïàäàþùåãî �îòîíà.9



1.9 Ôîòîí ñ èìïóëüñîì p = 60 êýÂ/ñ, ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà, èñïû-òàâ êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå ïîä óãëîì 120◦ íà ïîêîèâøåìñÿñâîáîäíîì ýëåêòðîíå, âûðâàë çàòåì èç àòîìà ìîëèáäåíà ýëåê-òðîí, ýíåðãèÿ ñâÿçè êîòîðîãî E = 20 êýÂ. Íàéòè êèíåòè÷åñêóþýíåðãèþ �îòîýëåêòðîíà.1.10 Ïðè îáëó÷åíèè àòîìà ðåíòãåíîâñêèìè ëó÷àìè ñ λ = 0.14 Aðåãèñòðèðóþòñÿ äâà ýëåêòðîíà, êîòîðûå âûëåòàþò ïîä óãëîì
90◦ ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ �îòîíîâ ñ ýíåðãèÿìè 82 êýÂ è
6.25 êýÂ. Êàê ìîæíî îáúÿñíèòü ïðîèñõîæäåíèå ýòèõ ýëåêòðî-íîâ?1.11 Ïðè îáëó÷åíèè âåùåñòâà æåñòêèì ìîíîõðîìàòè÷åñêèì èçëó-÷åíèåì îáíàðóæåíî, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿêîìïòîíîâñêèõ ýëåêòðîíîâ Tmax = 0.44 ÌýÂ. Îïðåäåëèòå äëè-íó âîëíû ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ.1.12 Ôîòîí ñ ýíåðãèåé = 1 ÌýÂ ðàññåÿí íà ñâîáîäíîì ïîêîèâøåìñÿýëåêòðîíå. Íàéòè êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ýëåêòðîíà îòäà÷è, åñ-ëè â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ äëèíà âîëíû �îòîíà èçìåíèëàñü íà
η = 25%.1.13 Â Êîìïòîí-ý��åêòå íàéòè ýíåðãèþ ýëåêòðîíà îòäà÷è è âûðà-çèòü åå ÷åðåç óãîë ðàññåÿíèÿ.1.14 Ïîêàçàòü ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ÷òî ñâîáîäíûé ýëåê-òðîí íå ìîæåò ïîëíîñòüþ ïîãëîòèòü �îòîí.1.15 Îáúÿñíèòü ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿñâåòà âåùåñòâîì:à) íåçàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ñìåùåíèÿ ∆λ îò ïðèðîäû ðàññåè-âàþùåãî âåùåñòâà;á) óâåëè÷åíèå èíòåíñèâíîñòè ñìåùåííîé êîìïîíåíòû ðàññåÿí-íîãî ñâåòà ñ óìåíüøåíèåì àòîìíîãî íîìåðà âåùåñòâà, à òàêæåñ ðîñòîì óãëà ðàññåÿíèÿ;â) íàëè÷èå íåñìåùåííîé êîìïîíåíòû â ðàññåÿííîì èçëó÷åíèè.
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�2. ÂÎËÍÎÂÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ×ÀÑÒÈÖ1. Ñîîòíîøåíèå äå-Áðîéëÿ äëÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà äâè-æóùåéñÿ ìèêðî÷àñòèöû:
E = ~ω, ~p = ~~k,ãäå ω � ÷àñòîòà äåáðîéëåâñêîé âîëíû, ~k � âîëíîâîé âåêòîð, |~k| = 2π

λ
,

λ � äëèíà âîëíû.2. Äëèíà âîëíû äå-Áðîéëÿ ìèêðî÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿñ èìïóëüñîì p :
λ = 2π~/pèëè

λ = 2π~/mϑ,ãäå m, ϑ � ìàññà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâåííî.Â ñëó÷àå ìàëûõ ñêîðîñòåé ϑ << c âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:
λ = 2π~/

√
2mE.ãäå λ � äëèíà âîëíû äå-Áðîéëÿ äëÿ ÷àñòèöû ñ ìàññîé m è ýíåðãèåé

E. 3. Ôîðìóëà Âóëü�à-Áðåãà äëÿ äè�ðàêöèîííûõ ìàêñè-ìóìîâ, íàáëþäàåìûõ íà ïðîñòðàíñòâåííîé äè�ðàêöèîííîéðåøåòêå:
nλ = 2d sinφ,ãäå d � ìåæïëîñêîñòíîå ðàññòîÿíèå â êðèñòàëëå, φ � óãîë ñêîëü-æåíèÿ (óãîë ìåæäó ïàäàþùèì ëó÷îì è ïëîñêîñòüþ ðåøåòêè), n �ïîðÿäîê ìàêñèìóìà.4. Âîëíîâîé ïàêåò: 11



Ïîä ãðóïïîé âîëí, èëè âîëíîâûì ïàêåòîì ïîäðàçóìåâàåò-ñÿ ñóïåðïîçèöèÿ âîëí, ìàëî îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ïî äëèíåâîëíû è íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
Ψ(x, t) =

k0+∆k
∫

k0−∆k

a(k)ei(ωt−kx)dk,ãäå k0 = 2π

λ0
� âîëíîâîå ÷èñëî öåíòðà ãðóïïû âîëí (∆ k � ìàëî),

a(k) � àìïëèòóäû âîëí, îáðàçóþùèõ ãðóïïó.Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì
Ψ(x, t) = 2a(k0)

sin

{[

(

dω

dk

)

k0

t− x

]

∆k

}

[

(

dω

dk

)

k0

t− x

] ei(ω0t−k0x) =

= A(x, t)ei(ω0t−k0x),ãäå ω0 � îñíîâíàÿ ÷àñòîòà ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîëíîâîìó ÷èñëó k0.Òî÷êà x, â êîòîðîé àìïëèòóäà A(x, t) èìååò ìàêñèìóì, íàçûâàåò-ñÿ öåíòðîì ãðóïïû âîëí. Ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé îíà ïåðåìåùàåòñÿ,íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ
υãð =

(

∂ω

∂k

)

k0

.Ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íåêîòîðàÿ �èêñèðîâàííàÿòî÷êà âîëíû, ãäå �àçà èìååò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå, íàçûâàåòñÿ �à-çîâîé ñêîðîñòüþ
u =

ω

k
,ãäå ω, k � ÷àñòîòà è âîëíîâîå ÷èñëî âîëíû, ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðèìåð 4. Êàêóþ óñêîðÿþùóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ äîëæåíïðîéòè ýëåêòðîí, ÷òîáû äëèíà âîëíû äå-Áðîéëÿ áûëà ðàâíà 1 A?�åøåíèå: Äëèíà âîëíû äå-Áðîéëÿ λ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
λ =

2πh

p
.Îòñþäà ìîæíî íàéòè èìïóëüñ ÷àñòèöû

p =
2πh

λ
(0.7)Çíàÿ èìïóëüñ, ìîæíî îïðåäåëèòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ÷àñòèöû

T . Ñâÿçü èìïóëüñà ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ðàçëè÷íà äëÿ íåðåëÿ-òèâèñòñêîãî ñëó÷àÿ (υ ≪ c)
p =

√
2mT (0.8)è äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîãî ñëó÷àÿ (υ - ñîïîñòàâèìà ñî ñêîðîñòüþ ñâå-òà c)

p =
1

c

√

(2Ec + T ) T , (0.9)ãäå Ec = mc2 � ýíåðãèÿ ïîêîÿ ÷àñòèöû, m � ìàññà ïîêîÿ ÷àñòèöû.Îöåíèì ñêîðîñòü ÷àñòèöû υ, èìåÿ â âèäó, ÷òî èìïóëüñ â íåðåëÿ-òèâèñòñêîì ñëó÷àå p = mυ, à â ðåëÿòèâèñòñêîì p =
mϑ

√

1− ϑ2/c2
.Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì

2π~ = 6.62 · 10−34 Äæ· ñ;
m = 0.91 · 10−30 êã;
λ = 1 A = 10−10 ì.Òîãäà

p

m
=

6.62 · 10−34

10−10 · 0.91 · 10−30
ì/
 ≈ 7 · 107 ì/
,÷òî ïî÷òè â ïÿòü ðàç ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà c = 3 ·108 ì/ñ. Ïîýòîìó,ïðèìåíÿÿ �îðìóëó äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî ñëó÷àÿ, íàõîäèì

T =

(

2π~

λ

)2

/m = 2.4 · 10−16 Äæ =
2.4 · 10−16

1.6 · 10−19
ýÂ =

= 1.5 · 102 ýÂ = 0.15 ÊýÂ.13



Êàê èçâåñòíî, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà, ïðîøåäøåãî óñêî-ðÿþùóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ U ðàâíà T = eU . Îòñþäà ïîëó÷àåì
eU = 150 ýÂ, U = 150 B,ò.ê. ýëåêòðîí ïðèîáðåòàåò ýíåðãèþ â îäèí ýëåêòðîí-âîëüò ïðè ïðî-õîæäåíèè ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ â îäèí âîëüò.Ïðèìåð 5. Íà óçêóþ ùåëü øèðèíîé a = 1 ìêì íàïðàâëåí ïàðàë-ëåëüíûé ïó÷îê ýëåêòðîíîâ, èìåþùèé ñêîðîñòü υ = 3.65 Ìì/ñ. Ó÷è-òûâàÿ âîëíîâûå ñâîéñòâà ýëåêòðîíîâ, îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäóäâóìÿ ìàêñèìóìàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà â äè�ðàêöèîííîé êàðòèíå, ïî-ëó÷åííîé íà ýêðàíå, îòñòîÿùåì íà L = 10 ñì îò ùåëè.�åøåíèå: Ñîãëàñíî ãèïîòåçå äå-Áðîéëÿ äëèíà âîëíû λ, ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ ÷àñòèöå ìàññîé m, äâèæóùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ υ, âûðàæà-åòñÿ �îðìóëîé:

λ = 2π~/mυ.Óñëîâèå ìàêñèìàëüíîãî óñèëåíèÿ âîëíû ïðè äè�ðàêöèè íà îäíîéùåëè èìååò âèä:
a sinϕ = (2n+ 1)λ/2, (0.10)ãäå n = 0, 1, 2, 3 . . . - ïîðÿäêîâûå íîìåðà ìàêñèìóìîâ, à � øèðèíàùåëè.Äëÿ ìàêñèìóìà ïåðâîãî ïîðÿäêà (n = 1) óãîë ϕ çàâåäîìî ìàë,ïîýòîìó sinϕ ≈ ϕ. Òîãäà óðàâíåíèå (0.10) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

aϕ =
3

2
λ, (0.11)Èñêîìàÿ âåëè÷èíà x, êàê ýòî ñëåäóåò èç ðèñóíêà, ðàâíà

x = 2L tanϕ ≈ 2Lϕ, (0.12)òàê êàê ïðè ìàëûõ óãëàõ tanϕ ≈ ϕ.Ïîäñòàâèâ ϕ èç ñîîòíîøåíèÿ (0.11) â �îðìóëó (0.12), ïîëó÷àåì
x = 3

Lλ

a
.14



Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äëèíó âîëíû äå-Áðîéëÿ, íàõîäèì
x = 6π

L~

amϑ
. (0.13)Âûïèøåì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â �îðìóëó (0.13)

L = 0.1 ì, υ = 3.65 Ìì/ñ = 3.65 · 106 ì/
,
a = 1 ìêì= 10−6 ì; ~ = 1.057 · 10−34 Äæ·ñ.Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì
x =

6 · 3.14 · 10−1 · 1.057 · 10−34

10−6 · 0.91 · 10−30 · 3.65 · 106 ì = 6 · 10−5 ì.Ïðèìåð 6. Íà ãðàíü êðèñòàëëà íèêåëÿ ïàäàåò ïàðàëëåëüíûéïó÷îê ýëåêòðîíîâ. Êðèñòàëë ïîâîðà÷èâàþò òàê, ÷òî óãîë ñêîëüæå-íèÿ èçìåíÿåòñÿ. Êîãäà ýòîò óãîë äåëàåòñÿ ðàâíûì 64◦, íàáëþäàåòñÿìàêñèìàëüíîå îòðàæåíèå ýëåêòðîíîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå äè�ðàêöè-îííîìó ìàêñèìóìó ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðèíèìàÿ ðàññòîÿíèå ìåæäóàòîìíûìè ïëîñêîñòÿìè êðèñòàëëà ðàâíûì 2 A, îïðåäåëèòü äëèíóâîëíû äå-Áðîéëÿ ýëåêòðîíîâ è èõ ñêîðîñòü.�åøåíèå: Ê ðàñ÷åòó äè�ðàêöèè ýëåêòðîíîâ îò êðèñòàëëè÷åñêîéðåøåòêè ïðèìåíÿåòñÿ �îðìóëà Âóëü�à-Áðåããà:
2d sinφ = nλ,ãäå d � ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìíûìè ïëîñêîñòÿìè êðèñòàëëà, φ �óãîë ñêîëüæåíèÿ, n � ïîðÿäêîâûé íîìåð äè�ðàêöèîííîãî ìàêñèìó-ìà, λ � äëèíà âîëíû äå-Áðîéëÿ.Îòñþäà âûðàæàåì äëèíó âîëíû
λ =

2d sinϕ

n
.Ñäåëàâ ïîäñòàíîâêó ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé âåëè÷èí, ïîëó÷àåì

λ =
2 · 2 · 10−10 sin 64◦

1
ì = 3.6 · 10−10ì = 3.6 A.Ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ íàéäåì èç �îðìóëû äëèíû âîëíû äå-Áðîéëÿ

ϑ =
2π~

mλ
. Ïîäñòàíîâêà ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé âåëè÷èí â ïîñëåäíåå âû-15



ðàæåíèå äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
ϑ =

6.62 · 10−34

0.91 · 10−30 · 3.6 · 10−10
ì/ñ = 2 · 106 ì/ñ = 2 Ìì/ñ.Ïðèìåð 7. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ àòîìîâ ïî ñêîðîñòÿì â àòî-ìàðíîì ïó÷êå èìååò âèä f(u) = Au3e−u2, ãäå A � íîðìèðîâî÷íûé êî-ý��èöèåíò, u = υ/υâåð, υâåð � íàèáîëåå âåðîÿòíàÿ ñêîðîñòü ìàêñ-âåëëîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â èñòî÷íèêå. Íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ àòîìîâ â ïó÷êå ïî äåáðîéëåâñêèì äëèíàìâîëí. Âû÷èñëèòü íàèáîëåå âåðîÿòíóþ äëèíó âîëíû â ïó÷êå àòîìîâãåëèÿ ïðè òåìïåðàòóðå èñòî÷íèêà 300 Ê.�åøåíèå: ×èñëî àòîìîâ â ïó÷êå, ñêîðîñòè êîòîðûõ ëåæàò â óç-êîì èíòåðâàëå (υ, υ + dυ), îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

dN = f(u)du, (0.14)à äëèíû âîëí äå-Áðîéëÿ ýòèõ àòîìîâ ðàâíû λ = 2π~/mυ.Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè ðàñïðåäåëåíèå àòîìîâ â ïó÷êå ïî äåáðîéëåâ-ñêèì äëèíàì âîëí F (λ), çíàÿ èõ ðàñïðåäåëåíèå ïî ñêîðîñòÿì f(u).×èñëî àòîìîâ â ïó÷êå, äåáðîéëåâñêèå äëèíû âîëí êîòîðûõ ëåæàò âóçêîì èíòåðâàëå (λ, λ+ dλ) ñîîòâåòñòâóþùåì èíòåðâàëó ñêîðîñòåé(υ, υ + dυ), ðàâíî
dN = F (λ)dλ. (0.15)Ïðèðàâíèâàÿ îäèíàêîâûå âûðàæåíèÿ (0.14) è (0.15), ïîëó÷àåì

F (λ)dλ = f(u)du.Îòñþäà
F (λ) = f(u)

du

dλ
. (0.16)Òîãäà u = 2π~/mλυâåð. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â (0.16), ïîëó-÷àåì:

F (λ) = A

(

2π~

mϑâåð)3

λ−3e
−





2π~

mϑâåð



2

λ−2

· 2π~

mϑâåð (

−λ−2
)

=

= Bλ−5 exp

(

− 2π2
~
2

mkTλ2

)

. (0.17)16



ãäå â êîý��èöèåíò B âêëþ÷åíû âñå êîíñòàíòû.Íàèáîëåå âåðîÿòíàÿ äëèíà âîëíû äå-Áðîéëÿ â ïó÷êå àòîìîâ íà-õîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà �óíêöèè F (λ):
dF/dλ = 0.Îòñþäà, äè��åðåíöèðóÿ (0.17) ïîëó÷èì,

−5λ−6 +
4π2

~
2

mkT
λ−8 = 0.Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

λâåð = 2π~/
√
5mkT .Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñëåäóþùåå ÷èñëåííûå çíà÷å-íèÿ âåëè÷èí

2π~ = 6.62 · 10−34 Äæ·ñ, k = 1.38 · 10−23 Äæ/Ê,
m = 6.14 · 10−27 êã, T = 300 Ê,îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

λâåð =
6.62 · 10−34

√
5 · 6.64 · 10−27 · 1.38 · 10−23 · 3 · 102

ì
= 5.65 · 10−11 ì = 0.565 A.
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ÇÀÄÀ×È È ÓÏ�ÀÆÅÍÈß
2.1 Âû÷èñëèòü äåáðîéëåâñêóþ äëèíó âîëíû ýëåêòðîíà è ïðîòîíà ñêèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé 1 êýÂ. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ êèíåòè÷å-ñêîé ýíåðãèè äëèíà âîëíû áóäåò ðàâíà 1 A?2.2 Ïðè óâåëè÷åíèè ýíåðãèè ýëåêòðîíà íà 200 ýÂ åãî äåáðîéëåâ-ñêàÿ äëèíà âîëíû èçìåíèëàñü â 2 ðàçà. Íàéòè ïåðâîíà÷àëüíóþäëèíó âîëíû ýëåêòðîíà.2.3 Íàéòè äîáàâî÷íóþ ýíåðãèþ, êîòîðóþ íóæíî ñîîáùèòü ýëåêòðî-íó ñ èìïóëüñîì 14 êýÂ/c (ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà), ÷òîáû åãîäëèíà âîëíû äå-Áðîéëÿ ñòàëà ðàâíîé 0.45 A.2.4 Ïàðàëëåëüíûé ïîòîê ìîíîýíåðãåòè÷åñêèõ ýëåêòðîíîâ ïàäàåò íîð-ìàëüíî íà äèà�ðàãìó ñ óçêîé ïðÿìîóãîëüíîé ùåëüþ øèðè-íîé = 0.1 ìì. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ýòèõ ýëåêòðîíîâ, åñëè íàýêðàíå, îòñòîÿùåì îò ùåëè íà ðàññòîÿíèè L = 0.75 ì, øèðèíàöåíòðàëüíîãî ìàêñèìóìà ∆x = 8 ìêì.2.5 Îïðåäåëèòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ýëåêòðîíîâ, ïàäàþùèõ íàäèà�ðàãìó ñ äâóìÿ óçêèìè ùåëÿìè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî íà ýêðàíå,îòñòîÿùåì îò äèà�ðàãìû íà ðàññòîÿíèè L = 0.75 ì, ðàññòîÿíèÿìåæäó ñîñåäíèìè ìàêñèìóìàìè ∆x è ìåæäó ùåëÿìè d ðàâíû

7.5 è 25 ìêì, ñîîòâåòñòâåííî.2.6 Ïó÷îê ýëåêòðîíîâ ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé T = 180 ýÂ ïàäàåòíîðìàëüíî íà ïîâåðõíîñòü ìîíîêðèñòàëëà íèêåëÿ. Â íàïðàâëå-íèè, ñîñòàâëÿþùåì óãîë α = 55◦ ñ íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè,íàáëþäàåòñÿ ìàêñèìóì îòðàæåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Íàé-òè ìåæïëîñêîñòíîå ðàññòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó îòðà-æåíèþ.2.7 Ïó÷îê ýëåêòðîíîâ ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé T = 10 êýÂ ïðîõî-äèò ÷åðåç òîíêóþ ïîëèìåòàëëè÷åñêóþ �îëüãó è îáðàçóåò ñèñòå-ìó äè�ðàêöèîííûõ êîëåö íà ýêðàíå, îòñòîÿùåì îò �îëüãè íàðàññòîÿíèè L = 0.1 ì. Íàéòè ìåæïëîñêîñòíîå ðàññòîÿíèå, äëÿ18



êîòîðîãî ìàêñèìóì îòðàæåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóåòêîëüöó ñ ðàäèóñîì r = 1.6 ñì.2.8 Ïàðàëëåëüíûé ïîòîê ýëåêòðîíîâ, óñêîðåííûé ðàçíîñòüþ ïîòåí-öèàëîâ U = 25 Â, ïàäàåò íîðìàëüíî íà äèà�ðàãìó ñ äâóìÿ óç-êèìè ùåëÿìè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè d = 50 ìêì. Îïðå-äåëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ìàêñèìóìàìè äè�ðàêöè-îííîé êàðòèíû íà ýêðàíå, ðàñïîëîæåííîì íà ðàññòîÿíèè L = 1ì îò ùåëåé.2.9 Óçêèé ïó÷îê ìîíîýíåðãåòè÷åñêèõ ýëåêòðîíîâ ïàäàåò ïîä óã-ëîì ñêîëüæåíèÿ θ = 30◦ íà åñòåñòâåííóþ ãðàíü ìîíîêðèñòàë-ëà àëþìèíèÿ. �àññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè êðèñòàëëè÷åñêèìèïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ýòîé ãðàíè, ðàâíî d = 0.20 íì.Ïðè íåêîòîðîì óñêîðÿþùåì íàïðÿæåíèè U0 íàáëþäàåòñÿ ìàê-ñèìóì çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ. Íàéòè U0 , åñëè èçâåñòíî, ÷òîñëåäóþùèé ìàêñèìóì îòðàæåíèÿ âîçíèêàåò ïðè óâåëè÷åíèè U0â η = 2.25 ðàçà.2.10 Âûðàçèòü äëèíó âîëíû äå-Áðîéëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ÷å-ðåç åå êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ.2.11 Â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè ìîëåêóëû ãàçà ïîä÷èíÿþòñÿ ðàñïðåäå-ëåíèþ Ìàêñâåëëà ïî ñêîðîñòÿì f (υ) = Cυ2e−mυ2/kT . Èñõîäÿ èçýòîãî, íàéòè à) ðàñïðåäåëåíèå ìîëåêóë ïî äåáðîéëåâñêèì äëè-íàì âîëí, á) íàèáîëåå âåðîÿòíóþ äëèíó âîëíû ìîëåêóëû êèñ-ëîðîäà O2 ïðè T = 300 Ê.2.12 Ïîëó÷èòü �îðìóëó äëÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòè υãð ïðè èçâåñòíîìçàêîíå äèñïåðñèè äëÿ �àçîâîé ñêîðîñòèà) u (k) = ak1/2,á) u (λ) = a
√
1 + b2λ2,â) u (ω) = αω2/ω2 − b2.2.13 Ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïîâàÿ υãð è �àçîâàÿ u ñêîðîñòè ñâÿçàíûñîîòíîøåíèåì υãð = u− λ

du

dλ
.19



2.14 Äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö ñ ýíåðãèåé E = mc2 +
mυ2

2
ïî-êàçàòü, ÷òî �àçîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà u(λ) = πh2

mλ
+

mc2

2πh
λ. Íàéòèãðóïïîâóþ ñêîðîñòü âîëíîâîãî ïàêåòà ñ λ = λ0.2.15 Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòüñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ åå äâèæåíèÿ.2.16 Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà âïðîñòðàíñòâå áëèçêà ê ñêîðîñòè ñâåòà c, íàéòè çàâèñèìîñòü åãî�àçîâîé ñêîðîñòè u îò äëèíû âîëíû λ, ò.å. u = u(λ).2.17 Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 âîëíîâîé ïàêåò èìåë àìïëè-òóäó a (k) = exp

{

− (k − k0)
2 /σ2

}. Êàêîé áóäåò �îðìà ïàêåòàâ ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ïðè t = 0?2.18 Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âîëíîâîé ïàêåò îáëàäàë �îðìîéãàóññîâîé êðèâîé ñ àìïëèòóäîé a (k) = exp
{

− (k−k0)
2

σ2

}. Íàéòè:à) �îðìó ïàêåòà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t > 0,á) ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé,â) ñðåäíþþ ñêîðîñòü ÷àñòèöû,ã) èçìåíåíèå øèðèíû ïàêåòà ∆ ñî âðåìåíåì.2.19 Îïðåäåëèòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ýëåêòðîíà, ïðè êîòîðîé äå-áðîéëåâñêàÿ äëèíà âîëíû ñîâïàäàåò ñ êîìïòîíîâñêîé.
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�3. ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÍÅÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÅÉ�ÅÉÇÅÍÁÅ��À1. Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé äëÿ êîîðäèíàòû èèìïóëüñà
∆x∆px ≥ ~, ∆y∆py ≥ ~, ∆z∆pz ≥ ~,äëÿ ýíåðãèè è âðåìåíè

∆E∆t ≥ ~.Ïðèìåð 8. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäàñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà 10 ýÂ. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ íåîïðå-äåëåííîñòåé, îöåíèòü ìèíèìàëüíûå ëèíåéíûå ðàçìåðû àòîìà.�åøåíèå: Äëÿ îöåíêè ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ àòîìà äîñòàòî÷íî îãðà-íè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîåêöèé �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí íà îäíó èçäåêàðòîâûõ îñåé, íàïðèìåð, x. Èç ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåéñëåäóåò, ÷òî ÷åì òî÷íåå îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â ïðî-ñòðàíñòâå, òåì áîëåå íåîïðåäåëåííûì ñòàíîâèòñÿ èìïóëüñ, à ñëåäî-âàòåëüíî, è ýíåðãèÿ ÷àñòèöû. Ïóñòü àòîì èìååò ëèíåéíûå ðàçìåðû
l, òîãäà ýëåêòðîí àòîìà íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îáëàñòè ñ íåîïðåäå-ëåííîñòüþ ∆x = l/2.Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé ìîæíî çàïèñàòü â ýòîì ñëó÷àå ââèäå l

2
∆px ≥ ~, îòêóäà l ≥ 2~

px
.Ôèçè÷åñêè ðàçóìíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü èìïóëüñà ∆px âî âñÿêîìñëó÷àå íå äîëæíà ïðåâûøàòü çíà÷åíèÿ ñàìîãî èìïóëüñà px, ò. å.

∆px ≤ px.Ïðîåêöèÿ èìïóëüñà px ñâÿçàíà ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé T ñîîò-íîøåíèåì p2x + p2y + p2z = 2mT . Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùååâûðàæåíèå:
px ≤

√
2mT.Çàìåíèì ∆px çíà÷åíèåì px (òàêàÿ çàìåíà íå óâåëè÷èò l). Ïåðåõîäÿîò íåðàâåíñòâ ê ðàâåíñòâàì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îöåíî÷íîå ñîîòíî-21



øåíèå:
lmin ≈

2~√
2mT

.Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ âõîäÿùèõâ íåãî âåëè÷èí, íàõîäèì
lmin =

2 · 1.054 · 10−34

√
2 · 0.91 · 10−30 · 1.6 · 10−19 · 10

= 1.24 · 10−10 ì = 124 ïì.
Ïðèìåð 9. Àòîì èñïóñòèë �îòîí λ = 0.55 ìêì çà âðåìÿ τ ∼

10−8 ñåê. Îöåíèòü âåëè÷èíó îòíîñèòåëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè åãîäëèíû âîëíû ∆λ/λ.�åøåíèå: Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ íåîïðåäåëåííîñòåé
∆E∆t ≥ ~íåîïðåäåëåííîñòü ýíåðãèè �îòîíà ∆E îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì åãîèçëó÷åíèÿ
∆E ≥ ~/τ.Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ýíåðãèè �îòîíà E ñ åãî äëèíîé âîëíû λ

E = 2π~c/λ,ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ∆E:
∆ = 2π~c

(

1

λ
− 1

λ+∆λ

)

≈ 2π~c∆λ/λ2.Îòñþäà ñòàíîâèòüñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ íåîïðåäåëåí-íîñòü äëèíû âîëíû èñïóñêàåìîãî èçëó÷åíèÿ èìååò âèä
∆λ

λ
=

∆λ

2π~
≥ ~

τ

λ

2π~c
=

λ

2πcτ
.Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ âõîäÿùèõ âåëè÷èí, ïîëó÷àåì ñëåäó-þùèé ðåçóëüòàò:

∆λ

λ
≈ 0.55 · 10−6

2 · 3.14 · 10−8 · 3 · 108 ≈ 3 · 10−8.22



ÇÀÄÀ×È È ÓÏ�ÀÆÅÍÈß
3.1 Ïðèíÿâ, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ íóêëîíà â ÿäðåEmin = 10ÌýÂ,îöåíèòü ðàçìåðû ÿäðà.3.2 Îöåíèòü íåîïðåäåëåííîñòü ñêîðîñòè ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðî-äà, ïîëàãàÿ åãî ðàçìåð ïîðÿäêà 0.5 · 10−10 ì.3.3 Îöåíèòü äëÿ ýëåêòðîíà, ëîêàëèçîâàííîãî â îáëàñòè ðàçìåðîì l:à) ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, åñëè l =

10−10 ì;á) îòíîñèòåëüíóþ íåîïðåäåëåííîñòü ñêîðîñòè ∆υ/υ, åñëè T =
10 ýÂ è l = 1 ìêì.3.4 Ýëåêòðîí ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé T = 15 ýÂ íàõîäèòñÿ â ìå-òàëëè÷åñêîé ïûëèíêå äèàìåòðîì d = 1 ìêì. Îöåíèòü îòíî-ñèòåëüíóþ íåòî÷íîñòü, ñ êîòîðîé ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñêî-ðîñòü ýëåêòðîíà.3.5 Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî íåîïðåäåëåííîñòü êîîðäèíàòû äâèæóùåé-ñÿ ÷àñòèöû ðàâíà äåáðîéëåâñêîé äëèíå âîëíå, òî êàêîâà áóäåòîòíîñèòåëüíàÿ íåòî÷íîñòü ∆p/p èìïóëüñà ýòîé ÷àñòèöû (îãðà-íè÷èòüñÿ ëèíåéíûì ñëó÷àåì)?3.6 Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé, íàéòè âûðàæåíèå,ïîçâîëÿþùåå îöåíèòü ìèíèìàëüíóþ ýíåðãèþ Emin ýëåêòðîíà,íàõîäÿùåãîñÿ â îäíîìåðíîì ïîòåíöèàëüíîì ÿùèêå øèðèíîé l.3.7 Ìîíîýíåðãåòè÷åñêèé ïó÷îê ýëåêòðîíîâ E = 10 ýÂ ïàäàåò íàùåëü øèðèíîé a. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè ýëåêòðîí ïðîøåë÷åðåç ùåëü, òî åãî êîîðäèíàòà èçâåñòíà ñ íåòî÷íîñòüþ ∆x =
a. Îöåíèòü ïîëó÷àåìóþ ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíóþ íåòî÷íîñòü âîïðåäåëåíèè èìïóëüñà ∆p/p ýëåêòðîíà â äâóõ ñëó÷àÿõ:à) a = 100 A, á) a = 1 A.3.8 Ñâîáîäíî äâèæóùàÿñÿ íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ÷àñòèöà èìååò îòíîñè-òåëüíóþ íåîïðåäåëåííîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîðÿäêà 1.6 ·23



10−4. Îöåíèòü, âî ñêîëüêî ðàç íåîïðåäåëåííîñòü êîîðäèíàòûáîëüøå åå äåáðîéëåâñêîé äëèíû âîëíû.3.9 Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé äëÿ ýíåðãèè è âðå-ìåíè, îöåíèòü óøèðåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ â àòîìå âîäî-ðîäà, íàõîäÿùåãîñÿ: à) â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, á) â âîçáóæäåí-íîì ñîñòîÿíèè ñî âðåìåíåì æèçíè τ ∼ 10−8 ñåê.3.10 Îöåíèòå îòíîñèòåëüíîå óøèðåíèå ñïåêòðàëüíîé ëèíèè ∆ω/ω,åñëè èçâåñòíî âðåìÿ æèçíè àòîìà â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè(τ ∼ 10−8 ñåê) è äëèíà âîëíû èçëó÷àåìîãî �îòîíà λ = 0.6ìêì.3.11 Èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé �åéçåíáåðãà, íàéòèìèíèìàëüíóþ ýíåðãèþ ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.3.12 Íàéòè ïðîèçâåäåíèå ∆x2∆p2x äëÿ n � ãî ñîñòîÿíèÿ ãàðìîíè÷å-ñêîãî îñöèëëÿòîðà.3.13 Ñ êàêîé òî÷íîñòüþ ìîæíî îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû ìîëåêóë àçî-òà ïðè èõ òåïëîâîì äâèæåíèè â ãàçå ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòó-ðå?3.14 �àç, ñîñòîÿùèé èç ìîëåêóë âîäîðîäà, çàêëþ÷åí â ñ�åðó ñ äèà-ìåòðîì 1.5 ñì. Êàêîâà ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìîëåêóë ñîãëàñíîñîîòíîøåíèþ íåîïðåäåëåííîñòåé?3.15 Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ÷àñòèöû íåîïðåäåëåííîñòü ìåñòîïîëîæåíèÿêîòîðîé ∆x = λ/2π, ãäå λ � åå äåáðîéëåâñêàÿ äëèíà âîëíû,íåîïðåäåëåííîñòü ñêîðîñòè ðàâíà ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñàìîéñêîðîñòè ÷àñòèö.3.16 Âîçáóæäåííûé àòîì ñî ñðåäíèì âðåìåíåì æèçíè τ ∼ 10−8 ñåêèñïóñòèë �îòîí ñ äëèíîé âîëíû λ = 5000 A. Îïðåäåëèòü âåëè-÷èíó íåîïðåäåëåííîñòè, ñ êîòîðîé ìîæíî óñòàíîâèòü êîîðäèíà-òó �îòîíà â íàïðàâëåíèè åãî äâèæåíèÿ, à òàêæå îòíîñèòåëüíóþíåîïðåäåëåííîñòü åãî äëèíû âîëíû.
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ÎÒÂÅÒÛ È ÓÊÀÇÀÍÈß�1. Êîðïóñêóëÿðíûå ñâîéñòâà ñâåòà1.1 υ = 2π~/mλ = 0.7 · 107 ì/ñ.1.2 2.06 ýÂ è 4.58 ýÂ.1.3 106 ì/ñ.1.4 λ0 =
2π~c

A
· n− η

n− 1
= 0.26 ìêì.1.5 φ = (~ω −A)/e = 8 Â.1.6 λ = [4πΛ/η − 1][sin2(θ2/2)− η sin2(θ1/2)] = 1.2 ïì.1.7 1.85 ÌýÂ.1.8 |pý| = 2m

√
~ω − E, |p�| = ~ω/c.Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

|ð| = 1
2

√

(~ω)2 + 2mc2(~ω − E) = 95.5 êýÂ/c, ãäå c� ñêîðîñòüñâåòà.1.9 T = ~ω′ − E = pc/[1− 2(pc/mc2) sin2 θ/2] = 0.2 ÌýÂ.1.11 Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ
T = E ′−E = ~(ω′−ω), ãäå ω′ è ω ñâÿçàíû �îðìóëîé Êîìïòîíà.Î÷åâèäíî, ÷òî T áóäåò ìàêñèìàëüíà ïðè sin2 θ/2 = 1, ò. å. ïðè
∆λ =

4π~

mc
, Tmax =

8π2h2

mλλ′ .Îòñþäà λ = Λ(
√

1 + 2mc2/Tmax − 1) = 0.02 A.1.12 T = Eη/(1 + η) = 0.2 ÌýÂ.
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�2. Âîëíîâûå ñâîéñòâà ÷àñòèö2.1 0.39 A, 0.009 A, 150 ýÂ, 0.082 ýÂ.2.2 1.5 A.2.3 554 ýÂ.2.4 υ = 4π~L/ma∆x = 9 · 105 ì/ñ.2.5 T =
2

m

(

π~L

d∆x

)2

= 24 ýÂ.2.6 d = πkn/
√
2mT cos α

2 = 2.06 A.2.7 d = π~n
√
2mT sin θ = 2.32 A, tg(2θ) = r/L.2.8 ∆x = 2π~L/d

√
2meu = 4.9 · 10−6 ì.2.9 u0 = π2

~
2/2m.2.10 λ = 2π~/
√

2mT (1 + T/2mc2).2.11 λâ = 2π~/
√
mkT .2.12 à) υãð = 3

2u, á) υãð = a2/u, â) υãð = au/(2u− a).2.14 υãp = 2π~/mλ0.2.15 u = c
√

1 +m2c2λ2/4~22.17 Ψ(x, t) =
∞
∫

−∞
a(k)ei(kx−ωt)dk =

√
πeik0x · e−x2δ2/4.2.19 E = (

√
2− 1)mc2 = 0.211 ÌýÂ.
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�3. Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåíîñòåé �åéçåíáåðãà3.1 L = 2~/
√
2mEmin = 2.9 · 10−15 ì.3.2 ∆υ ∼ 106 ì/ñ.3.3 Tmin =

p2min

2m
=

2~2

me2
= 15 ýÂ, ∆ϑ

ϑ
=

2~

l
√
2mT

= 1.2 · 10−4.3.4 ∆υ/υ = 0.01%.3.5 16%.3.6 Emin = 2~2/ml2.3.7 0.62%, 62%.3.8 ∆T =
p∆p

m
,

∆T

T
=

2∆p

p
,

∆x

λ
=

∆xp

2π~
=

1

π

T

∆T
≈ 2 · 103.3.9 E = 0.2 ìêýÂ.3.10 3 · 10−8.3.11 ∆x ∼ ~/

√
3mkT .
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Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÏîñòîÿííàÿ Ïëàíêà: ~ = 1.057 · 10−34 Äæ·ñ,Ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå: c = 3 · 108 ì/ñ,Ïîñòîÿííàÿ Áëüöìàíà: k = 1.38 · 10−23 Äæ/Ê,Çàðÿä ýëåêòðîíà: e = 1.6 · 10−19 Êë,Ìàññà ýëåêòðîíà: me = 0.91 · 10−30 êã,Ìàññà ïðîòîíà: mp = 1.672 · 10−27 êã,
1 ýÂ = 1.6 · 10−19 Äæ, 1A = 10−10 ì.Äåñÿòè÷íûå ïðèñòàâêè ê íàçâàíèÿì åäèíèö:M � ìåãà (106),ê � êèëî (103),ì � ìèëè (10−3),ìê � ìèêðî (10−6),í � íàíî (10−9),ï � ïèêî (10−12).
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