
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 155, êí. 2 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2013
ÓÄÊ 519.68ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅÑÓÕÈÕ �ÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÏËÎÒÍÅÍÈÉ�.Ç. Äàóòîâ, Ì.Ì. Êàð÷åâñêèé, Å.À. Íîâèêîâ,Å.Ì. Ôåäîòîâ, Â.Ê. ÕàéñàíîâÀííîòàöèÿÏîñòðîåíà êâàçèòðåõìåðíàÿ òåðìîóïðóãîãàçîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ñóõèõ ãàçîäèíàìè-÷åñêèõ óïëîòíåíèé. Ïðåäëîæåí ñïîñîá åå äèñêðåòèçàöèè íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõýëåìåíòîâ. Ïîñòðîåí ý��åêòèâíûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êî-íå÷íîìåðíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ, èë-ëþñòðèðóþùèå âîçìîæíîñòè ðàçðàáîòàííîãî àâòîðàìè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàçîäèíàìè÷åñêèå óïëîòíåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ìåòîä êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ, èòåðàöèîííûå ìåòîäû.ÂâåäåíèåÍà ñåãîäíÿøíèé äåíü íàèëó÷øèì òåõíè÷åñêèì ðåøåíèåì äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿïðîòå÷åê ãàçà èç êîðïóñà ñæàòèÿ öåíòðîáåæíîãî êîìïðåññîðà â îêðóæàþùóþ ñðåäóÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ñèñòåì ñóõèõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óïëîòíåíèé (Ñ�Ó). Áëàãî-äàðÿ íåîñïîðèìûì ïðåèìóùåñòâàì Ñ�Ó íàä ðàíåå ïðèìåíÿåìûìè ìàñëÿíûìèóïëîòíåíèÿìè êîðïóñà ñæàòèÿ êîìïëåêòàöèÿ âíîâü ïðîåêòèðóåìûõ è âûïóñêàåìûõêîìïðåññîðîâ ñèñòåìàìè Ñ�Ó äîõîäèò äî 95% îò îáùåãî îáú¼ìà âûïóñêà. Ìàññî-âîå èñïîëüçîâàíèå Ñ�Ó ñòàëî âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ïîâûøåíèþ èõ íàä¼æíîñòè,÷òî ñâÿçàíî ñ óñïåõàìè â ìàòåðèàëîâåäåíèè è òåõíîëîãèè, êîòîðûå ïîçâîëèëè èç-ãîòàâëèâàòü êîëüöà ãàçîäèíàìè÷åñêîé ïàðû ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ýòî îáñòîÿòåëü-ñòâî ïîçâîëèëî óìåíüøèòü ðàñ÷¼òíûå ðàáî÷èå çàçîðû ìåæäó ãàçîäèíàìè÷åñêèìèêîëüöàìè äî 1�2 ìêì, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñóùåñòâåííî ñíèçèëî áåçâîçâðàòíûå ïî-òåðè ïåðåêà÷èâàåìîãî êîìïðåññîðîì ãàçà, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ïåðâè÷íóþ óòå÷êó÷åðåç óïëîòíèòåëüíûé çàçîð è ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ ñèñòåì ñæèãàþòñÿ íà�àêåëüíîì õîçÿéñòâå òåõíîëîãè÷åñêîé óñòàíîâêè. Ïîâûøåíèå ïðèâëåêàòåëüíîñòèïðèìåíåíèÿ Ñ�Ó, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðåäúÿâëÿåò è ïîâûøåííûå òðåáîâàíèÿ ê òî÷-íîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óïëîòíåíèé, ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ÷àñòíî-ñòè, ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìûì ðàñ÷¼ò òåðìîóïðóãèõ äå�îðìàöèé êîëåö, îò êîòîðûõçàâèñèò �îðìà óïëîòíèòåëüíîãî çàçîðà, â êîíå÷íîì ñ÷¼òå îïðåäåëÿþùàÿ ðàáîòî-ñïîñîáíîñòü óïëîòíåíèÿ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ¾êâàçèòð¼õìåðíàÿ¿ òåðìîóïðóãîãàçî-äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü Ñ�Ó ñ ó÷åòîì òåðìîóïðóãèõ äå�îðìàöèé óïëîòíèòåëüíûõêîëåö (ñì., íàïðèìåð, [1�3℄), ñïîñîá åå äèñêðåòèçàöèè íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõýëåìåíòîâ è ý��åêòèâíûé èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè âîçíè-êàþùåé êîíå÷íîìåðíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è.Ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, èëëþñòðèðóþùèå âîçìîæíî-ñòè ðàçðàáîòàííîãî àâòîðàìè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà, ïîçâîëÿþùåãî îïðåäåëÿòüîñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óïëîòíåíèé êàê íà ýòàïå ïðîåêòèðî-âàíèÿ íîâûõ, òàê è ïðè àíàëèçå ñóùåñòâóþùèõ óñòðîéñòâ.158



�ÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÏËÎÒÍÅÍÈß. . . 1591. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëüÏðèíöèï ðàáîòû Ñ�Ó â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñ÷¼òíîé ñõåìîé êîëåö ãàçîäèíàìè-÷åñêîé ïàðû ïðåäñòàâëåííîé, íà ðèñ. 1, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: àêñèàëüíî-ïîäâèæíîå êîëüöî b ñîâìåñòíî ñ âðàùàþùåìñÿ êîëüöîì a îáðàçóþò òîðöîâóþóïëîòíèòåëüíóþ ùåëü, ðàçäåëÿþùóþ îáëàñòü âûñîêîãî (óïëîòíÿåìîãî) P0 è íèç-êîãî P2 äàâëåíèé. Íà êîëüöå a âûïîëíåíû ñïèðàëüíûå êàíàâêè óãëîâîé ïðîòÿ-æ¼ííîñòè η1 , êîòîðûå ïðè âðàùåíèè ðîòîðà çàõâàòûâàþò ãàç èç ïîëîñòè ñ äàâëå-íèåì P0 è ïåðåìåùàþò åãî âäîëü îñåé êàíàâîê ê öåíòðó. Ïðè ýòîì äàâëåíèå âãàçîâîì ñëîå ïîâûøàåòñÿ äî íåêîòîðîãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, äàëåå äàâëåíèåïîñòåïåííî ñíèæàåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ê öåíòðó âñëåäñòâèå óòå÷êè ãàçà ÷åðåç òîð-öîâóþ ùåëü, äîñòèãàÿ äàâëåíèÿ çà óïëîòíåíèåì, ðàâíîãî P2 .Õàðàêòåðíûé çàçîð ìåæäó âðàùàþùèìñÿ è àêñèàëüíî-ïîäâèæíûìè êîëüöàìèñîñòàâëÿåò 1�5 ìêì, ÷òî ñîïîñòàâèìî ñ ãëóáèíîé ãàçîäèíàìè÷åñêèõ êàíàâîê, äèà-ìåòðû êîëåö äî 300 ìì. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿâ ãàçîâîì ñëîå îïðàâäàíî ïðèìåíåíèå èçâåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ òîíêîãî ñëîÿ [4℄,óðàâíåíèÿ �åéíîëüäñà, êîòîðîå ñ ó÷åòîì ñæèìàåìîñòè ãàçà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíà-òàõ â áåçðàçìåðíîé �îðìå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
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(ρh). (1)Óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â îáëàñòè Ω , ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ÿ÷åéêó ïåðèîäè÷-íîñòè (ñì. ðèñ. 1), Ω0 ⊂ Ω � ÷àñòü îáëàñòè, çàíÿòàÿ êàíàâêàìè íà âðàùàþùåìñÿêîëüöå. Óðàâíåíèå (1) äîïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

p(R1, θ) = P0, p(R2, θ) = P2; (2)ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå âûïîëíåííûì óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè �óíêöèè p ïî ïåðå-ìåííîé θ .Ïîÿñíèì ñìûñë âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå âåëè÷èí: p � äàâëåíèå ãàçà â çàçîðå;
P0 = 
onst � äàâëåíèå ãàçà íà âõîäå â óïëîòíåíèå; P2 = 
onst � äàâëåíèå âíåøíåéñðåäû (àòìîñ�åðíîå), P0 îáû÷íî ñóùåñòâåííî áîëüøå P2 ; h � òîëùèíà çàçîðà,îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì h = h(r, θ) = H+h1(r, θ)+h2(r, θ) , çäåñü H � ðàáî÷àÿòîëùèíà çàçîðà, h1(r, θ) ðàâíà ãëóáèíå êàíàâêè â Ω0 è ðàâíà íóëþ âíå Ω0 , h2(r, θ)îïðåäåëÿåòñÿ (íèæå) ïî îñåâîìó äâèæåíèþ êîëåö çà ñ÷åò ñèëîâûõ è òåìïåðàòóðíûõâîçäåéñòâèé; ρ = p/RgT � ïëîòíîñòü ãàçà; T = T (r, θ) � òåìïåðàòóðà ãàçà, Rg �ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ; µ = µ0(T/T0)

nk � âÿçêîñòü ãàçà, µ0 � âÿçêîñòü ãàçà ïåðåäóïëîòíåíèåì, T0 � òåìïåðàòóðà ãàçà ïåðåä óïëîòíåíèåì, nk � çàäàííàÿ ïîñòîÿííàÿ;
ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ äèñêà.�àñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â çàçîðå ìåæäó äèñêàìè ìû îïèñûâàåì óðàâíåíèåìýíåðãèè
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�èñ. 1. 1) 
õåìà óïëîòíåíèÿ: a � âðàùàþùååñÿ êîëüöî, b � àêñèàëüíî-ïîäâèæíîå êîëüöî,1, 2 � óïëîòíèòåëüíûå ðåçèíîâûå êîëüöà, 3 � âûñòóï îáîéìû, 4 � ñìàçî÷íûé ñëîé; 2) âðà-ùàþùååñÿ êîëüöî. Ω - ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè
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Tåñòü ñîñòàâëÿþùèå ñðåäíåé ïî âåëè÷èíå çàçîðà ñêîðîñòè v äâèæåíèÿ ãàçà, w ��óíêöèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ òåïëîâûäåëåíèå çà ñ÷åò êàê âÿçêîãî òðåíèÿ, òàê è èçìå-íåíèÿ óäåëüíîãî îáúåìà; ∇ = (∂/∂r, ∂/r∂θ) ; òî÷êîé îáîçíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèç-âåäåíèå äâóìåðíûõ âåêòîðîâ; T = T (r, θ) � ñðåäíÿÿ ïî âåëè÷èíå çàçîðà òåìïå-ðàòóðà ãàçà; T2 , T1 � òåìïåðàòóðû âðàùàþùåãîñÿ è àêñèàëüíî-ïîäâèæíîãî êî-ëåö ñîîòâåòñòâåííî; λk∂Tk/∂zk

∣∣
zk=0

, k = 1, 2 , � ïîòîêè òåïëà âî âðàùàþùååñÿè àêñèàëüíî-ïîäâèæíîå êîëüöî ñîîòâåòñòâåííî; λ = λ(r, θ) = λ0(T/T0)
nk � êî-ý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ãàçà, λ0 = 
onst � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòèãàçà ïåðåä óïëîòíåíèåì, λ1 , λ2 � êîý��èöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëîâñîîòâåòñòâóþùèõ êîëåö.Ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ïî θ è óñëîâèå

T = T0, r = R1, åñëè vr < 0. (4)�àñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â êîëüöàõ îïèñûâàåòñÿ äâóìåðíûì óðàâíåíèåìòåïëîïðîâîäíîñòè òâåðäîãî òåëà â ïåðåìåííûõ r , z . Íà ãðàíèöå êîëüöà è ãàçîâîãîñëîÿ òåìïåðàòóðà åñòü �óíêöèÿ ïåðåìåííûõ r , θ è ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé òåìïåðàòóðåãàçà.Íà ãðàíèöàõ ñîïðèêîñíîâåíèÿ êîëåö ñ îìûâàþùèì ãàçîì Γvr , Γax âíå ïðåäå-ëîâ ñìàçî÷íîãî ñëîÿ ñòàâÿòñÿ ëèíåéíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òðåòüåãî ðîäà ñ êî-ý��èöèåíòàìè òåïëîîòäà÷è α1 , α2 ñîîòâåòñòâåííî, ìîäåëèðóþùèå òåïëîîáìåí ïîçàêîíó Íüþòîíà ñî ñðåäîé, èìåþùåé çàäàííóþ òåìïåðàòóðó T0 .Äå�îðìàöèè êîëåö, âûçâàííûå èõ íàãðåâîì, ñèëîâûìè âîçäåéñòâèÿìè ñî ñòî-ðîíû ãàçîâîé ñðåäû è çà ñ÷åò âðàùåíèÿ, ïðèíèìàþòñÿ îñåñèììåòðè÷íûìè è îïè-ñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ëèíåéíîé òåðìîóïðóãîñòè. Óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòå-ðèàëà êîëåö (ìîäóëü Þíãà è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà), à òàêæå êîý��èöèåíòû ëè-íåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè.Íà ãðàíèöå ãàçîâîãî ñëîÿ äàâëåíèå, äåéñòâóþùåå íà êîëüöî, ïðèíèìàåòñÿ ðàâ-íûì óñðåäíåííîìó ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé äàâëåíèþ, îïðåäåëÿåìîìó èç óðàâíå-íèÿ �åéíîëüäñà. Âíå ñìàçî÷íîãî ñëîÿ äàâëåíèå íà êîëüöî ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì äàâ-ëåíèþ îìûâàþùåãî ãàçà. Ïðè ýòîì â òî÷êàõ ãðàíèöû, ëåæàùèõ âûøå óïëîòíèòåëü-íûõ ðåçèíîâûõ êîëåö (ñì. ðèñ. 1), äàâëåíèå ðàâíî äàâëåíèþ íà âõîäå â óïëîòíåíèå,â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íèæå óïëîòíèòåëüíûõ ðåçèíîâûõ êîëåö, äàâëåíèå ðàâíî àòìî-ñ�åðíîìó. Òàêèì îáðàçîì ñòàâÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âñþäó, êðîìå òîãî ó÷àñòêàãðàíèöû âðàùàþùåãîñÿ êîëüöà, êîòîðûé îïèðàåòñÿ íà âûñòóï îáîéìû (ñì. ðèñ. 1).Íà ýòîì ó÷àñòêå ãðàíèöû îñåâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïåðåìåùåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîéíóëþ.



�ÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÏËÎÒÍÅÍÈß. . . 161Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé çàìûêàåòñÿ óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ àêñèàëüíî ïî-äâèæíîãî êîëüöà, òî åñòü óñëîâèåì ðàâåíñòâà íóëþ îñåâîé ñîñòàâëÿþùåé ãëàâíîãîâåêòîðà âíåøíèõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê ãðàíèöå êîëüöà. Ôàêòè÷åñêè, èìåííî ýòîóñëîâèå ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàáî÷åé âåëè÷èíû ñìàçî÷íîãî ñëîÿ ïðè çàäàí-íîì ðåæèìå ðàáîòû óïëîòíåíèÿ.2. ×èñëåííûé ìåòîäÂ öåëîì ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ øàãîâ. Â îñíîâå ëåæèòîïðåäåëåíèå ïîëåé òåìïåðàòóð, äàâëåíèé è äå�îðìàöèé ïàð òðåíèÿ. Ïðåæäå âñåãî,èñõîäíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñåòî÷íûìè íà îñíîâåìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äàâëåíèÿ â ñìàçî÷íîì ñëîå àïïðîêñèìèðóåòñÿ óðàâíåíèå �åé-íîëüäñà (1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2). Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíûåáèëèíåéíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû íà ÿ÷åéêàõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ðàçáèåíèå îá-ëàñòè Ω íà ÷åòûðåõóãîëüíèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå ïàðû ñòîðîíêîòîðûõ ïàðàëëåëüíû îñè θ . �åîìåòðèÿ ÿ÷ååê ñîãëàñóåòñÿ ïðè ýòîì ñ ãðàíèöåéêàíàâêè Ω0 . �åøåíèå óðàâíåíèÿ �åéíîëüäñà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåìäâóõñëîéíîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ñ ñåòî÷íûì ïðåäîáóñëàâëèâàþùèì îïåðàòî-ðîì âòîðîãî ïîðÿäêà, ýêâèâàëåíòíûì ñòàðøåé ÷àñòè äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðà-òîðà â óðàâíåíèè �åéíîëüäñà.Îïèøåì ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ òåìïåðàòóðû â ñìàçî÷íîì ñëîå è óïëîòíèòåëüíûõêîëüöàõ Ωvr , Ωax . Â ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè Ω ñìàçî÷íîãî ñëîÿ ââîäèòñÿ ïðÿìî-óãîëüíàÿ ñåòêà
ωr,θ = ωr × ωθ, ωr = {rj , j = 0, 1, . . . , Nr}, ωθ = {θj, j = 0, 1, . . . , Nθ}.Âàæíûì ýëåìåíòîì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèåîïåðàòîðà Ch , ïîçâîëÿþùåãî âû÷èñëÿòü ñåòî÷íûå ïîòîêè òåïëà â óïëîòíÿþùèåêîëüöà ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå th â ñìàçî÷íîì ñëîå. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿâàðèàíò ìåòîäà îêàéìëåíèÿ [5℄ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-íèé.Â îáëàñòÿõ Ωvr è Ωax ñòðîèòñÿ òðèàíãóëÿöèÿ, ñîãëàñîâàííàÿ íà èõ ãðàíè-öàõ Γp , ïðèìûêàþùèõ ê ñìàçî÷íîìó ñëîþ, ñ ñåòêîé ωr,θ . Ïóñòü Vh � ïðîñòðàíñòâîíåïðåðûâíûõ â Ωvr è Ωax �óíêöèé ëèíåéíûõ íà ýëåìåíòàõ òðèàíãóëÿöèè,
a(u, η) =

∫

Ωvr

λ1∇u · ∇η dx+

∫

Ωax

λ2∇u · ∇η dx+

∫

Γvr

α1uη dx+

∫

Γax

α2uη dx,

b(u, η) =

∫

Γvr

α1ηη dx+

∫

Γax

α2uη dx.Ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿþòñÿ ðåøåíèÿ uh,i êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ñõåì
a(uh,i, vh) = 0, uh,i, vh ∈ Vh, uh,i|(rj ,0) = δi,j , j = 1, 2 . . . , Nr (5)äëÿ i = 1, 2, . . . , Nr , ãäå δi,j � ñèìâîë Êðîíåêêåðà, à òàêæå ðåøåíèå ñõåìû

a(uh,T , vh) = b(T0, vh), uh,T , vh ∈ Vh, uh,T

∣∣
Γp

= 0, (6)à çàòåì íàõîäÿòñÿ êîìïîíåíòû ìàòðèöû Ch è âåêòîðà ϕ ïî �îðìóëàì
ch,j,i = a(uh,i, φj)

/∫

Γp

φj dx, i = 1, 2, . . . , Nr,

ϕj = a(uh,T , φj)
/∫

Γp

φj dx, j = 1, 2, . . . , Nr,

(7)



162 �.Ç. ÄÀÓÒÎÂ È Ä�.ãäå φj � áàçèñíàÿ �óíêöèÿ Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óçëó òðèàíãóëÿöèè ñ êî-îðäèíàòàìè (rj , 0) .Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèå ñåòî÷íûõ ñóììàðíûõ òåïëîâûõ ïîòîêîâ â óïëîòíè-òåëüíûå êîëüöà ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå th â ñìàçî÷íîì ñëîå ñâîäèòñÿ ê âû÷èñ-ëåíèþ âåêòîðà
ψh = Chth + ϕ.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ Th óðàâíåíèÿ ýíåðãèè (3) ñ ãðàíè÷-íûì óñëîâèåì (4) èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò äâóõêîìïîíåíòíîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà.Èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõèçëîæåíà â ðàáîòå [6℄, âèäîèçìåíåíèÿ òàêèõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ íåñòà-öèîíàðíûõ çàäà÷ áûëè ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû â [7, 8℄. Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿâ ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåøåíèè óðàâíåíèé âèäà
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h � ñå-òî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äèññèïàòèâíîé �óíêöèè; τ , σ � èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðûìåòîäà; A(k)
r , A(k)

ϕ � ñåòî÷íûå îïåðàòîðû, àïïðîêñèìèðóþùèå ñîñòàâëÿþùèå ïðî-ñòðàíñòâåííîãî îïåðàòîðà óðàâíåíèÿ ýíåðãèè, ñîäåðæàùèå ñîîòâåòñòâåííî ïðîèç-âîäíûå ïî ïåðåìåííûì r è θ , ñîñòàâëÿþùèå êîòîðûõ, îòâå÷àþùèå çà ïåðåíîñòåïëà çà ñ÷¼ò âðàùåíèÿ äèñêà, àïïðîêñèìèðóþòñÿ íàïðàâëåííûìè ïðîòèâ ïîòîêàðàçíîñòíûìè îòíîøåíèÿìè; êîý��èöèåíòû ñåòî÷íûõ îïåðàòîðîâ âû÷èñëÿþòñÿ íà�óíêöèÿõ T k
h,2 , T k+1

h,1 ñîîòâåòñòâåííî.Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå ìàòðèöû (åìêîñòè) Ch è âåêòîðà ϕ ïî �îðìóëàì(5)�(7) òðåáóåòñÿ ïðîâîäèòü ëèøü îäíàæäû, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòüâðåìÿ âû÷èñëåíèé êâàçèòð¼õìåðíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Äëÿ íàõîæäåíèÿ èòåðàöèîííûõ êîìïîíåíò ñåòî÷íîé òåìïåðàòóðû èñïîëüçó-þòñÿ ïðÿìûå (òèïà �àóññà) ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé. Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà ‖T̃ k+1
h − T̃ k

h‖ ≤ ε , ãäå ε � çàäàííîå ïîëî-æèòåëüíîå ÷èñëî, îïðåäåëÿþùåå òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ, çíà÷åíèå T̃ k+1
h ïðèíèìàåòñÿçà ïðèáëèæ¼ííîå ñåòî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ýíåðãèè â ñìàçî÷íîì ñëîå.Äëÿ ñîâîêóïíîãî îòûñêàíèÿ ïîëåé òåìïåðàòóð â ñìàçî÷íîì ñëîå è óïëîòíèòåëü-íûõ êîëüöàõ, à òàêæå äàâëåíèÿ â ñìàçî÷íîì ñëîå ñòðîèòñÿ âíåøíèé èòåðàöèîííûéïðîöåññ, â êîòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ �åéíîëüäñà, òåïëîïðî-âîäíîñòè è ýíåðãèè, à òàêæå ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ äèññèïàòèâíàÿ �óíêöèÿ wh , âû-÷èñëÿåòñÿ íåñóùàÿ ñïîñîáíîñòü ñìàçî÷íîãî ñëîÿ. Ýòà ïðîöåäóðà ïðèìåíÿåòñÿ íàêàæäîì øàãå ïðîöåññà îòûñêàíèÿ ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ àêñèàëüíî ïîäâèæíîãîêîëüöà. Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíî óòî÷íÿåòñÿ âåëè÷èíà ðàáî÷åãî çàçîðà H, îáåñ-ïå÷èâàþùåãî ðàâíîâåñèå ñèñòåìû áåç ó÷¼òà äå�îðìàöèé óïëîòíèòåëüíûõ êîëåö.Ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîãî îòûñêàíèÿ ðàáî÷åãî çàçîðà ïðîèçâîäèòñÿ ó÷åò òåðìî-óïðóãèõ äå�îðìàöèé êîëåö óïëîòíåíèÿ. Òåì ñàìûì �àêòè÷åñêè óòî÷íÿþòñÿ �îð-ìà è âåëè÷èíà çàçîðà óïëîòíåíèÿ.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ óïðóãèõ ñìåùåíèé êîëåö èñïîëüçóþòñÿ (ãåîìåòðè÷åñêè)òå æå êîíå÷íûå ýëåìåíòû â îáëàñòÿõ Ωvr , Ωax êîëåö, ÷òî è ïðè ïîñòðîåíèè ñõåìû
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�èñ. 2. Õàðàêòåðíûå ãðà�èêè ïîëåé äàâëåíèÿ (ñëåâà) è òåìïåðàòóðû (ñïðàâà) â ñìàçî÷-íîì ñëîåäëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñìå-ùåíèé âî âðàùàþùåìñÿ äèñêå ïðè èçâåñòíîì äàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé.Îäíàêî ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ äå�îðìàöèè àêñèàëüíî-ïîäâèæíîãîêîëüöà, ñîïðîâîæäàåòñÿ ëèøü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà, è ïîýòîìóèìååò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå (îíî îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñìå-ùåíèÿ â îñåâîì íàïðàâëåíèè). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàâíîâåñèè ñè-ñòåìû ñ ó÷åòîì äå�îðìàöèè êîëåö èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ìåòîä.Íà êàæäîì øàãå ìåòîäà ïî èçâåñòíûì ïîëÿì ïåðåìåùåíèé â êîëüöàõ âû÷èñëÿþòñÿçàçîð, ïîëÿ òåìïåðàòóð è äàâëåíèé â ñìàçî÷íîì ñëîå, à òàêæå òåìïåðàòóðà êîëåöóïëîòíåíèÿ. Ïðè ýòîì ïðèìåíÿþòñÿ îïèñàííûå âûøå àëãîðèòìû. Çàòåì ïåðåñ÷è-òûâàþòñÿ ïîëÿ äå�îðìàöèé. Ñ ýòîé öåëüþ ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé òåîðèèóïðóãîñòè âî âðàùàþùåìñÿ êîëüöå, à ïîñëå ýòîãî îïðåäåëÿåòñÿ íîâîå ïðèáëèæåíèåê ïîëþ ïåðåìåùåíèé â àêñèàëüíî ïîäâèæíîì êîëüöå ïóòåì ðåøåíèÿ ñëåäóþùåãîóðàâíåíèÿ:
∫

Γp

uk+1
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∫
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=

∫
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h ∈ Vh.Çäåñü Lh(Th) � îïåðàòîð ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ñ ó÷åòîì òåìïåðàòóðíûõ äå-�îðìàöèé; uk

h = (uk
z,h, u

k
r,h) � âåêòîð ñìåùåíèé â íàïðàâëåíèÿõ z , r , ph ; pext �âåêòîð äàâëåíèé ñî ñòîðîíû ñìàçî÷íîãî ñëîÿ è îìûâàþùåé êîëüöî ñðåäû, Th �òåìïåðàòóðà êîëüöà.Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îñíîâíûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû íå óñòà-íîâÿòñÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îïèñàííûìè âûøå ìåòîäàìè ðàçðàáîòàíêîìïëåêñ ïðîãðàìì. Ïðîâåäåíà ñåðèÿ ìîäåëüíûõ ðàñ÷¼òîâ ïðè ðàçëè÷íûõ ãåîìåò-ðèÿõ óïëîòíåíèÿ, ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ ìàòåðèàëîâ ïàðû òðåíèÿ è ãàçà. ×èñëåí-íûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî èñïîëüçîâàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òå÷åíèÿñìàçêè â ïàðàõ òðåíèÿ âåðíî ó÷èòûâàåò îñíîâíûå îñîáåííîñòè îïèñûâàåìûõ �èçè-÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Îíè ïðîäåìîíñòðèðîâàëè òàêæå ý��åêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìûõ
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�èñ. 3. �ðà�èêè çàâèñèìîñòåé çàçîðà Hmin , ðåàêöèè ãàçîâîãî ñëîÿ Fñì è ðàñõîäà óòå÷êè Qîò óïëîòíÿåìîãî äàâëåíèÿ P0÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû õàðàêòåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû â ñìà-çî÷íîì ñëîå óïëîòíåíèÿ. Îïûò ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ â ÇÀÎ ¾ÍÈÈòóðáîêîì-ïðåññîð¿ (ã. Êàçàíü), ïîêàçàë, ÷òî ðàçðàáîòàííûé àâòîðàìè êîìïëåêñ ïîçâîëÿåòîïðåäåëÿòü õàðàêòåðèñòèêè Ñ�Ó â ñëåäóþùåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ðåæèìíûõïàðàìåòðîâ ðàáîòû êîìïðåññîðà: óïëîòíÿåìûå äàâëåíèÿ äî 100 êãñ/ñì2 , ñêîðîñòèâðàùåíèÿ ðîòîðà äî 20000 îá/ìèí, óïëîòíÿåìàÿ òåìïåðàòóðà äî 473 K.3. �åçóëüòàòû ïàðàìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèéÖåëÿìè ïðîåêòèðîâî÷íîãî ðàñ÷¼òà äëÿ ðàçðàáîòêè Ñ�Ó ÿâëÿþòñÿ: 1) îïðåäå-ëåíèå òåðìîóïðóãèõ äå�îðìàöèé ðàáî÷èõ ïîâåðõíîñòåé êîëåö ãàçîäèíàìè÷åñêîéïàðû, îïðåäåëÿþùèõ �îðìó óïëîòíèòåëüíîãî çàçîðà; 2) îïðåäåëåíèå çàçîðà ìåæ-äó êîëüöàìè, îò êîòîðîãî çàâèñèò ðàñõîä óòå÷êè ãàçà ÷åðåç óïëîòíåíèå.Ý��åêòèâíîñòü ïðîèçâîäñòâåííîãî öèêëà ïî èçãîòîâëåíèþ Ñ�Ó îïðåäåëÿåò-ñÿ âîçìîæíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ óæå ñïðîåêòèðîâàííûõ óïëîòíåíèé äëÿ øèðîêîãîñïåêòðà ðåæèìíûõ ïàðàìåòðîâ ðàáîòû öåíòðîáåæíîãî êîìïðåññîðà, êîòîðûìè ÿâ-ëÿþòñÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ðîòîðà, óïëîòíÿåìûå äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà.Íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òà Ñ�Ó äëÿ øèðîêîãî äèàïàçîíà èçìå-íåíèÿ óïëîòíÿåìîãî äàâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ ïðè ïàðàìåòðè-÷åñêîì àíàëèçå ïðèíÿòî óïëîòíåíèå äëÿ êîìïðåññîðà �ÏÀ-16 ¾Âîëãà¿ ïðîèçâîä-ñòâà ÎÀÎ ¾Êàçàíüêîìïðåññîðìàø¿. Çà íîìèíàëüíûé (ðàñ÷¼òíûé) ðåæèì ðàáîòûóïëîòíåíèÿ ïðèíÿò ðåæèì ðàáîòû êîìïðåññîðíîãî àãðåãàòà, ñæèìàþùåãî ïðèðîä-íûé ãàç, ñ óïëîòíÿåìûì äàâëåíèåì P0 = 56 êãñ/ñì2 , òåìïåðàòóðîé ãàçà ïåðåäóïëîòíåíèåì T0 = 333 K è ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ ðîòîðà n = 5600 îá/ìèí.Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ãàçîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê Ñ�Ó îòâåëè÷èíû óïëîòíÿåìîãî äàâëåíèÿ, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ ðîñòîì P0 óìåíü-øàåòñÿ çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîãî çàçîðà ìåæäó ãàçîäèíàìè÷åñêèìè êîëüöàìè Hmin ,÷òî âûçûâàåò óâåëè÷åíèå ðåàêöèè ãàçîâîãî ñëîÿ Fñì . �àñõîä óòå÷êè ãàçà Q ÷åðåçÑ�Ó ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ.Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû �îðìû óïëîòíèòåëüíûõ çàçîðîâ ïðè èçìåíåíèèíà ±75% îò íîìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Èç ðèñóíêà ìîæíî îïðåäåëèòü, ÷òî ïðè èçìå-íåíèè óïëîòíÿåìîãî äàâëåíèÿ �îðìà óïëîòíèòåëüíîãî çàçîðà, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿîòíîøåíèåì çíà÷åíèÿ çàçîðà íà âõîäå â ãàçîâûé ñëîé ê ìèíèìàëüíîìó çàçîðó (îáî-çíà÷àåòñÿ êàê îáëàñòü ãàçîäèíàìè÷åñêèõ êàíàâîê) è îòíîøåíèåì çàçîðà íà âûõîäåèç ãàçîâîãî ñëîÿ ê ìèíèìàëüíîìó çàçîðó (îáîçíà÷àåòñÿ êàê îáëàñòü óïëîòíèòåëü-íîãî ïîÿñêà) íå èçìåíÿåòñÿ è ÿâëÿåòñÿ êîí�óçîðíîé â îáëàñòè ãàçîäèíàìè÷åñêèõ
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�èñ. 4. Èçìåíåíèå �îðìû ðàáî÷åãî çàçîðà ïðè óâåëè÷åíèè óïëîòíÿåìîãî äàâëåíèÿ: ñëåâà
P0 = 16 êãñ/ñì2 , ñïðàâà P0 = 96êãñ/ñì2êàíàâîê ñî çíà÷åíèÿìè 1.3 è 2.39 ñîîòâåòñòâåííî è äè�óçîðíîé â îáëàñòè óïëîò-íèòåëüíîãî ïîÿñêà ñî çíà÷åíèÿìè 1.01 è 1.16 ñîîòâåòñòâåííî. Èç ïðåäñòàâëåííûõíà ðèñ. 3 è 4 ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷¼òíûõ èññëåäîâàíèé ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ñïðîåê-òèðîâàííîå â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçðàáîòàííûìè ðåêîìåíäàöèÿìè [9℄ Ñ�Ó ñîõðàíÿåò�îðìó óïëîòíèòåëüíîãî çàçîðà â øèðîêîì äèàïàçîíå ðåæèìíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðèýòîì íåîáõîäèìî îáðàùàòü âíèìàíèå íà ðàñõîä óòå÷êè ãàçà ÷åðåç óïëîòíåíèå, êîòî-ðûé çàâèñèò îò ðåæèìà ðàáîòû êîìïðåññîðíîãî àãðåãàòà. Ïðåäñòàâëåííûå äàííûåïîçâîëÿþò ðåêîìåíäîâàòü ðàçðàáîòàííûå òèïîðàçìåðû Ñ�Ó äëÿ ïðèìåíåíèÿ â øè-ðîêîì äèàïàçîíå ðåæèìíûõ ïàðàìåòðîâ ðàáîòû öåíòðîáåæíîãî êîìïðåññîðà.Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïðåäñòàâëåííûõ èññëåäîâàíèé ðàçðàáîòàíà ìîäåëü�óíêöèîíèðîâàíèÿ Ñ�Ó, ñêîíñòðóèðîâàí ý��åêòèâíûé èòåðàöèîííûé àëãîðèòì,ïðîâåäåíû ïàðàìåòðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ðàáîòû Ñ�Ó, ÷òî ïîçâîëèëî ðåêîìåí-äîâàòü ðàçðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ê âíåäðåíèþ â êîíñòðóêòîðñêóþïðàêòèêó ïî ñîçäàíèþ ¾ñóõèõ¿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óïëîòíåíèé äëÿ öåíòðîáåæíûõêîìïðåññîðíûõ ìàøèí.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà�óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò �13-01-00908, 12-01-97022, 12-01-97026).SummaryR.Z. Dautov, M.M. Kar
hevsky, E.A. Novikov, E.M. Fedotov, V.K. Khaisanov. Mathema-ti
al Modeling of Dry Gas Dynami
 Seals.A quasi-three-dimensional thermo-elasti
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 mathemati
al model of dry gasdynami
 seals is developed. A way of its dis
retization based on �nite element methodis proposed. An e�
ient iterative method for solving the 
orresponding �nite-dimensionalnonlinear problem is 
onstru
ted. The results of the parametri
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ulations, whi
h demonstratethe potential of the developed program 
omplex, are presented.Keywords: gas dynami
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